Prasenz-Aufgaben 10.
1. Schreiben Sie z in der Form z = a+ (i mit a, 8 € R.

Aus der Vorlesung ist bekannt: i -i =42 = —1, i~ ! =

(a) i® =% =) i=(=1)-i=—i = i® =0+ (—1)i,

(@) 1 7 7

(b) i =

1
2'15

=-1 = i"=-1+0i,

(@) —iM=—("MY (—1)=1 = —i"=1+0i
(h) - =— L (1)=1 = —i"U =140

. . Z1 . . .
2. Schreiben Sie z = 21+ 20, 2 =21 — 29, 2 = 21 * 22, 2 = — in der Form z = o+ (i mit

22
a, B eR.

(a) 21 =1+30i und 2z, =3 —bi

21+ 29 =4 — 2,

o 2 — 2y = —2+ &,

® 2 -2 =3—5i+9 — 151> =3 +4i + 15 = 18 + 44,

z1 (14+34)(3+5i) 3+5i+9—15 —12+14i 6 7

% B-5)B+5)  9+2 T TR T

(b) 21 =244i und 2z =—-2—1

® 21+ 29 =31 =0+ 31,

® 2y — 2o =4+ b,

® 212 =—4—-2—8 +4=-10i =0+ (—10)1,
5 (244i)(—2+10)  —4+2-8i-4 -8—6i 8 (6)2

e (2—i(—2+i) 441 =75 5"

(¢) 21 =34+5i und 2z =1



® 2 + 29 =3+ 61,
o 2 — 29 =3+ 4,
® 2 -2 =—H+ 3,
2z (345i)(—i) 5—3i

° 2—2: ) = =54 (—3)i.

3. Schreiben Sie die folgenden komplexen Zahlen z in der Form z = |z|(cos ¢ + isin¢) mit
¢ eR.
Sei z = a+ bi, dann |z| = va? + b%. Aus z = |z| (cos ¢ + isin ¢) folgt damit

a=+va?>+b-cos¢ und b= +a®+b?-sin¢, d.h.
b

a
cos¢p = —- und sing =

a® + b2 Va2 +b?
(a) 2=1+i = |2/ =v12+ 12 = /2 und cos ¢ =

sin g =

Sl -

1
ﬁ’
1+ = \/§<COS <Z> + 4 sin <%>>,

1
(b) z=1—1i = |z] = /124 (— —\/iundcosgb:— singb:——:>¢:7—7r

o))

(c) z=—14i = |z| =/(-1)2+12 = \/ﬁundcowb:—\%,sinqﬁ: — = =

—14+i=12 (Cos (%ﬂ) +isin (%ﬁ)) :

(d) 2=—1-i= |z =/(-1)2+ (=1)2 = V2 und cos ¢ =

1
\/_ ,Sin ¢ = \/§ =

—1—i= \/i(cos (%ﬁ) + i sin (%))

4. Seien a,b € C. Die Gleichung 2> + az + b = 0 hat genau dann genau eine Lsung, wenn
2 .
a® = 4b gilt.

” =7 Hat die Gleichung 2? + az + b = 0 genau eine Losung, dann



a a? _a a? !
\2 4 > \2 4 >
(8
2
@@
4
, (8
a
——b=0
4
A2
a? = 4b.
2
7 =7 Es gilt a? = 4b, dannb:az.
2
) a
i
z+az+4
I
_a a? a2_
FT T3 44 2
I

2?2 + az + b = 0 hat genau eine Losung.

5. Sei z € C weder reell noch rein imagindr, d.h., z = a + i mit a, f € R\{0}. Man zeige:

a) Von den Punkten z und X liegt einer in der oberen Halbebene, der andere in der unteren
z
Halbebene.

(b) Die Punkte z und % liegen entweder beide in der rechten Halbebene oder beide in der
linken Halbebene.

1 a-pi 1
a+pBi (a+Bi)(a—pBi) a2+ (2
1
Zu (a). Zu zeigen: Fir z = a + i und — = o + i gilt:
z

1
Seiz:a+5imit(x,ﬁ7é0,dann;: (v — (i)

6>0< [ <0.
s

7 =7 Angenommen (§ > 0, dann ' = — <0, weil a® + 32 > 0 und —3 < 0.
a? + 32

7 <=7 Angenommen 3 < 0, dann ' = —— f_ 7 > 0, weil @ + 3% >0 und —3 > 0.
o

1
Zu (b). Zu zeigen: Fir z = a + fi und — = o/ + (i gilt:
z

a>0 < o >0.



(6]
Oé2+ﬁ2
(6]

” <7 Angenommen a < 0, dann o = ———— < 0, weil o2 4+ 32 > 0 und a < 0.
a? + 32

7 =7 Angenommen « > 0, dann o/ = > 0, weil o? + 3% > 0.

6. Seien z1, z9, z3 komplexe Zahlen auf dem FEinheitskreis. Zeige: z1, z2, 23 bilden genau dann
ein gleichseitiges Dreieck, wenn z1 + zo + 23 = 0 gilt.

Wie aus der Vorlesung bekannt ist, kann jede komplexe Zahl z trigonometrisch darge-
stellt werden: z = |z| (cos ¢ + isin ¢), d.h. z ist durch den Winkel ¢ und den Betrag |z|
eindeutig bestimmt. Der Winkel des Produkts von zwei komplexen Zahlen z; und 2z, ist
die Summe von deren Winkeln und der Betrag ist das Produkt von den Betrégen |z |
und |z|. Liegen also z; und z; auf dem Einheitskreis, d.h. |z;| = 1 und |2| = 1, dann
liegt 21 - 2o auch auf dem Einheitskreis, denn |21 - 23] = 1-1 = 1. Insbesondere gilt fiir eine
komplexe Zahl, die auf dem Einheitskreis liegt, z -z = 1 +40 = 1. (Im Folgenden wird
gelegentlich eine komplexe Zahl auf dem Einheitskreis durch den Winkel identifiziert.)

Seien nun zi, 29, 23 komplexe Zahlen auf dem Einheitskreis, dann sind folgende Be-
haupungen richtig:

I. 4(21, O, ZQ) = 4(21 + 23, 0, Z9 23)

(Mit £(c,0,c") wird der von ¢, 0 und ¢’ gebildete Winkel bezeichnet).

Seien aq, e und ag die zu 21, 2o und z3 gehorenden Winkel und (21,0, 22) = a,
dann a = ay — a3 (oder @ = oy — ay ). Die komplexen Zahlen z; - z3 und 25 - 23
liegen auch auf dem Einheitskreis und die zugehorigen Winkel sind oy + a3 sowie
ag + az. Es ist leicht zu sehen, dass fiir Z(z; - 23,0, 29 - 23) gilt:

L(z1 - 23,0, 20 - 23) = (g + a3) — (g + 3) = «
(oder Z(z - 23,0, 29 - 23) = (a1 + a3) — (2 + a3) = @),

anders gesagt o = £(z1,0,29) = Z(z1 - 23,0, 29 - 23). Der Winkel Z(z1,0, z2) wird
durch die Multiplikation von z; und 2o mit z3 # 0 nicht geéndert.

II. Sei zy = 1, dann gilt: z1, 29, z3 bilden ein gleichseitiges Dreieck < z,




” = 7 Bilden 2z, 29, z3 ein gleichseitiges (und damit ein gleichwinkliges) Dreieck,
dann 0.B.d.A. Z(21,0,22) = Z£(22,0, 23) = Z£(23,0,21) = 120°. Dann betrégt der
zu 25 gehorige Winkel 120°; d.h., 2o = cos 120° 4 i sin 120° = —% + 2? und der zu
z3 gehorende Winkel betragt 120° 4 120° = 240°, d.h. 23 = cos 240° + 7sin 240° =

1 V3
-3 _ZT'
7« 7 Die komplexen Zahlen z; = 1, 2o = —% + zg und z, = —% — zg sind

die dritten Einheitswurzeln, die ein gleichwinkliges und damit ein gleichseitiges
Dreieck bilden.

III. Sei zy =1, dann gilt: 21 + 20 + 23 =0 & 25 = —% —I—iﬁ und 2o = —1 — z@ (oder

2 2
— _1_ :v3 —_1 V3
29 5 — 1% und 29 2—1—22).

7 = 7 Selen z; = cos¢o + i8in ¢y und 23 = cos ¢z +isingz und 1 + 25 + 23 = 0,
d.h. 25 4+ 23 = (cos o + isin ¢2) + (cos @3 + isin ¢3) = —1. Daraus folgt: sin ¢y =
—sin ¢3 = sin(—¢3) und damit ¢ = —¢@3. Weiterhin erhalten wir: cos ¢, + cos ¢3 =
cos(—¢3) + cos ¢p3 = 2 cos ¢p3 = —1 und damit cos p3 = —%, d.h. ¢35 = —¢9 = 120°.
——

=cos ¢3
Durch das Einsetzen in 25 und z3 erhalten wir das erwiinschte Ergebnis.

7«7 klar.

Behauptung. Seien 21, z5, 23 komplexe Zahlen auf dem Einheitskreis. Zeige: 21, 29, 23
bilden genau dann ein gleichseitiges Dreieck, wenn z; + 25 4+ 23 = 0 gilt. (Im Folgenden
wird mit w3 die dritte Einheitswurzel —% + z@ bezeichnet. Offensichtlich gilt w3 = —% - z@)

7 =7 Angenommen 2z, 25, 23 liegen auf dem Einheitskreis und bilden ein gleichseiti-
ges (und damit gleichwinkliges) Dreieck. Insbesondere gilt Z(z1,0, 20) = Z(22,0, 23) =
Z£(z3,0,21) = 120°. Da z auch auf dem Einheitskreis liegt, folgt aus I.:

L(z-4,0,20-51) = L(29- 21,0, 23 - 1) = L(23- 71,0, 21 - 71) = 120°

Daraus folgt: z; - 21,25 - 23 und z3 - Z; bilden ein gleichseitiges Dreieck; aufserdem gilt
z1-2 = 1. Aus II. folgt z5 - 23 = w3 und 23 - 1 = w§ und aus III. folgt:

2121+ 2021+ 2321 = 0
I

Z(zi+2+23) = 0

I (7#0)
2+ 29+23 = 0

7 <7 Angenommen, z; + 25 + 23 = 0. Zu zeigen ist |21 — 29| = |22 — 23| = |23 — 21].
(Zur Errinnerung z1z; = 292y = 23Z3 = 1 ). Es gilt
21— 2|? = a4 (—22) |2 =221 + 25" = (221 + 23) (221 + 23) = (221 + 23) (271 + Z)
~——r

=z1+z23
= 4 2171 +2Z123 + 22123 + 2323 = 42323 + 22123 + 22123 + 2171
~—~ ~

=2323 Z121
= (223 + 21)(223 + 21) = |223 + 21 |2 = |23 — 22|2 = |ZQ — Z3|2
~—

=—23—22



Aus |z — 20|® = |z, — 23| folgt |21 — 2| = |22 — 23] In analoger Weise lisst sich auch
|20 — 23| = |23 — 21| beweisen.

Ein alternativer Beweis: Angenommen, z; + z5 + 23 = 0, dann

(21+ZQ—|—23)',Z_1 = 0
i3
215 tznm-sat+zm-zn = 0
=1
| (L)

Z9-7 =ws und 237 = w3
Aus I1. folgt, dass z; - 21, 20 - 21, 23 - 2 ein gleichseitiges Dreieck bilden, d.h.
Z(Zl . Z_l, 0, Z9 Z_l) = 4(22 . Z_l, 0, z3 Z_l) = Z(Zg . Z_l, 0, z1 Z_l) = 1200.

Nach L. gilt Z(21,0, z9) = Z(22,0, 23) = Z(23,0, 21) = 120° und demnach bilden 21, 25, 23
ein gleichseitiges Dreieck.



