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5. Euklidsche und unitire Riume (und selbstadjungierte, orthogonale,
unitire, normale Endomorphismen).

5.1. Reelle symmetrische Matrizen sind diagonalisierbar.

Satz: Reelle symmetrische Matrizen sind diagonalisierbar.
Bevor wir dies beweisen, wollen wir den Satz kommentieren. Ein typisches Bei-
spiel fiir die Auusage ist die Matrix, die die Fibonacci-Zahlen erzeugt: [(1) 1] ,
dies ist eine reelle symmetrische Matrix, also diagonalisierbar.

Andererseits sollte daran erinnert werden, dass es reelle quadratische Matrizen

gibt, die nicht symmetrisch, aber diagonalisierbar sind, zum Beispiel [8 ” .

Nun betrachten wir symmetrische Matrizen iiber anderen Koérpern, zum Bei-
spiel: Die Matrix A = [ ] € M(2 x 2,[F,) ist symmetrisch, aber nicht diago-

nalisierbar (sie ist nilpotent, aber nicht die Null-Matrix).

Oder auch: Die Matrix A = [? ;] € M(2 x 2,C) ist symmetrisch, aber nicht

diagonalisierbar. (Das charakteristische Polynom ist T? — 2T + 1 = (T — 1)2.
Wire sie diagonalisierbar, so wére sie dhnlich zur Diagonalmatrix E5, also gleich

E5). Noch ein Beispiel: die komplexe Matrix E _21} ist nilpotent ... .
Beweis des Satzes: Sei A € M (nxn,R) symmetrisch mit n > 1. Als erstes soll gezeigt
werden:
(1) Es gibt einen reellen Eigenwert.
Beweis: Wir fassen A als komplexe Matrix auf.

Es sei an folgendes erinnert: zu jeder komplexen Zahl z = x 4 iy mit z,y € R wird
mit Z = x — iy die zu z konjugiert komplexe Zahl bezeichnet. Genau dann ist z € R, wenn
zZ = z gilt.

Ist v € C", so setzt man ||v|| = VvtD, dies ist immer eine nicht-negative reelle Zahl
und fiir v # 0 sogar eine positiv. Denn ist v = (v1,...,v,) und vy = x4 + iys mit

Ts,Ys € R, s0 ist
vtizzsvs-iszz (s + 1ys)(Ts — 1Ys) Z 2 492

Jedes komplexe Polynom vom Grad mindestens 1 hat eine Nullstelle, also hat x4 €
C[T] eine Nullstelle, etwa A. Es gibt also einen Vektor v # 0 mit komplexen Koordinaten
mit Av = \v. Wir rechnen:

MN||? = W't = (Av)'T = v' AT
=v'Av
=" A

=0 At = v =" (\)o =

2T = \Jv||?
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(dabei ist At = A, da A symmetrisch ist und A = A, da A reelle Koeffizienten hat). Also
A=A\, also A € R.

Nun eine Erinnerung an LA 1. Ist v € R", so bezeichnet man mit v* den folgenden
Unterraum:
vt ={weR" | vt w=0}

(Statt v*-w schreibt man oft auch (v, w): man betrachtet den R™ als euklidischen Raum
mit dem kanonischen inneren Produkt.)
Wichtig ist: Es gilt
L(v) vt =R"™

(siehe 3.1.11 (b)).
(2) Ist v ein Eigenvektor zu A, so ist v= ein A-invarianter Unterraum.

Beweis: Sei w € vt. Wir zeigen, dass Aw auch zu v gehort.

v Aw =0 A w =0v" AN w = (Av) - w = (W)fw = Mlw=X-0=0.

Der eigentliche Beweis des Satzes wird mit Induktion gefiihrt. Ist n = 1, so ist nichts
zu zeigen. Sei also n > 2. Wegen (1) gibt es einen Eigenwert A (in R), also einen Eigen-
vektor v zum Eigenwert A. Ersetze v durch v; = ﬁv), dann ist auch v; ein Eigenvektor
mit Eigenwert A\ und zusétzlich ist dieser Eigenvektor normiert. Wir wéhlen eine Ortho-
normalbasis ws, ..., w, von v{ = vt. Die Matrizendarstellung von l4 beziiglich dieser

neuen Basis ist wieder eine symmetrische Matrix und hat die Form

Nach Induktion wissen wir, dass es zur symmetrischen Matrix A’ eine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren gibt, etwa wvs,...,v,. Dann ist vq,...,v, eine Orthonormalbasis von
R™ und alle diese Vektoren v; sind Eigenvektoren fiir die Matrix A.

Wir haben also die folgende Verschiarfung gezeigt:

Satz (zweite Formulierung). Ist A eine reelle symmetrische Matriz, so gibt es eine
Orthonormalbasis des R™ aus Figenvektoren.

Bilden wir aus diesen Basis-Vektoren eine Matrix S, so gilt also:
e S71AS ist Diagonalmatrix,
e S ist orthogonale Matrix, d.h. S=' = S%. (LA 1,3.1.19)

Man kann demnach die Aussage des Satzes auch so formulieren:
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Satz (dritte Formulierung). Ist A eine symmetrisch reelle Matriz, so gibt es eine
orthogonale Matriz S so dass S™'AS eine Diagonalmatriz ist oder auch: so dass S*'AS
eine Diagonalmatriz ist (fiir eine orthogonale Matrix ist ja S—1 = S?).

Betrachten wir noch einmal das Beispiel der Matrix, die die Fibonacci-Zahlen
01
11

genwerten, so sieht man, dass diese senkrecht aufeinander stehen: Wie wir nun
wissen, muss das so sein: Eigenvektoren einer symmetrischen Matriz mit ver-
schiedenen Figenwerten sind orthogonal. — Das bedeutet aber auch: sobald wir
einen Eigenvektor zur Fibonacci-Matrix berechnet haben, etwa [z7 x2]*, wissen
wir (ohne jede weitere Rechnung), dass auch [z2 — z1]" ein Eigenvektor ist.

erzeugt, symmetrisch: [ ] . Berechnet man Eigenvektoren zu den beiden FEi-

Erinnerung: Sei (V, (—, —)) euklidischer Vektorraum. Eine lineare Abbildung f: V —
V' heiflt selbstadjungiert, wenn fiir alle v,w € V gilt:

(f(v), w) = (v, f(w)).

Eine symmetrische Matrix liefert einen selbstadjungierten Endomorphismus beziiglich
des kanonischen inneren Produkts auf R. Und umgekehrt gilt: Ist V' euklidischer Vek-
torraum mit einer Orthonormalbasis B, und ist f: V — V selbstadjngiert, so ist die
Matrizendarstellung ME(f) eine symmetrische Matrix.

Offensichtlich gilt auch: Ist f selbstadjungiert, und U f-invarianter Unterraum von
V', so ist auch f|U selbstadjungiert.

Dies wird beim Induktionsbeweis gebraucht.

Satz (vierte Formulierung). Ist V endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum
und f:V — V ein selbstadjungierter Endomorphismus, so gibt es eine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren.

Beweis. Wir gehen noch einmal den Beweis durch:

(1) Die Abbildung f hat einen Figenwert. Um dies zu zeigen, ordnen wir f eine sym-
metrische Matrix zu: Wiihle eine Orthonormalbasis B. Dann ist A = ME(f) eine symme-
trische Matrix. Wir fassen A als komplexe Matrix auf, als komplexe Matrix hat A einen
(komplexen) Eigenwert. Man zeigt (siehe oben): jeder (komplexe) Eigenwert von A ist
reell. (Man konnte hier auch die Rechnung im Abschnitt 5.3 verwenden: dort wird gezeigt:
jeder Eigenwert einer hermiteschen Matrix ist reell, und reelle symmetrische Matrizen sind
hermitesch.)

(2) Da f einen reellen Eigenwert besitzt, gibt es dazu einen Eigenvektor v € V.
Behauptung: Mit L(v) ist auch v+ f-invariant.
Beweis:
(v, Aw) = (Av,w) = (Av,w) = AN(v,w) =A-0=0.

Nun der Induktionsschritt: Die Einschrinkung von f auf v' ist wieder selbstadjun-
giert, also gibt es in v' eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Zusammen mit HTlllv

ist dies dann eine Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren.
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Folgerung. Die einzige Matriz in M(n x n,R), die symmetrisch und nilpotent ist,

1st die Nullmatriz.

Beweis: Sei A € M (n x n,R) symmetrisch und nilpotent. Da A symmetrisch ist, gibt

es eine orthogonale Matrix P, sodass D = P~ 'AP eine Diagonalmatrix ist. Mit A ist
auch P~'AP symmetrisch. Andererseits ist mit A auch P~!'AP nilpotent. Es ist also D
eine symmetrische nilpotente Diagonalmatrix. Also ist D die Nullmatrix. Dann ist aber

auch A= PDP~!=0.

Man sieht hier: der Anfang des Beweises ist wie der fiir Matrizen, danach ist
aber alles einfacher: wir brauchen keine Orthonormalbasis von v+ zu betrachten
um zu sehen, dass mit der Einschrinkung von f auf v+ arbeiten zu kénnen —
die Einschrinkung einer selbstadjungierten Abbildung auf einen f-invarianten
Unterraum ist offensichtlich wieder selbstadjungiert.

Hier noch einmal der Algorithmus, wie man zur reellen symmetrischen Matrix C'

eine orthogonale Matrix P findet, sodass P~'CP eine Diagonalmatrix ist:

Bestimme des charakteristische Polynom yc der Matrix C'.

[Hier ist also eine Determinante zu berechnen.|

Bestimme die Nullstellen 71, ..., von x¢ (auf diese Weise erhilt man die Eigenwerte
von ().

[Dies ist meist der schwierigste Schritt. Die Theorie besagt, dass xc Produkt von
Linearfaktoren ist — sie zu berechnen kann aber schwierig sein. |

Zu jedem +; bestimmt man eine Basis v;1,...,v;; von Eig(C, ;).

[Hier handelt es sich um das Losen eines linearen Gleichungssystems, némlich dem
homogenene Gleichungssystem mit Koeffizientenmatrix C' — ~; F,, . Dafiir gibt es zum
Beispiel den Gauf3-Algorithmus.]

Orthonormiere die Folge vj1,...,v; j,, man erhdlt auf diese Weise eine Orthonormal-
basis wj1,...,w;  , von Eig(C, ;).

[Hierfiir gibt es das Gram-Schmidt-Verfahren.]

Die Matrix P hat als Spalten die Vektoren

Wity -y Wi,5,, W21,y - - -, W2 5o, y Wiy« - vy We 5,

Beachte: Diese Folge ist eine Orthonormalbasis von R"™, daher ist P orthogonale
Matrix. Will man zusétzlich haben, dass det P = 1 gilt, so muss man gegebenfalls
zwei Spalten vertauschen (dies geht immer, wenn n > 2 ist; im Fall n = 1 ist nichts
zu zeigen).

Das Wichtigste in Kiirze:

e Jede reelle symmetrische (n x n)-Matrix C' ist diagonalisierbar.
e Die Eigenrdume Eig(C, \) sind paarweise orthogonal (beziiglich des kanonischen in-

neren Produkts von R™).
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5.2. Unitiare Vektorraume.

Definition: Sei V' ein C-Vektorraum. Eine Abbildung (—, —): V x V — C heifit Ses-
quilinearform (sesquilinear = anderthalb-linear), wenn die folgenden beiden Bedingungen
fiir alle v,v1,v2 € V und A, Ao € C gelten:

(1) (A1 4+ Agv2,v) = A1 (v1,v) + A2 (v2,v)
(2) (v, M1 + Agv2) = X1<U,U1> + X2<U702>

Die erste Bedingung besagt Linearitit in der ersten Variablen. In der zweiten Variablen
wird immer noch vorausgesetzt, dass die Form additiv ist, statt aber des iiblichen “Her-
ausziehens” eines Skalars in der zweiten Variablen wird hier verlangt, dass der Skalar nach
dem Herausziehen zu konjugieren ist.

Eine hermite’sche Form auf V ist eine Abbildung (—,—): V' x V — C mit den
folgenden beiden Eigeschaften:
(1) Seien vy,v9,w € V und aj,ay € C. Dann ist

(11 + av9, w) = a1 (v1, w) + ag (v, w).

(2) Fir v,w eV gilt

(w,v) = (v, w).

Eine hermite’sche Form ist offensichtlich sesquilinear, denn

(v, A1 + A2v2) = (Av1 + Agva, V)
A1 (v1,v) + A2(v2, v)
= A {v1,v) + Az (vo, v)
A1 (v, 1) + Ao (v, v2)

Typisches Beispiel: Sei H € M (n x n,C). Man nennt H hermite’sche Matriz, falls
gilt H = H (d.h.: Bsist H = (h;;) mit hj; = hy; fiir alle 4,5 ). Setze

(v,w) =v"- H - .

Dann ist (—, —) eine hermite’sche Form auf C".

Woérterbuch: Hermitesche Form, hermitesche Matrix.
(a) Genau dann ist die Form (v, w) = v'Aw hermitesch, wenn A hermitesch ist.
(b) Ist (V,(—,—)) hermitesch, und ist B = (v1,...,v,) eine Basis, so ist die Matrix

Mp((—,=)) = ((vr, vs))rs

hermitesch.
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Wichtig. Ist (—, —) eine hermite’sche Form auf V', so ist (v,v) € R fiir alle v e V.

(Denn die Vertauschungsregel besagt gerade: (v,v) = (v,v). Fiir eine Zahl ¢ € C gilt
aber: Ist ¢ =7¢, so ist c € R.)

Man nennt die hermite’sche Form (—, —) positiv definit (oder auch ein inneres Pro-
dukt), falls fiir alle 0 # v € V' gilt: (v,v) > 0. (Beachte: Fiir eine beliebige komplexe Zahl
¢ wiirde die Ungleichung ¢ > 0 keinen Sinn machen! Hier wird gebraucht, dass ¢ € R
gilt.) Einen komplexen Vektorraum mit einem inneren Produkt nennt man einen unitdren
Raum.

Der kanonische unitire Vektorraum C": Hier nimmt man als hermitesche Matrix
H die Einheitsmatrix, arbeitet also mit

(v, w) = v'w.

Wie wir schon gesehen haben, ist diese hermitesche Form positiv definit, also ein inneres
Produkt; man nennt dies das kanonische innere Produkt auf C”.

Sei nun (V, (—,—)) ein unitidrer Raum.

Norm. Ist v € V, so nennt man |[v|| = y/(v,v) die Norm von v (beachte: das
Wurzelzeichen diirfen wir hier verwenden, da (v, v) eine nicht-negative reelle Zahl ist).
Man nennt v normiert, falls ||v]| =1 gilt.

Natiirlich kann man jeden von Null verschiedenen Vektor v normieren: multipliziere

ihn mit =, denn es ist fiir A in C

[[v]]
X0l = /O, Aoy = /A, v) = VAR (0, 0) = [A] - [Jo],

Also gilt fiir A =

o]l

1 1 1
Il = s |- ol = - ol = 1
[|v]] o] [[v]]

Orthogonalitidt. Man nennt Vektoren v,w orthogonal und schreibt v L w, falls
(v,w) =0 gilt (und dies gilt genau dann, wenn (w,v) =0 gilt).

Wie in euklidischen Vektorrdumen nennt man eine Basis eine Orthogonalbasis, wenn
die Vektoren paarweise orthogonal sind.

Man nennt eine Basis Orthonormalbasis, falls dies eine Orthogonalbasis ist und alle
Vektoren normiert sind.

Ist X eine Teilmenge von V', so nennt man
Xt={veV|{wz)=0y={veV|(zv) =0}

das orthogonale Komplement zu X (oder zu L(X)). Das orthogonale Komplement ist ein
Unterraum von V' und es gilt
LX)oXt=V
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(Beweis analog zum Beweis fiir euklidische Vektorrdume).

Wie im Fall eines euklidischen Vektorraums kann man auch in unitaren Raumen eine
gegebene linear unabhéngige Folge von Vektoren orthonormalisieren:

Orthonormalisierung: Gram-Schmidt-Verfahren. Sei U ein Unterraum von V.

Sei uq,...,uy, eine Orthonormalbasis von U. Ist v € V, so setze
m
vV =v— Zi:1<v, ;).
Esist v/ € Ut .Ist v € U, soist v/ = 0.Ist v ¢ U, so sind die Vektoren u1, ..., U, v linear

unabhéngig. Daraus folgt: Ist V' ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum und U ein
Unterraum von V', so lifit sich jede Orthonormalbasis von U zu einer Orthonormalbasis
von V' fortsetzen. Insbesondere gilt: Jeder endlich-dimensionale unitire Vektorraum besitzt
eine Orthonormalbasis.

5.3. Selbstadjungierte Endomorphismen eines unitiren Vektorraums.

Definition: Sei (V, (—, —)) unitdrer Raum, sei f: V' — V linear. Mann nennt f selbst-
adjungiert, wenn gilt:

Worterbuch: Selstadjungierter Endomorphismus, hermitesche Matrix.
Man nennt eine Matrix A € M(n x n,C) hermitesch, falls A = A! gilt. Behauptung:

Ist A hermitesch, so ist 4 selbstadjungiert. Umgekehrt gilt: Die Matriz-Darstellung
eines selbstadjungierten Endomorphismus beziiglich einer Orthonormalbasis ist eine her-
matesche Matriz.

Die Abbildung [4: C™ — C” ist selbstadjungiert, denn
(lav,w) = (Av,w) = (Av)'w = v' AT = V' AW = v" Aw = (v, Aw) = (v, lsw).

Satz. Sei W wunitdrer Vektorraum. Sei f: W — W selbstadjungierter Endomorphis-
mus. Dann gilt: Jeder Eigenwert ist reell. Ist W endlich-dimensional, so besitzt W eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Wir brauchen: Ist v Eigenvektor zu f, so ist v+ f-invariant.
Allgemein gilt: Ist U f-invariant, so ist U+ f-invariant (falls f selbstadjungiert ist).
Satz. Ist A hermitesche Matirz, so sind alle Figenwerte reell und C" besitzt eine

Basis aus Eigenvektoren, und zwar sogar eine Orthonormalbasis beziiglich des kanonischen
inneren Produkts.
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5.4. Unitare Endomorphismen und unitire Matrizen.

Lemma. Die folgenden FEigenschaften sind fiir eine Matrix A € M (n x n,C) dquiva-

lent:
(i) A ist invertierbar und A=t = a’
(i) A'A=E,.
(i) AA" =E,.
(ii") Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis des kanonischen unitiren Raums
Cn.
(iii") Die Zeilen von A (transponiert) bilden eine Orthonormalbasis des kanonischen unitiren

Raums C™.
Falls diese Eigenschaften gelten, nennt man die Matrix A unitdr.

Ist A eine unitire Matriz, so ist |det A = 1. (Denn es ist det A = det 4, also
1=det A A =det(A - A) =d-d mit d = det A).

Beispiele:

(a) Die unitdren 2 x 2-Matrizen. Als erste Spalte nimmt man einen beliebigen
normierten Vektor in C2. Also: man nimmt einen Vektor v # 0 in C? und normiert ihn,
bildet also v; = ﬁv. Sei die erste Spalte [a ¢|'. Dann kann man als zweite Spalte [—¢ @l
nehmen, oder allgemeiner: w[—¢ @]*, wobei w € C den Betrag 1 haben muss. Auf diese
Weise erhilt man alle unitdren (2 x 2)-Matrizen. (Die erste Spalte v; haben wir ja so

allgemein wie nur moglich gewihlt. Die zweite Spalte muss ein Vektor in vi- sein, dies ist
ein eindimensionaler Vektorraum, und er enthilt fiir v; = [a ¢]' den Vektor w = [—¢ a]’.

Da w schon normiert ist, erhiilt man alle normierten Vektoren in vi indem man w mit
einer beliebigen komplexen Zahl w vom Betrag 1 multipliziert.)
Beispiel. Wir beginnen mit [1 2]*, die Norm ist v/5, also v; = %[1 2] | also erhiilt

man als erstes

111 -2 111 -2 .
A= % [2 1 ] , oder % {2 ; ] , oder ganz allgemein

dabei ist w € C mit |w| =1, also etwa w = (1 + v/3i).

wle )

Beginnen wir mit v = [1 + 24,3 — 4i]*, so ist die Norm ||v|| = v/30, also nimmt man
als erste Spalte \/% [1+ 24,3 — 4i]'. Eine unitdre Matrix mit dieser ersten Spalte ist

1 {1+2z‘ —3—41

V30 |3—4 1—2

weitere erhélt man, in dem man die zweite Spalte mit einer komplexen Zahl w mit |w| =1
multipliziert.

(b) Die unitdren 3 x 3-Matrizen: Wieder nimmt man als erste Spalte einen beliebigen
normierten Vektor v;, dann aber muss man etwas arbeiten: Als zweite Spalte braucht man
einen zu v; orthogonalen Vektor, der auch auch wieder zu normieren ist. Es bietet sich
hier an, einen beliebigen Vektor in C3 \ L(v;) zu nehmen, und das Gram-Schmidt-sche
Orthonormalisierungsverfahren anzuwenden, usw.
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(1) Ist V' ein n-dimensionaler unitirer Raum und sind zwei Orthonormalbasen A
und B gegeben, so sind die zugehorigen Basiswechselmatrizen unitire Matrizen.

Ist A= (v1,...,v,) eine Basis des K -Vektorraums V', so gibt es einen Vektor-
raum-Isomorphismus ® 4: K™ — V', der den kanonischen i-ten Basisvektor von
K™ auf den Vektor v; abbildet. Sind nun A und B zwei Basen von V', so sind
die linearen Abbildungen

d,'0p, und Oz'dy

durch invertierbare Matrizen in M (n x n, K) gegeben, man nennt sie die Ba-
siswechselmatrizen.

Ist f: V — V ein Endomorphismus des unitéiren Vektorraums V', so nennt man f
unitdr, falls gilt
(f(v), f(w)) = (v,w) firalle v,weV.

(2) Sei A eine komplexe (nxn)-Matrix. Genau dann ist A unitér, wenn die Abbildung
la: C" — C" ein unitdrer Endomorphismus (beziiglich des kanonischen inneren Produkts
auf C™) ist.

(3) Ist V' ein unitdrer Vektorraum mit Orthonormalbasis B = (vi,...,v,), und
ist f: V — V unitdrer Endomorphismus, so ist die Matrizendarstellung Mg (f) von f
beziiglich dieser Basis eine unitidre Matrix.

Hauptsatz iiber unitire Endomorphismen. Sei V' ein endlich-dimensionaler
unitdrer Vektorraum und f:V — V' ein unitirer Endomorphismus. Dann gibt es eine
Orthonormalbasis von V', so daf$ die zugehiorige Matrizendarstellung von f eine Diago-
nalmatriz ist, deren Diagonalkoeffizienten den Betrag 1 haben.

Umformulierung: Haupsatzes iiber unitidre Matrizen. Ist A eine unitire Matriz,
so gibt es eine unitire Matriz P, so dafy P~YAP eine Diagonalmatriz ist, deren Diago-
nalkoeffizienten den Betrag 1 haben.

Der Beweis des Hauptsatzes verwendet die folgenden beiden Teilargumente:

Eigenwerte. Sei f unitdrer Endomorphismus des unitiren Vektorraums V. Ist A
ein Eigenwert von f, so ist |A| = 1. Insbesondere ist die Abbildung f injektiv. Ist V'
endlich-dimensional, so ist f bijektiv und das charakteristische Polynom von f hat die
Form (T'—~)---(T'—=Ay) mit |A\;| =1 fiir 1 <i<n.

Beweis: Sei 0 # v € V mit f(v) = Av. Dann ist
M (v,v) = (Mo, W) = (f(v), f(v)) = (v,0).
Da (v,v) # 0 folgt A\ = 1, also auch |\ = VA = 1.

Orthogonales Komplement. Sei f unitirer Endomorphismus des unitédren Vektor-
raums V. Ist U ein endlich-dimensionaler Unterraum von V', der f-invariant ist, so ist
auch UL f-invariant.
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Beweis: Sei v € UL. Wir wollen zeigen, dass f(v) € UL gilt, also dass (f(v),u) =0
fiir alle w € U gilt. Da die Einschrinkung von f auf U bijektiv ist, gibt es v’ € U mit
u = f(u'). Nun sehen wir:

(f(v),u) = (f(v), f()) = (v, ) = 0.

5.5. Orthogonale Endomorphismen, orthogonale Matrizen.

Wir nehmen nun wieder als Grundkorper den Kérper R der reellen Zahlen. Es soll
hier an eine Vielzahl von Definition und elementarer Aussagen erinnert werden, die im
Rahmen der Vorlesung LA I behandelt wurden.

Erinnerung. A € M(n x n,R) heifit orthogonal, wenn gilt A=! = A,

Die folgenden Eigenschaften sind #iquivalent: A orthogonal, A*A = E,,, AA' = E,,,
die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis, die Zeilen von A bilden (transponiert)
eine Orthonormalbasis.

Ein Endomorphismus f des euklidischen Vektorraums (V, (—, —)) heifit orthogonal,
wenn

(f(v), f(w)) = (v, w)
fiir alle v, w gilt.

Genau dann ist eine lineare Abbildung f: V — V  f orthogonal, wenn ||f(v)|| = ||v||
fiir alle v € V' gilt, wenn also f “normerhaltend” ist. (Siehe LA I, 3.1.17. Klar ist, dafl
ein orthogonaler Endomorphismus normerhaltend ist. Umgekehrt kann man das innere
Produkt mit Hilfe der Norm von Vektoren berechnen.)

Typische Beispiele orthogonaler Endomorphismen des kanonischen euklid’schen Vek-
torraums R? sind die Drehungen Ip(;): R? — R? mit

cost —sint
D(t) = [sint cost }

und ¢t € R; wegen der Periodizitdt von Sinus und Cosinus reicht es, 0 < t < 27w zu
betrachten. Man nennt A die Drehmatriz zum Winkel t. Ist t = 0, so ist A = FE5 die
Einheitsmatrix, ist ¢ = 7, so ist A = —FE5 ebenfalls eine Skalarmatrix (dies ist gerade die
Punktspiegelung am Urspung).

Weitere Beispiele orthogonaler Endomorphismen des kanonischen euklid’schen Vek-
torraums R? sind die Spiegelungen I S(t) R? — R? mit

sint cost

D(t) = [Cost —Slnt:|

und ¢t € R und 0 <t < 27. Wie wir sehen werden ist jeder orthogonale Endomorphismus
des kanonischen euklidischen Raums R? entweder eine Drehung oder eine Spiegelung (und
nicht beides).
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Woérterbuch: orthogonaler Endomorphismus, othogonale Matrix.

(a). Sei A € M(nxn,R) Genau dann ist die Abbildung f4 orthogonal beziiglich des
kanonischen inneren produkts auf R™, wenn A orthogonale Matrix ist.

(b) Ist (V,(—,—)) euklidischer Vektorraum und ist f: V' — V orthogonale Abbil-
dung, und B eine Orthonormalbasis von V', so ist die Matrizendarstellung von f eine
orthogonale Matrix.

Hauptsatz iiber orthogonale Endomorphismen. Sei V' ein endlich-dimensionaler
euklid’scher Vektorraum. Sei f: V — V ein orthogonaler Endomorphismus von V. Dann
besitzt V' eine Orthonormalbasis, so daf$ f beziiglich dieser Basis eine Matrizendarstellung
der Form @.", A; hat, wobei die Matrizen A; (1 x 1)-Matrizen der Form [1] oder [—1]
oder (2 x 2)-Drehmatrizen zu Winkeln 0 < t; < 7 sind.

Umformulierung: Haupsatzes iiber orthogonale Matrizen. Ist A eine orthogonale
Matriz, so gibt es eine orthogonale Matriz P mit P~'AP = @." | C;, wobei die Matrizen
C; (1x1)-Matrizen [1] oder [—1] oder (2 x 2)-Drehmatrizen zu Winkeln 0 < t; < 7 sind.

Bevor wir mit dem Beweis beginnen, ist an den Fundamentalsatz der Algebra zu
erinnern.

Nachtrag zum Fundamentalsatz der Algebra. Der Fundamentalsatz der
Algebra impliziert, daf§ der Grad eines jeden irreduziblen Polynoms h € R[T]]
1 oder 2 ist. Eine Folgerung daraus ist:

Lemma. Sei V # 0 ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum. Sei
f:V =V ein Endomorphismus. Besitzt f keine Eigenvektoren, so gibt es
in V' einen zweidimensionalen f-invarianten Unterraum.

Beweis: Sei x¢(7") das charakteristische Polynom von f, zerlege x5 =
h¢ - -+ h; mit normierten irreduziblen Polynomen h;. Nach dem Fundamen-
talsatz der Algebra haben diese Polynome h; den Grad 1 oder 2 (und Grad 1
kann hier gar nicht auftreten, da wir voraussetzen, dal f keine Eigenvektoren
besitzt). Wéhle v # 0 in V. Bilde vg = v, v; = h;(f)(v;—1) fur 1 <4 <t¢.
Es ist vg # 0, aber v, = h(f)---h1(f)(v) = x¢(f)(v) = 0 (nach dem Satz
von Cayley-Hamilton). Also gibt es ein 1 < i <mn mit v;_; # 0, und v; = 0.
Sei w = wv;_1. Betrachte den Unterraum U, der von w und f(w) erzeugt
wird. Wir zeigen, dafl U f-invariant ist. Sei h;(T) = T? + ¢T + d mit reellen
Zahlen c,d. Nach Konstruktion ist

0= hi(f)(w) = (f*+cf +d-1)(w) = f*(w) + cf(w) + dw,

und demnach ist f?(w) = —cf(w) — dw eine Linearkombination von f(w)
und w, also wieder ein Element von U. Andererseits ist U auf jeden Fall von
Null verschieden, denn w # 0. Wére U eindimensional, so hétten wir einen
eindimensionalen f-invarianten Unterraum, also Eigenvektoren. Da wir dies
ausgeschlossen haben, muf3 U zweidimensional sein.
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Nun zum Beweis des Hauptsatzes iiber orthogonale Endomorphismen. Wir beginnen
mit drei Vorbemerkungen:

(1) Ist v Eigenwert von f, so ist v =1 oder —1. Beweis: Sei v zugehoriger Eigenvektor,
also v # 0 und f(v) =~ -v. Esist

Wl = [lF I = [y -oll = |- ol

Wegen ||v]| # 0 folgt 1 = ||, also v =1 oder v = —1.

(2) Insbesondere sehen wir, dal ein orthogonaler Endomorphismus injektiv ist (denn
0 ist kein Eigenwert). Ist also f ein orthogonaler Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen Vektorraums (und das wird hier vorausgesetzt), so ist f auch surjektiv.

(3) Ist U ein f-invarianter Unterraum von V , so ist auch UL f-invariant. Beweis: Sei
v € Ut. Zu zeigen ist: f(v) € UL. Sei also u € U. Da die Einschriinkung von f auf
U ein orthogonaler Endomorphismus von U ist, ist diese Einschrinkung surjektiv: es
gibt also v’ € U mit f(u') = u. Also

(f(v),u) = (f(v), f()) = (v, ) = 0.

Nun der eigentliche Beweis, mit Induktion nach der Dimension dimV = n.

Wir betrachten zuerst den Fall, dafl V' keine f-invarianten Unterrdume aufler 0 und
V' besitzt (dies schlieBt insbesondere den Fall n =1 ein). Nach dem Fundamentalsatz der
Algebra ist demnach n =1 oder n = 2.

Ist n = 1, so ist jeder von Null verschiedene Vektor v € V' ein Eigenvektor, die zu-
gehorige Matrizendarstellung von f ist [1] oder [—1], weil 1 und —1 die einzigen moglichen
Eigenwerte sind.

Sei nun n = 2. Da wir voraussetzen, dafl V' keine f-invarianten Unterrdume hat,
kann f keine Eigenvektoren besitzen. Sei vi, vy eine beliebige Orthonormalbasis von V.
Sei f(v1) = avy + bve mit a,b € R. Wegen

1=l = [[f ()]l = [Javy + ba|| = Va? 4 b2

folgt also a? + b*> = 1. Da vy, vy orthogonal sind, miissen auch die Vektoren f(v1), f(v2)
orthogonal sein. Und natiirlich ist mit vy auch f(vs) normiert. In V' gibt es nur zwei
normierte Vektoren, die zu f(v1) = av; + bve orthogonal sind, ndmlich —bv; + avy und
buy — avy. Ist f(ve) = bvy — avy, so rechnet man sofort nach, daf§ das charakteristische
Polynom von f das Polynom (T + a)(T —a) —b* =T? —1 = (T — 1)(T + 1) ist, aber
dies impliziert, da} f Eigenvektoren besitzt, unméglich. Also ist f(ve) = —bvy + avy, und
demnach ist die darstellende Matrix eine Drehmatrix. Nun ist

[(1) HD@ [(1) (1)} = D(—t) = D(2m — 1),

und natiirlich ist die Matrix lg é} orthogonal, also braucht nur die Drehmatrizen D(t;)

mit 0 <t¢; <.



LEITFADEN 46

Wir betrachten nun den Fall, dal V' einen f-invarianten Unterraum U besitzt mit
0 C U C V. Dann ist nach (3) auch U+ f-invariant. Betrachten wir die Einschrinkung von
f auf U, so gibt es (nach Induktion) eine Orthonormalbasis wy,...,u,, beziiglich derer
fIU die angegebene Form hat; die darstellende Matrix sei mit B bezeichnet. Betrachten
wir entsprechend die Einschriinkung von f auf U, so gibt es (nach Induktion) eine Or-

thonormalbasis 41, ..., u, beziiglich derer f|U+ die angegebene Form hat; hier sei die
Matrix mit C' bezeichnet. Beziiglich der Basis uq,...,u, hat f die Matrizen-Darstellung
B 0
[ e)

und mit B und C hat auch A die gewiinschte Form.

Orthogonale Matrizen sind unitidre Matrizen: Die orthogonalen Matrizen sind
gerade die unitdren Matrizen mit reellen Koeffizienten!

Jede orthogonale Matrix A ist auch eine unitdre Matrix (jede reelle Matrix kann
natiirlich als komplexe Matrix aufgefafit werden). Wie wir wissen, gibt es eine orthogonale
Matrix P mit P~'AP = @.", C;, wobei die Matrizen C; (1 x 1)-Matrizen [1] oder [—1]
oder (2 x 2)-Drehmatrizen D(«;) zu Winkeln 0 < a; < 7 oder 7 < «; < 27 sind.

cosa —sina
sina  cosa
gonalmatriz mit den Diagonalkoeffizienten cos(a) + isin(a) und cos(a) — isin(a); es ist
néamlich

Die Drehmatriz D(a) = ist (als komplexe Matrixz) dhnlich zur Dia-

\_/_% % _|cosa —sina | ﬁ % | cosa+isina 0
% _T; sina  cos« % ﬁ N 0 cos ¥ —1isin o
P D(a) P
dabei ist P =

: ] eine unitare Matrix.

Sk
S5

5.6. Normale Matrizen.

Der Grundkorper sei C. Wir haben gesehen, dass es zu hermiteschen Matrizen wie
auch zu unitdren Matrizen eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren gibt, dabei sind fiir
hermitesche Matrizen die Eigenwerte reell, bei unitdren Matrizen haben sie den Betrag 1.
Man kann nun fragen, wie man die Matrizen A € M (nxn, C) charakterisieren kann, fiir die
es eine Orthonormalbasis aus FEigenvektoren gibt, ohne Einschréinkung an die Eigenwerte.

Sei A € M(n x n,C). Wir nennen A’ die zu A adjungierte Matriz. Man nennt A
normal, wenn AA =A'A gilt, wenn also A mit seiner adjungierten Matrix vertauscht.
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Beispiele: Jede hermitesche Matrix A ist normal, denn fiir eine hermitesche Matrix
ist A = A (und A vertauscht mit sich selbst). Jede unitare Matrix A ist normal, denn
fiir eine unitéire Matrix A ist A’ = A~ (und A vertauscht mit A~1).

Hauptsatz iiber normale Matrizen. Sei A € M(n x n,C). Genau dann ist A

normal, wenn es eine Orthonormalbasis aus Figenvektoren gibt (im kanonischen unitédren

Raum C").

Der Beweis ist dhnlich zu den Beweisen der Hauptséitze fiir hermitesche und unitére
Matrizen.

Natiirlich gibt es eine entsprechende Begriftbildung und Behauptung auch fiir Endo-
morphismen. Sei (V,(—,—)) ein endlich-dimensionaler unitdrer Raum mit Orthonormal-
basis B. Ist f: V — V ein Endomorphismus mit Matrizendarstellung ME(f) = A, so

definiert man den zu f adjungierten Endomorphismus f* durch M g (f*) = A" Dann gilt
fir alle v,w eV

(f(v), w) = (v, f*(w))

(durch diese Gleichung ist f* fiir einen gegebenen Endomorphismus f eindeutig bestimmt,
daher nimmt man oft diese Gleichung zur Definition des zu f adjungierten Endomorphis-
mus). Man nennt f normal, falls fof* = f*of gilt (falls also f mit dem zu f adjungierten
Endomorphismus f* vertauscht).

Ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen unitiren Vektorraums hat genau
dann eine Orthogonalbasis aus Figenvektoren, wenn er normal ist.

5.7. Iwasawa-Zerlegung (oder QR-Zerlegung).
Satz. Jede invertierbare Matriz A € M(n x n,R) lisst sich eindeutig als Produkt

A=QR
mit einer orthogonalen Matriz A und einer oberen Dreiecksmatrix R mit positiven Dia-

gonalkoeffizienten schreiben.

Satz. Jede invertierbare Matriz A € M(n x n,C) lisst sich eindeutig als Produkt
A=QR
mit einer unitiren Matriz A und einer oberen Dreiecksmatrix R mit positiven reellen

Diagonalkoeffizienten schreiben.

Beweis der Existenz einer derartigen Zerlegung, im Fall C. Sei v, ..., v, die Folge der
Spalten von A, dies ist also eine Basis von C. Wir wissen, dass wir jede linear unabhéngige
Folge von Vektoren orthonormalisieren kénnen: induktiv bilden wir eine Linearkombination

'LL; = Vg + Z)\;,S'UT € L("Ul, .. .,US_l)J_,

r<s
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die dann noch zu normaliseren ist: Sei

Ass = 1/[Jul]] und s = N, /| |ul]]-

Setze
Us = /\ssvs + Z >\T’SUT’7
r<s
dieser Vektor entsteht also aus . durch normieren und gehért wie u), zu L(vy, ..., vs_1)".
Nach Konstruktion ist
L(vi,...,vs)" = L(ug, ...,v5)",
fiir alle s. Wir sehen also: Die Folge uq,...,u, ist eine Orthonormalbasis des kanonischen

unitdren Raums C”.
Sei S = (Ars)rs und @ die Matrix mit Spaltenfolge uy,...u,. Dann gilt nach Kon-
struktion

AS =Q,

und S ist eine obere Dreiecksmatrix mit positiven reellen Diagonalkoeffizienten.
Setzen wir R = S~!, so ist auch R eine obere Dreiecksmatrix mit positiven reellen
Diagonalkoeffizienten und es gilt

A=QR.

Ist A € M(n x n,R), so liefert dieses Verfahren reelle Matrizen @, R, also eine
orthogonale Matrix ) und eine reelle obere Dreiecksmatrix R mit positiven Diagonalko-
effizienten.

Eindeutigkeit, im Fall A € M(nxn,C): Sei Q1R; = A = 2Ry mit unitdren Matrizen
(1, Q2 und mit oberen Dreiecksmatrizen R, R, mit positiven reellen Diagonalkoeffizien-
ten. Aus Q1 R, = Q2R folgt

(Q2)7'Q1 = Ra(Ry) 1,

wir nennen diese Matrix B. Die Matrix B ist, wie man links sieht, ein Produkt zweier
unitdrer Matrizen, also unitar. Wie man rechts sieht, ist B eine obere Dreiecksmatrix mit
positiven Diagonalkoeffizienten. Rechts sieht man also, dass alle Eigenwerte von B positive
reelle Zahlen sind; Eigenwerte einer unitiren Matrix haben aber den Betrag 1. Es folgt,
dass alle Eigenwerte von B gleich 1 sind. Eine unitdre Matrix mit einzigem Eigenwert 1
ist ahnlich zur Matrix FE, und somit sogar gleich E,,. Aus B = F,, folgt aber Q1 = Q>
und Rl = RQ.

Wie haben hier verwendet: Die Menge U(n) der unitdren (n x n)-Matrizen, wie auch
die Menge R(n,C) der oberen Dreiecksmatrizen in M (n x n,C) mit positiven reellen
Diagonalkoeffizienten sind Untergruppen von GL(n,C) (also abgeschlossen unter Produkt-
und Inversenbildung).
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Es sollte noch darauf hingewiesen werden, dass man oft die Matrix R noch weiter
faktorisiert: man schreibt

R=DU

dabei ist D eine Diagonalmatrix mit positiven reellen Diagonalkoeffizienten und U eine
obere Dreiecksmatrix mit nur Einsen als Diagonalkoeffizienten (man nennt eine solche
Matrix eine unipotente obere Dreiecksmatrix).

Entsprechend zur QR-Zerlegung gibt es auch QL-, RQ-, LQ-Zerlegungen, auch diese
sind alle eindeutig, dabei steht jeweils @) fiir orthogonal oder unitér, R fiir obere Dreiecks-
matrix mit positiven reellen Diagonalkoeffizienten und L fiir untere Dreiecksmatrix mit
positiven reellen Diagonalkoeffizienten: Die QL-zerlegung erhélt man, indem man die Folge
der Spaltenvektoren wvy,...,v, der Matrix A in der umgekehrten Reihenfolge orthonor-
malisert (also man beginnt mit v,,, betrachtet danach v,,_1, und so weiter). Wendet man
den Existenzsatz fiir die QR-Zerlegung auf A! an so erhiilt man eine Zerlegung A = QR;
transponieren liefert A = R'Q?, dabei ist dann R! eine untere Dreiecksmatrix mit positi-
ven reellen Diagonalkoeffizienten und Q! ist wieder orthogonal oder unitir.

5.8. Hauptachsen.
Sei K ein Korper. Sei A € M(n x n, K) eine symmetrische Matrix. Durch

qa(r) = ' Az

fir x € K™ wird auf K™ eine quadratische Form definiert. Ist die Charakteristik von K
ungleich 2, so erhilt man auf diese Weise auch alle quadratischen Formen (siche LA I,
3.2.1).

Seinun K =R, sei A € M(n xn,R) symmetrisch. Der Hauptsatz {iber symmetrische
reelle Matrizen liefert eine orthogonale Matrix P, sodass P~'AP eine Diagonalmatrix ist.
Wegen P~! = P! wissen wir also: P!AP ist eine Diagonalmatrix. Wir wihlen ein neues
Koordinatensystem, und zwar nehmen wir die Spalten von P als neue Basisvektoren (da
P orthogonal ist, ist dies eine Orthonormalbasis). Beziiglich dieser neuen Basis wird die
quadratische Form g4 durch die Matrix P*AP beschrieben (LA I, 3.2.3). Ist P*AP die
Diagonalmatrix mit den Diagonalkoeffizienten di,...,d, , so gilt also:

Satz. Zu jeder quadratischen Form auf R™ gibt es eine Orthonormalbasis, sodass sie
beziiglich dieses neuen Koordinatensystems durch eine quadratische Form Y, d;T? (ohne
gemischte Terme) beschrieben wird.

Man nennt ein derartiges Koordinatensystem Hauptachsen fiir die gegebene quadra-
tische Form.

Erinnerung. (LA I, 3.2.11). Ist die quadratische Form >, d;T? gegeben, so nennt
man die Anzahl der positiven Koeffizienten d; den Positivititsinder r, die Anzahl der
negativen Koeffizienten d; den Negativitdtsindex s, und die Anzahl der Koeffizienten d; = 0
den Entartungsinder t. Das Tripel (r,s,t) (oder auch das Paar (s,t)) nennt man die
Signatur der quadratischen Form.



