Einschub: Ringe

R.1. Halbgruppe, Gruppe, Ring, Korper.

Einige Bezeichnungen:

Die Menge Ny der natiirlichen Zahlen 0,1,2,....

Die Menge N; der von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen.

Die Menge Z der ganzen Zahlen ...,—2,—1,0,1,2,....

Die Menge Q der rationalen Zahlen (jede rationale Zahl hat die Form ¢ mit a,b € Z
und b # 0.)

Die Menge R der reellen Zahlen.

Die Menge C der komplexen Zahlen.

R1.1. Verkniipfung. Sei S eine Menge. Eine Verkniipfung auf S ist eine Abbildung
w: Sx S — S, statt p(sy,s2) schreibt man manchmal s; + so oder syso oder sq % se oder
s1 089 oder ... .

Halbgruppe. Eine Halbgruppe H = (H, *) ist eine Menge H mit einer Verkniipfung
(die (hi,h2) +— hq * he geschrieben wird), mit folgenden Eigenschaften:
(H1) Fir alle hy, ho, hg € H gilt (hy % ha) * hg = hy % (he * hg) (Assoziativitit).
(H2) Es gibt ein Element e € H mit exh = h = hx e fiir alle h € H. (Einselement).

R1.2. Lemma. Eine Halbgruppe H hat nur ein FEinselement. (Beweis: Sind Elemente
e,e/ € H gegeben mit exh = h =hxe und ¢ xh = h = hx¢€ fiir alle h € H, so ist
e = exe’ = ¢€'.) Dieser Beweis zeigt sogar: Das Einselement einer Halbgruppe ist die einzige
“Rechts-Eins” und die einzige “Links-Eins”; dabei ist eine “Rechts-Eins” ein Element r
mit hxr = h fiir alle h € H, eine “Links-Eins” ... . Man schreibt manchmal 15 fiir das
Einselement der Halbgruppe H. Ist H eine Halbgruppe, so heiit h € H idempotent, falls
h x h = h gilt. Das Einselement einer Halbgruppe ist idempotent, im allgemeinen wird es
aber in einer Halbgruppe weitere idempotente Elemente geben.

Eine Halbgruppe H heif3t kommutativ oder auch abelsch falls gilt: hy * ho = ho x hy
fiir alle hy,hy € H. In abelschen Halbgruppen bezeichnet man oft die Verkniipfung mit
dem Symbol + und man spricht dann statt vom Einselement der Halbgruppe von der Null
der Halbgruppe (Rechenregel: 0 +h =h = h 40, fiir alle h € H).

R1.3. Zahlbereiche, die Halbgruppen sind:

(N07+)7 (N()?')? (va')v
(Zv +)7 (Zv ')7
(Q,+), (Q,),
(R, +), (R,-).

R1.4. Ein Element h einer Halbgruppe (H,-) heifit invertierbar, wenn es ein h' €
H mit hh' = hW'h = 1y gibt. Existiert ein derartiges Element A’, so ist es eindeutig
bestimmt und wird das zu h inverse Element genannt, und man schreibt h~! statt A/
(die Eindeutigkeit sieht man so: ist auch hh” = h"h = 1g,soist ' =h'- 15 = h'(hh") =
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(Wh)h" = 1z - h"” = h"). Sind die Elemente hy,hy € H invertierbar, so ist auch hijhs
invertierbar und es gilt (h1hy)™' = hy 'hy' (beachte die Reihenfolge).

Gruppen. Eine Gruppe G = (G, %) ist eine Halbgruppe, in der zusétzlich gilt:
(G) Zu jedem Element g € G gibt es ein ¢’ € G mit gg' = 15.

Ist G eine Gruppe, und gilt g¢' = 1g, so gilt auch g'g = 1, es ist also ¢’ = g~ !;

jedes Element in G ist also invertierbar. (Beweis: Sei gg’ = 1. Zu ¢’ gibt es ebenfalls ein
i ! 1 1

Element ¢” € G mit ¢'¢g” = 1¢. Dann ist aber g =g 16 = 9(¢'¢") = (99")g" = 1¢ - ¢" =
g". Also gilt g'g=4¢'¢g" =1¢.)

In einer Gruppe G ist das Finselement e das einzige idempotente Element. (In einer
Halbgruppe kann es viele idempotente Elemente geben.)

Sind G = (G,*) und H = (H,*) Gruppen, so ist ein Gruppen-Homomorphismus
f: G — H eine Abbildung mit folgender Eigenschaften:
(1) f(g1%92) = f(g1) * f(g2) fiir alle g1,92 € G.

Daraus folgt:
(2) f(lg) =1m.
(3) flg™") = (f(g)~" fiir alle g € G.

R1.5. Beispiele von Gruppen:
Zahlbereiche, die Gruppen sind: (Z,+), (Q,+),Q* = (Q\ {0}, "), usw.

Die Gruppen (Z/nZ,+). Sei n > 1. Sei nZ die Menge der Vielfachen von n, also
die Menge der ganzen Zahlen, die durch n ohne Rest teilbar sind. Fiir jede ganze Zahl a
setze @ = a + nZ. Beachte: Es gilt a1 = a3 genau dann, wenn a1 — as durch n teilbar ist.
Ist 0 <a < n,soist a die Menge der ganzen Zahlen, die bei Division durch n den Rest
a liefern (man nennt dies eine Restklasse modulo n). Man schreibt Z/nZ fiir die Menge
der Restklassen modulo n, und man definiert auf dieser Menge eine Addition vermoge
a1 + a3 = a1 + ag. (Zu zeigen: dies ist wohl-definiert). Mit dieser Addition ist Z/nZ eine
Gruppe.

R1.6. Ringe. Definition: Ein Ring R = (R, +,) ist eine Menge R mit zwei Ver-
kniipfungen + und -, so dass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:
(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) (R,-) ist eine Halbgruppe, das
(R3) Sind 7,71, 7y Elemente von R, so gilt r(r1+7r3) = rri+rry und (r1+72)r = rir+rar.

Das Einselement von (R, +) bezeichnet man mit Or oder einfach mit 0 und nennt es
die Null des Rings. Das Einselement von (R, -) bezeichnet man mit 1z oder einfach mit 1
und nennt es die Fins von R. Ein Element r» € R heiflt invertierbar, wenn es als Element
der Halbgruppe (R, -) invertierbar ist, wenn es also ein 7' € R mit rr’ = 1z = r’r gibt, und
man schreibt dann r~! statt r’. Ist (R,-) abelsch, so nennt man R einen kommutativen
Ring.
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Einfach zu zeigen ist: Ist R ein Ring, und r € R, so ist 0-r =0 =1r-0. Beweis: Es
ist 0-7r=(0+0)-r=0-7r+0-7r,also ist 07 ein idempotentes Element der Gruppe
(R, +). Das einzige idempotente Element einer Gruppe ist aber ihr Einselement.

R1.7. Man nennt einen Ring R nullteilerfrei, wenn fiir je zwei Elemente 7,7’ € R
mit r # 0,7" # 0 gilt: ' # 0. Der Ring Z ist nullteilerfrei, jeder Korper ist nullteilerfrei.

Sind R = (R, +,-) und S = (S, +, ) Ringe, so ist ein Ring-Homomorphismus f: R —
S eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:
(1) f:(R,+)— (S,+) ist ein Gruppen-Homomorphismus.
(2) (r1 7’2) f(r1) - f(re) fur alle r1,79 € R.
(3) f(lr) =1s.

R1.8. Beispiele von Ringen.
Die Zahlbereiche Z,Q, R sind kommutative Ringe

Die Ringe Z/nZ. Sei n > 1. Auf der abelschen Gruppe Z/nZ definiert man eine
Multiplikation durch @7 -az = ajas (wieder ist zu zeigen, dass dies wohl-definiert ist). Auf
diese Weise wird Z/nZ zu einem kommutativen Ring. Ist n keine Primzahl, so ist Z/nZ
nicht nullteilerfrei.

Ein extremer Spezialfall: der Nullring (R = {0}, +, -). Die Grundmenge besteht aus
einem einzigen Element (das dann sowohl Nullelement, als auch Einselement ist), Addition
und Multiplikation sind natiirlich eindeutig bestimmt (0+0 =0, 0-0 = 0). Beachte: Fiir
n =1 ist Z/nZ dieser Nullring. Und: Das Axiomensystem fiir Kérper impliziert, dass ein
Korper mindestens zwei Elemente besitzen muss, da K \ {0} eine Gruppe ist, also nicht
leer sein darf. Das {ibliche Axiomensystem fiir Ringe schliefft nicht aus, dass ein Ring nur
aus einem einzigen Element besteht.

Im Rahmen der Linearen Algebra sind inbesondere folgende Ringe von Interesse:

Der Endomorphismenring eines Vektorraums. Sei K ein Kérper und V' ein
Vektorraum. Die Menge End(V') mit punktweiser Addition und der Hintereinanderschal-
tung als Multiplikation ist ein Ring.

Der Matrizenring M(n x n,K) aller n x n-Matrizen mit Koeffizienten in
einem Korper (beziiglich der Addition und Multiplipation von Matrizen). Es gilt: Ist V'
ein n-dimensionaler Vektorraum mit Basis vq,...,v,, so ist die Zuordnung

Mg End(V) — M(n x n, K)

Vi,

ein Isomorphismus von Ringen.

Allgemeiner: Fiir jeden Ring R und jede natiirliche Zahl n kann man den Ring M (n x
n, R) der (n x n)-Matrizen mit Koeffizienten in R definieren: Man definiert die Addition
und die Multiplikation von derartigen Matrizen genau wie im Fall, dass R ein Korper ist.
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R1.9. Korper. Ein Kdrper K = (K,+,-) ist ein Ring, in dem die Menge K* =
K\ {0} unter der Multiplikation abgeschlossen ist und (K*,-) eine abelsche Gruppe bildet.

R1.10. Beispiele.
Die Zahlbereiche Q, R, C sind Korper.

Der Ring Z/nZ ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist. Ist p eine
Primzahl, so setzt man F, = Z/pZ.

R2. Der Polynomring RI[T].

R2.1. Definition. Sei R ein Ring. Sei R[T]| die Menge der Folgen (ag,a,...) von
Elementen a; € R fiir die a; = 0 fiir ¢ > 0 gilt (es gibt also ein n € Ny mit a; = 0
falls 4 > n). Wir betrachten auf R[T] die komponentenweise Addition (also (ag,a1,...)+
(bo, b1,...) = (ap + bo, a1 + b1, ...). Die Multiplikation ist folgendermafien definiert:

(ao,al,...)-(bo,bl,...) :(Co,cl,...)

mit ¢ = apbr, + a1bp—1 + -+ arby = Z aibj.
i+j=k

Es gilt: (R[T],+, ) ist wieder ein Ring; ist R kommutativ, so ist auch R[T] kommutativ.
Die Elemente von R[T] nennt man Polynome mit Koeffizienten in R. Das Nullelement in
R[T] ist die Folge 0 = (0,0,...), man nennt es auch das Nullpolynom. Ist a € R[T] and
gilt a,, # 0, aber a,, = 0 fiir alle m > n, so nennt man n den Grad von a und schreibt
deg a = n; den Koeffizienten a,, nennt man den hdchsten Koeffizienten. Ist a ein Polynom
vom Grad 0 oder aber das Null-Polynom, so nennt man a ein konstantes Polynom. Beachte:
dega ist nur fiir a # 0 definiert (manchmal schreibt man auch deg0 = —o0).

Elemente in R[T] werden iiblicherweise in folgenderweise notiert: Statt (ag,aq,...)
schreibt man Y, a;7" (dabei ist also 1 = T° = (1,0,...),T = T* = (0,1,0,...) und so
weiter).

Ist R der Nullring, so ist auch R[T| der Nullring. Ansonsten aber besteht R[T'] immer
aus unendlich vielen Elementen, auch wenn R selbst endlich ist. Und: R[] ist nie ein
Korper: der Nullring ist kein Korper, und ist R nicht der Nullring, so ist das Polynom T
von Null verschieden, aber sicher nicht invertierbar (invertierbar in R[T] sind nur konstante
Polynome).

R2.2. Lemma. Ist R nullteilerfrei, so gilt fiir von Null verschiedene Polynome a,b €
R[T]
deg(ab) = dega + degb
(offensichtlich erhilt man den hochstens Koeffizienten von ab als Produkt der hochstens

Koeffizienten von a und von b). Insbesondere gilt: Ist R nullteilerfrei, so ist auch R[T]
nullteilerfres.
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R2.3. Das Auswerten von Polynomen. Sei a =), a;T* ein Polynom mit Koef-
fizienten in einem kommutativen Ring R. Ist r € R, so setzt man a(r) =Y, a;r".

Lemma. Sei R ein kommutativer Ring. Sei v € R. Die Auswertungsabbildung
R[T] — R, definiert durch a v a(r)

fir a € R[T] ist ein Ring-Homorphismus (dies folgt aus der Definition von Addition
Multiplikation von Polynomen).

Alle Auswertungsabbildungen zusammen liefern eine Abbildung
e: R[T] — Abb(R,R) mit e(a)(r)=a(r)

fir a = a(T) € R[T] und r € R; man nennt die Abbildungen der Form e(a) mit a € R[T]
polynomiale Abbildungen.

Warnung. Die Abbildung e ist zwar fiir R = R injektiv, im allgemeinen aber nicht:
Ist ndmlich R ein endlicher Ring, so ist Abb(R, R) eine endliche Menge - dagegen besitzt
der Polynomring R[T] fiir R # 0 immer unendlich viele Elemente! Dies ist wichtig, wenn
man zum Beispiel mit Polynomen mit Koeffizienten in einem endlichen Korper wie etwa
F, = Z/pZ (p Primzahl) arbeitet: so sind fiir p = 2 die Polynome T,T?,... paarweise
verschieden; dagegen sind die Abbildungen e(T'),e(T?),... alle gleich (es ist jeweils 0 +— 0
und 1 +— 1). Wiahrend man in der Analysis iiblicherweise Polynome (mit reellen Koeffi-
zienten) einfach als plynomiale Abbildungen einfiihrt, kann man dies fiir Polynome mit
Koeffizienten in einem beliebigen Korper nicht machen: Da gelten soll, dass zwei Polyno-
me nur dann “gleich” sind, wenn ihre Koeffizienten iibereinstimmen, wihlt man den etwas
ungewohnliche Einstieg: Polynome sind nichts anderes als die Folge ihrer Koeffizienten ...

R2.4. Nullstellen. Ist R kommutativer Ring, a € R[T] und r € R, so nennt man r
eine Nullstelle von a, falls a(r) = 0 gilt.

R2.5. Normierte Polynome. Sei R ein Ring und f € R[T] von Null verschieden.
Ist der hochste Koeffizient von f gleich 1, so nennt man f normiert.

Ist K ein Kérper und f € K[T| ein von Null verschiedenes Polynom, so lisst sich
f eindeutig in der Form f = c-g mit einem normierten Polynom g und ¢ € K \ {0}
schreiben (dabei ist ¢ gerade der hochste Koeffizient von f).

R3. Die euklid’schen Ringen Z und K|[T].

Vorbemerkung. Wir diskutieren in diesem Abschnitt gemeinsame Eigenschaften des
Rings Z der ganzen Zahlen und der Polynomringe K[T|, wobei K ein Kérper ist. In diesen
Ringen ist das “Teilen mit Rest” moglich (man nennt derartige Ringe “euklid’sche Ringe”).
Wir werden sehen, dass es in derartigen Ringen eine “eindeutige Primfaktorzerlegung” gibt.
Ganz wichtig ist die “Bézout’sche Gleichung”.
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R3.1. Teilbarkeit. Sei (H,-) eine kommutative Halbgruppe. Seien a,b € H. Wir
schreiben bla (und sagen b teilt a oder auch: b ist ein Teiler von a), falls es ein ¥’ € H
gibt mit bb’ = a. Man nennt ein Element x € H irreduzibel, wenn x nicht invertierbar ist,
und wenn aus x = ab folgt, dass a oder b invertierbar ist. Man nennt ein Element z € H
prim, wenn x nicht invertierbar ist, und wenn aus x|ab folgt, dass x|a oder z|b gilt.

Die Halbgruppen, an denen wir interessiert sind, sind von der Form (R\ {0}, -), wobei
R ein kommutativer nullteilerfreier Ring ist (nur dann ist R\ {0} unter der Multiplikation
abgeschlossen), und zwar fiir R =Z und R = K|[T].

R3.2. Lemma. Sei R kommutativer nullteilerfreier Ring und H = (R\ {0}, ). Dann
gilt: Prime Elemente aus H sind irreduzibel.

Beweis: Sei x prim in H, sei * = ab. Zu zeigen ist, dass a oder b invertierbar ist.
Wegen der Primheit von z gilt z|a oder z|b. Sei etwa x|a, also xc¢ = a fiir ein a € H.
Dann ist x = ab = xcb, also x(1 — ¢b) = 0. Wegen der Nullteilerfreiheit ist 1 — ¢b = 0,
also ¢b =1 und demnach ist b invertierbar.

Die iibliche Definition einer Primzahl besagt gerade, dass dies ein irreduzibles Element
in (Ny,-) ist. Primzahlen sind sogar “prim”, das soll nun bewiesen werden, aber das ist
gar nicht offensichtlich. Zum Beispiel ist 13 Primzahl und kein Teiler von 19. Wieso gilt

135681 =19-299 — 13299 ?

Warnung: Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ist nichts Selbstverstandli-
ches! Hier ein Beispiel einer Halbgruppe H ohne eindeutige Primfaktorzerlegung: die der
“Viererzahlen” H = ({1,4,8,12,16,...},-) = ({1} U4Ny, ). Wir schreiben b|y a, falls es
b € H gibt mit bb’ = a. Die kleinsten Zahlen in H, die nicht irreduzible Elemente sind,
sind 1, 16 =4 -4, 32 =4-8, also sind die Elemente

4,8,12,20,24, 28

irreduzibel. Wir sehen: 4 ist irreduzibel in H, aber nicht prim, denn es gilt 4|58 -8 = 64,
aber 4 teilt in H nicht 8.

Auch gibt es Elemente, die ganz verschiedene Faktorisierungen mit Faktoren, die ir-
reduzibel sind, haben:

64 = 82 = 43, 96 =8-12=4-24.

Eines der Ziele dieses Abschnitts ist zu zeigen, dass
H=(Z\{0},) und H = (K[T]\{0},:) (dabeisei K ein Korper)

Halbgruppen mit “eindeutiger Primfaktorzerlegung” sind

R3.3. Eindeutige Primfaktorzerlegung im Ring Z. Jede positive ganze Zahl a
lasst sich eindeutig als Produkt

a=pi...Pn
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schreiben mit Primzahlen p1 < ps < --- <p, und n > 0.

R3.4. Eindeutige Primfaktorzerlegung in Polynomringen. Sei K ein Korper.
Jedes normierte Polynom f € K[T| lisst sich in der Form

f=p1...pn
schreiben mit normierten irreduziblen Polynomen pi,p2,...,pp und n>0. Ist p1...p, =
qi---qm mit normierten irreduziblen Polynomen p;,q;, so ist n = m, und es gibt eine
Permutation o von {1,2,...,n} mit pyu) = q; fir alle 7.

Ist f = p1---p, mit normierten irreduziblen Polynomen p;, so nennt man die Anzahl
der Indizes ¢ mit p = p; die Vielfachheit von p in f.Ist p=T —§ mit 6 € K, so nennt
man die Vielfachheit von T'— ¢ in f die Vielfachheit der Nullstelle o .

R3.5. Beginn des Beweises: Existenz einer Faktorisierung. Es ist offensichtlich,
dass sich jede positive ganze Zahl a in der Form

a=pi...Pn

mit irreduziblen positiven ganzen Zahlen p; < py < --- < p,, schreiben lésst: Fiir a = 1
nimmt man n = 0. Ist a > 1, so verwendet man Induktion: Entweder ist a irreduzibel,
dann nimmt man n = 1 und p; = a. Andernfalls ist a = a’a” mit positiven ganzen Zahlen
a’ < a und a” < a. Nach Induktion schreibt man a’ und a” als Produkte ireduzibler
positiver Zahlen und muss nur noch die Faktoren in die richtige Reihenfolge bringen.

Entsprechend zeigt man die Existenz einer Produktdarstellung

f:p1-~-pn

fiir ein normiertes Polynom f € K[T| mit irreduziblen Faktoren p; mit Induktion nach
dem Grad von f.

Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit einer derartigen Faktorisierung. Dazu verwendet
man das Teilen mit Rest.

R3.6. Teilen mit Rest.

Fiir Z besagt dies: Satz. Sind a,b € Z und ist b # 0, so gibt es q,r € Z mit a = qb+r
und r =0 oder |r| < |b].

Nun der Fall eines Polynomrings: Satz. Sei K Korper. Sind a,b € K[T] und ist
b#0, so gibt es q,r € K[T] mit a =qgb+r und r =0 oder deg(r) < deg(b).
(Teilen mit Rest: r ist der Rest, wenn wir versuchen, a durch b zu teilen. Dabei soll eben
entweder r = 0 gelten (dann ist b Teiler von a) oder r soll zumindest “klein” sein, und
zwar “kleiner” als b, dies wird durch |r| < |b] bzw. deg(r) < deg(b) formuliert.)

Ist R =7, so geniigt es, den Fall b > 0 zu betrachten, ist R = K[T], so geniigt es, den
Fall eines normierten Polynomes b zu betrachten: der allgemeine Fall folgt daraus recht
miihelos, aber Beweis und Rechnungen werden einfacher (und iiblicherweise wird man mit
positiven ganzen Zahlen b, beziehungsweise normierten Polynomen b arbeiten).



EINsCcHUB: RINGE. R-8

Beweis im Fall R = K[T]. Fiir a = 0 ist nichts zu zeigen (nimm ¢ =0, » =0). Also
koénnen wir a # 0 voraussetzen. Sei a = Y .- ;7" und b = Z?Zl b;T* mit a,, # 0 und
b, # 0. Ist m < n, so ist nichts zu zeigen: Nimm ¢ =0 und r = a,esist a=0-b+r
und degr = dega < degb. Sei nun m > n. Wir setzen voraus, dass b normiert ist also,
ist b, = 1. Bilde nun a,, 7™ " und bilde die Differenz ¢ = a — a,, 7™ "b. Wir bilden also
die Differenz zweier Polynome vom Grad m, diese Differenz hat demnach Grad hoéchstens
m. Der hochste Koeffizient ist a,, — a., = 0, also ist degc < m. Nach Induktion iiber den
Grad konnen wir voraussetzen, dass sich ¢ durch b mit Rest teilen lésst, etwa ¢ = ¢’b+1/,
mit degr’ < degb. Demnach ist

a=c+an,T" "b=q¢b+7r" +a, T "b= (q' + ame_”)b + 7.

Wir setzen also ¢ = ¢’ + a,, 7™ " und r’ =r.

Hier ein Beispiel fiir das Teilen mit Rest: Sei a =T* -~ T3+ T —1, b= T3 — 1. Dann
ist
T —T34+T —1=(T—-1)(T% 1) + (2T — 2)
(hier ist also ¢ = T'—1 und r = 27" —2). Beim Rechnen geht man wie bei der schriftlichen

Division vor:
(T4-T3 +T —1):(T?=1) = T—1

T T e
-73 +27T
—73 +1
2T —2

r

R3.7. Folgerung (Abspalten einer Nullstelle) Sei K ein Korper und f € K[T|
und v € K. Genau dann gilt f(v) =0, wenn T —~ ein Teiler von f ist.

Beweis. Ist T'—+ ein Teiler von f, so ist offensichtlich f(v) = 0. Denn aus f = (T'—7)g
mit g € K[T] folgt durch Einsetzen von ~, dass gilt

f()=(@—=")g(v)=0

(hier verwenden wir, dass die Auswertungsabbildung K[T] — K, die jedem Polynom
seine Auswertung an der Stelle v zuordnet, ein Ring-Homomorphismus ist, siche R2.3),
das Teilen mit Rest wird fiir diese Richtung nicht gebraucht.

Umgekehrt sei nun f(v) = 0. Teile f durch T'—+~ mit Rest, also f = q-(T'—~)+r mit
Polynomen ¢, r, wobei entweder r = 0 gilt oder aber r # 0 und degr < deg(T—~) =1.1In
jedem Fall ist r ein konstantes Polynom. Ersetze in f = q-(T'—~)+r die Variable T' durch
~. Wir erhalten 7(v) = 0, d.h. das Einsetzen von v in das konstante Polynom r liefert 0,
das heifit aber: r = 0. (Auch hier haben wir R2.3 verwendet: die Auswertungsabbildung
K[T| — K ist ein Ring-Homomorphismus).

Insbesondere gilt: Sei K ein Korper und f € K[T|. Besitzt f keine Nullstelle in K,
so ist entweder f ein (von Null verschiedenes) konstantes Polynom, oder deg f > 2.
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R3.8. Der grofite gemeinsame Teiler. Fall R = Z. Seien aq,...,a, € Z von Null
verschiedene Elemente. Wir sagen, dass d der griofite gemeinsame Teiler der Zahlen a; ist
und schreiben d = ggT(aq,...,a,), falls gilt:

(1) d>0.
(2) dla; fir 1 <i<n.
(3) Ist e € Z und gilt ela; fir alle i, so gilt auch e|d.

Fall R = K|[T], mit K ein Koérper. Seien ay,...,a, € K[T] von Null verschiedene
Elemente. Wir sagen, dass d der grifite gemeinsame Teiler der Polynome a; ist und
schreiben d = ggT(aq,...,a,), falls gilt:

(1) d ist normiert.
(2) dla; fir 1 <i<mn.
(3) Ist e € Z und gilt e|a; fir alle i, so gilt auch e|d.

In beiden Fillen sieht man unmittelbar, dass ein derartiges Element d eindeutig be-
stimmt ist. Wir zeigen nun, dass es ein solches Element d auch immer gibt! Dazu brauchen
wir das folgende Lemma:

Lemma. Gilt f =qg+r, und ist d = ggT(g,r), so gilt auch d = ggT(f,g).

Beweis: Nach Voraussetzung ist d Teiler von g und r, etwa dd’ = g und dd" = r,
also ist d(qd' + d") = dqd” + dd" = qd + r = f, demnach ist T ein Teiler von f und g.
Ist e ein beliebiger Teiler von f und g, etwa ee’ = f und ee” = g, so ist e(e’ — ¢qe”’) =
ee/ —eqe” = f—qg =r, also ist e ein gemeinsamer Teiler von g und r. Aus d = ggT(g,r)
folgt eld.

R3.9. Satz (Bézout). Sei R =7 oder R = K[T| mit K Kdrper. Seien aq,...,a, €
R. Dann gibt es b = ggT(aq,...,a,) und es gibt ¢; € R mit b =>_ ¢;a;. (Der Satz besagt
also: je n Elemente haben einen grofiten gemeinsamen Teiler und dieser lisst sich als
Linearkombination mit Koeffizienten in R darstellen.)

Beweis: Es geniigt, den Fall n = 2 zu beweisen, der allgemeine Fall folgt dann mit
Induktion. Um nicht immer die Félle R = Z und R = K|[T] unterschieden zu miissen,
schreiben wir p(z) = |z| fiir z € Z und p(f) = deg(f) fir f € K[T];esist also p: R\{0} —
Ny diejenige Abbildung, die beim Teilen mit Rest heranzuziehen ist (um zu formulieren,
dass der jeweilige Rest “klein” ist).

Seien f,g € R, beide von Null verschieden. Wir kénnen annehmen, dass p(f) > p(g)
gilt (ansonsten vertausche f und g). Sei fo = f, f1 = ¢g. Teile fy durch f; mit Rest, also
etwa fo = q1f1 + f2. Es ist entweder fo =0 oder p(f1) > p(f2). Ist fo # 0, so teilen wir
f1 durch fo mit Rest, usw. Allgemein erhalten wir eine Folge von Gleichungen

fo=aqfi+ fo
fi=aqafa+ [3

fic1=aqfi+ fir1
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mit p(f1) > p(f2) > -+ > p(fi) > p(fi+1). Da jede absteigende Folge natiirlicher Zahlen
abbricht, muss dieses Verfahren abbrechen, etwa nach n Schritten:

(*) fn—QZQn—lfn—1+fn
Jn—1=anfn

Wir verwenden R3.8 mehrfach und sehen:

fn = 88T (frn-1, fn) = -+ = g8T(f1, f2) = 88T (fo, 1) = 28T (/. 9)
das Element f, ist also grofiter gemeinsamer Teiler von f und g. Damit ist die Existenz
von ggT(f, g) gezeigt.

Die Rechnung liefert aber mehr: Die i-te Gleichung zeigt jeweils, dass sich f;+1 als
Linearkombination von f;_; und f; ausdriicken l&sst:

fiv1 = fic1 — i fi.

Wir verwenden nun zuerst die Gleichung (x), um f,, als Linearkombination von f,,_o und
fn—1 auszudriicken

fn = fn—2 - QH—lfn—l
und ersetzen jeweils f;1q1 durch f;_1 —q;f;, fir i =n—1,n—2,...,3,2. Dies zeigt: f,
lasst sich in der Form afy + bf1 = af + bg mit a,b € R schreiben. Damit ist der Satz
bewiesen.

Man nennt dieses Verfahren den Euklid’schen Algorithmus zur Bestimmung
des ggT.

Beispiel 1. Betrachte die Zahlen 255 und 221. Es ist

(1) 255 =1-221 + 34
(2) 221 =6-34 +17
(3) 34 =217 +0

demnach ist 17 der gg'T von 255 und 221. Zuriickrechnen liefert

17 %991 _ .34

Woo1 - 6. (255 — 221)

= 7221 -6-255

Beispiel 2. Betrachte die beiden Polynome f = T3 +2 und g = T3 +T? + 1. Wir
teilen mit Rest:

(1) T3 +2= 1 (T34 T2 +1) +(-T%+1)
(2) (T3 +T*+1)= (-T—-1)-(-T%+1) + (T +2)
(3) (-T*+1)= (-T+2)-(T+2) + (-3)

(4) (T+2)= (=37 ~3)-(-3)
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Wir sehen also: die Polynome f und g sind teilerfremd. Rechnen wir riickwérts, so erhalten
wir:

3= (=T*+1)— (=T +2)(T +2)
Q12 1) - (-1 2)((T3+T2+1> (-7 — 1)(—-T2 + 1))
= (1= (-T+2)(T+1))(~ — (T +2)(T° +T% +1)
(T? =T — 1)(-1? +1)—(—T+2)(T3+T2+1)
Q12 -7 —1)((1° +2) = (T3 + T2 +1)) — (=T + 2)(T* + T + 1)
= (T°-T-1)(T*+2)+ (—(T* =T —-1)— (-T+2))(T° +T? +1)
= (T? -T - 1)f + (-T* + 2T — 1)g,

also auch . .
1= g(—T2+T+ 1)-f—|—§(T2—2T+ 1)-g.

R3.10. Folgerung. Sei R =7 oder R= K[T| mit K Korper. Ist p € R irreduzibel
und ist p ein Teiler von uv (dabei seien u,v € R), so ist p ein Teiler von u oder von v.

Beweis: Sei etwa pc = uv. Wir nehmen an, dass p kein Teiler von u ist. Dann sind p, u
teilerfremd, also gibt es a,b € R mit 1 = ap + bu. Also ist v = (ap + bu)v = apv + buv =
apv + bpc = p(av + be).

Beispiel: Wir haben oben gefragt, wieso aus 13 | 19-299 folgt, dass 13 | 299 gilt. Wie

man sieht, muss man Bézout verwenden: Da 13 und 19 teilerfremd sind, gibt es ganze
Zahlen a und b mit 1 = 13a + 190 (ndmlich a =3, b= —2), aus 13¢ =19 - 299 folgt

299 - 1 = 299(13a + 19b)
=299-13-a+299-19-b
=299-13-a+13-c-b
= 13(299a + cb).

Oft argumentiert man hier mit der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegun 5681 = 13-19-23,
aber die ist bisher noch gar nicht bewiesen! Hier der Beweis:

R3.11. Beweis der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung fiir R = 7Z oder
R = K|T] mit K Korper.

Wir verwenden Induktion nach n. Sei a = p1ps - pn = q1g2 - - - ¢, mit irreduziblen
Elementen p;,q;. Wir sehen, dass p; ein Teiler von ¢ ---q,, ist, also ist p; ein Teiler
von ¢; fiir ein j; nach Umnumerieren der ¢; kénnen wir voraussetzen j = 1, also ist p;
ein Teiler von ¢, etwa p1p] = ¢q1. Da ¢ irreduzibel ist, muss p} invertierbar sein, also
ist p1 = q1. Fiir n = 1 folgt aus p1 = p1(g2---qm), dass gz -+ - ¢ = 1 gilt, denn R ist
nullteilerfrei und p; # 0. Daraus folgt aber m = 1.
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Seinun n > 1. Wieder verwenden wir die Nullteilerfreiheit. Aus pips -« pn = P1g2 - Gm
schliefen wir, dass gilt ps - - - p, = q2 - - - ¢ - Nach Induktion sehen wir: esist n—1 =m—1,
und es gibt eine Permutation o der Indizes 2,...,n, so dass p,;) = ¢; alle fiir i > 2 gilt.
Dies liefert die Behauptung.

R3.12. Satz. Sei K ein Korper. Sei f € K[T| ein normiertes Polynom vom Grad
n. Dann besitzt f hochstens n Nullstellen, dies seien die Elemente 71, ...,V (paarweise
verschiedenen). Ist n; die Vielfachheit von \; als Nullstelle von f, so gilt Zle n; <n
und es gibt ein normiertes Polynom g € K[T| vom Grad n—»_ n; mit

f=g H:Zl(T — )"

Dies folgt unmittelbar aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung fiir R = K|[T]:
ist f = p1---p, mit normierten irreduziblen Polynomen, so unterscheiden wir, welche
dieser Polynome p; den Grad 1 haben: sie sind von der Form T — X\, dabei ist \; eine
Nullstelle von f. Auch umgekehrt gilt wegen R3.7: Ist A eine Nullstelle von f, soist T'— A
ein Teiler von f, also, wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung von f ist A = \;
fiir ein ¢. Das Polynom ¢ ist Produkt der Polynome p; mit degp; > 2.

R3.13. Irreduzible Polynome. Fiir jeden Korper K sind die Polynome der Form
T —a mit a € K irreduzibel. Ob dies die einzigen normierten irreduziblen Polynome sind,
héngt vom Koérper K ab. Hier einige Spezialfille:

C. Der “Fundamentalsatz der Algebra” besagt gerade, dass jedes irreduzible Polynom
tiber C linear ist; die einzigen normierten irreduziblen Polynome in C[T] sind also die
Polynome der Form T — a mit a € C, siehe RA4.

R. Der “Fundamentalsatz der Algebra” lasst sich auch so formulieren: jedes irreduzible
Polynom iiber R hat Grad 1 oder 2. Die normierten irreduziblen Polynome in R[T] vom
Grad 2 sind gerade die Polynome der Form T2 + a1T + ag mit a? < 4ag (und dies sind
gerade die Polynome der Form (T — a)? + ¢ mit a,c € R und ¢ > 0).

Q. Zu jeder natiirlichen Zahl n > 1 gibt es irreduzible Polynome in Q[T] vom Grad
n, zum Beispiel T" — 2. Das Studium der irreduziblen Polynome in Q[T ist eine wichtige
Aufgabe von Algebra und Zahlentheorie.

F,, mit p Primzahl. Auch hier gibt es zu jeder natiirlichen Zahl n > 1 irreduzible
Polynome in F,[T| vom Grad n.

Bemerkung. Wir haben gesehen: In Ringen wie Z oder K|[T] kann jedes von Null
verschiedene Element als Produkt von irreduziblen Elementen geschrieben werden. Eine
derartige Faktorisierung zu finden kann aber mit viel Aufwand verbunden sein! Man ver-
wendet dies heute zum Verschliisseln von Nachrichten. Leicht dagegen ist die Bestimmung
grofiter gemeinsamer Teiler, denn hier gibt es ein effektives Verfahren, den euklid’schen
Algorithmus.
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R4. Der Fundamentalsatz der Algebra.

RA4.1. Der Korper der komplexen Zahlen C. In der Analysis wurde der Kérper
R der reellen Zahlen eingefiihrt (siehe Rockner, §3) und auch mit dem Korper C der
komplexen Zahlen (§13) gearbeitet.

Nach Definition gilt: C = (R?, +,-), die Grundmenge ist also die Ebene R?, als Addi-
tion nimmt man die komponentenweise Addition, die Multiplikation wird folgendermaflen
eingefiihrt:

(z1,91) - (T2, 92) = (172 — Y1Y2, T1Y2 + Y172),
Man rechnet leicht nach, dass man auf diese Weise einen Korper erhélt, den Korper C der

komplezen Zahlen (nicht ganz offensichtlich ist, dass es zu jeder komplexen Zahl z # 0
eine komplexe Zahl 2’ mit 2z’ =1 gibt: Ist z = (x,y), so nimm

r x . Yy
z _(x2+y2’ x2—|—y2)'

Betrachtet man R? als zweidimensionalen R-Vektorraum, so kann man jedes Paar
(z,y) mit z,y € R in der Form (z,y) = z(1,0) + y(0, 1) schreiben, statt (1,0) schreibt
man einfach 1, denn dies ist gerade das Einselement der Multiplikation von C, statt (0, 1)
schreibt man 4, also schreibt man statt (z,y) einfach x + yi. Nach Konstruktion ist R
eine Teilmenge von C, namlich die z-Achse; die Punkte auf der y-Achse nennt man rein-
imagindr. Ist z = x + yi mit x,y € R, so nennt man = den Realteil von z und y (oder
auch yi) den Imagindrteil von z.

Konjugation. Man nennt x — yi die zu z = x + yi konjugierte komplexe Zahl und
schreibt Z = x—yi. Geometrisch gesehen handelt es sich beim Konjugieren um das Spiegeln
an der x-Achse. Dieses Konjugieren hat die folgenden Eigenschaften

zZ=2z
21+Z2:Z_1+Z_17

Z129 = Z1 * 21,

die letzten beiden Gleichungen besagen gerade, dass das Konjugieren mit Addition und
mit Multiplikation vertauscht, also ein Kérper-Isomorphismus C — C ist.

Ist z=2+yi € C, so ist
z-Z=(z+yi) (x—yi)=2%+ 9
immer reell. Beachte, dass auch z 4+ 2z = 2z immer reell ist. Wegen
(T —2)(T-2)=T%*— (2 +2)T + 2%

sieht man, dass z und Z Nullstellen eines quadratischen Polynoms mit reellen Koeffizienten
sind.
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Betrag. Ist z =z + iy € C, so setzt man |z| = /22 + y?2, dies ist gerade die Lénge
des Vektors (z,y), also der Abstand vom Ursprung. Man nennt |z| den Betrag von z.

Wegen 2z = 22 + y? ist also
|z| = Va2 +y? = Vzz.

Wie wir schon gesehen haben, verwendet man die Gleichung 27z = |2]?, um fiir 2z # 0 die
inverse komplexe Zahl z~! zu finden:

zZ T =—=Z.

1 1
|22

Fiir den Betrag gelten folgende Rechenregeln:
Es ist |z| eine reelle Zahl mit |z| > 0.

Genau dann ist |z| =0, wenn z = 0 gilt.
(Dreiecksungleichung): Sind 21, z5 € C, so ist

|21 + 22| < |2z1| + | 22|

(Vertréaglichkeit mit der Multiplikation) Sind z1, 2z € C, so ist
|2122] = |21 - |22].
Ist |z| =1, so liegt z auf dem Einheitskreis, hat also die Form
z = (cos ¢, sin ¢) = cos ¢ + i sin ¢.

Ist |z| =1, soist z=1 =%, und dies ist ebenfalls ein Punkt auf dem Einheitskreis.

Beweis: Sei z = x+yi, also Z =2 —yi. Wegen 1 = |z| =22 +y? ist 2z =22 +9y> =1,
also ist Z = z71. Und natiirlich liegt mit (z,y) auch (z, —y) auf dem Einheitskreis.

Y

i
NI

z = |z|(cos ¢ + isin @)

Ganz allgemein ist

mit 0 < ¢ < 27, man nennt dies die trigonometrische Darstellung von z. Ist z # 0, so ist
¢ (und natiirlich auch |z|) eindeutig bestimmt.

Y

e
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Seien nun zwei komplexe Zahlen
= |z1](cos 1 +isiny) und zo = |22|(cos @2 + isin ¢9)
gegeben. Das Produkt ist

21 - 29 = |21|(cos ¢1 + i sin ¢1)|z2|(cos po + i sin ¢g)
= |2z1||22|(cos ¢1 + i sin ¢1)|z2|(cos @2 + isin p9)
= |z1]|22] (cos @1 cos po — sin ¢y sin Pg + (cos Py sin ¢ + sin ¢ cos P2)i)
= |21][22] (cos(¢1 + ¢2) + isin(¢1 + 2))

Hier haben wir die Additions-Theoreme fiir cos und sin verwendet. Man sieht: Beim
Multiplizieren werden die Betrdge multipliziert, die Winkel addiert.

R4.2. Lemma. Sei z komplexe Zahl, n eine natiirliche Zahl. Dann gibt es 2’ € C
mit (2')" = z, also eine n-te Wurzel.

Beweis: Aus der reellen Zahl |z| > 0 kénnen wir die n-te Wurzel ziehen. Und natiirlich
konnen wir den Winkel ¢ durch n teilen. Man nimmt also

2 =]z (COS(%) -l—z'sin(%)) .

R4.3. Fundamentalsatz der Algebra (GAuss, 1799). Jedes nicht-konstante Po-
lynom mit komplexen Koeffizienten hat eine komplexe Nullstelle.

Beweis. Sei f nicht-konstantes Polynom mit komplexen Koeffizienten. Wegen des Mi-
nimumsatzes R4.5 gibt es ¢ € C mit |f(2)| > |f(¢)| fiir alle z € C. Nach dem Argand-
Lemma R4.4 muss f(c) =0 gelten.

R4.4. Lemma (ARGAND, 1814). Sei f ein nicht-konstantes Polynom und b € C.
Ist f(b) #0, so gibt es b € C mit |f(b')] <|f(b)]-

Beweis: Wir betrachten zuerst den Spezialfall b = 0. Das heif3t, wir zeigen: Sei f ein
nicht-konstantes Polynom mit komplexen Koeffizienten. Ist f(0) # 0, so gibt es ¢ € C mit

[F (] < [F(0)].

Beweis des Spezialfalls: Sei f = >} ,a/ ", mit a, # 0. Es ist ap = f(0) # 0. Wir
konnen annehmen, dass ag = 1 ist (wir betrachten statt f(z) das Polynom ai (2)). Wi
suchen also ein ¢ mit |f(c)| < 1.

Sei 1 < k < n minimal mit a; # 0. Es ist also

,_.g

f(T) =14 a,TF + -+ a,T"
=1+ Tk(ak +ap 1T+ -- -anT”_k)
=1+T*g(T),
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dabei ist also g(T) das Polynom ¢(T) = ay, + ap1T + -+ a, " * und wie wir wissen ist
ar # 0. Wir setzen a = ai. Es ist also ¢g(0) = a # 0.
Wegen ¢(0) = a und 1a| > 0 gibt es ein § > 0 mit

(%) l9(2) —a| < 1la| falls |z] <é.

(Hier verwenden wir, dass die Funktion ¢(z) im Punkt z = 0 stetig ist.)
Sei

t = min{1, 2|a|6"},

es ist also t eine reelle Zahl mit
0<t<1 und O<t§%|a|5k.
Die letzte Ungleichung schreiben wir um:

o< gk < 5k

1
la] = 2

Wie wir wissen, kann man aus jeder komplexen Zahl eine k-te Wurzel ziehen. Sei also ¢
eine k-te Wurzel von —%, also

Es folgt
)" = 14| < 6%, und daher |c| <é.

(Wurzelziehen aus positiven reellen Zahlen ist streng monoton.) Wegen |c| < § liefert (x)
die Abschétzung

() l9(c) —al < 3lal.

Also sehen wir

[f(0)] = [1+cg(e)
=1+ cfa+cFg(c) —
< 1+ cFal +el*lg(c) —al
< [L—t[+ |zl 3lal
=1-t+it=1-1t<1

Das erste Ungleichungszeichen ist die Dreiecksungleichung und die Vertriglichkeit der Be-
tragsbildung mit der Multiplikation. Beim zweiten Ungleichungszeichen haben wir neben
den Gleichungen c*a = —t und |c[F = |%| die Abschétzung () verwendet. SchlieBlich
verwenden wir: wegen 0 <t <1 gilt |1 —¢|=1—1¢ und [t| =t

Aus dem Spezialfall b = 0 folgt der allgemeine Fall unmittelbar: Ist ndmlich f ein
nicht-konstantes Polynom und b € C mit f(b) # 0, so setzen wir h(T) = f(T +b). Es ist
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h(0) = f(b) # 0, also gibt es nach dem bewiesenen Spezialfall ¢ € C mit |h(c)| < |h(0)].
Fiir ¥’ = ¢+ b ist also
f@') = f(c+b) = h(c)

und demnach

[F ()] = [h(c)] < [h(0)] = [£(D)].
Damit ist das Argand-Lemma bewiesen.

R4.5. Minimumsatz von CAUCHY. Sei f(T') ein Polynom mit komplezen Koeffizi-
enten. Es gibt ¢ € C mit |f(z)| > |f(c)| fir alle z € C.

Beweis: Die polynomiale Abbildung z — f(z) ist stetig, die Betragsabbildung z — |z
ist stetig, also ist auch die Abbildung z — |f(z)| stetig.

Man zeigt nun zuerst, dass es eine reelle Zahl r gibt mit |f(z)| > |f(0)| fir alle z
mit |z| > 7. Der Beweis ist der gleiche wie bei reellen Polynomen: man verwendet nur
Betragsabschéitzungen, die die Koeffizienten von f(z) betreffen.

Zweitens: Wir betrachten die Abbildung z — |f(z)| auf der Kreisscheibe

S={zeC||z| <r}.

Da S kompakt ist, nimmt f auf S sein Minimum an, es gibt also ¢ € S mit |f(c)| < |f(2)]
fiir alle z € S. Insbesondere ist auch |f(c)| < |f(0)| und daher |f(c)| < |f(0)| < |f(2)] fiir
alle z € C\ S, also |f(c)| < |f(2)| fiir alle z € C.

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt:

R4.6. Satz. Jedes normierte reelle Polynom ldsst sich als Produkt von normierten
reellen Polynomen vom Grad 1 und 2 schreiben.

Beweis: Sei f(T) = Y.} ,¢:I" ein normiertes reelles Polynom (also mit reellen Ko-
effizienten ¢;) mit Grad n. Wir fassen es auf als Polynom mit komplexen Koeffizienten.
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gilt

t

) =TI, (T —a™

mit paarweise verschiedenen komplexen Zahlen «; und ) n; = n. Unter der Konjugation
dndern sich die Koeffizienten von f(7') nicht (da alle ¢; reelle Zahlen sind). Rechts dagegen
erhalten wir die Faktoren (T'—@;). Da das Konjugieren ein Ring-Homomrphismus C[T] —

C[T] ist, gilt also
t .
F =TI @ -z
Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in C[T] zeigt: Ist «; ¢ R, so gibt es j mit
a; =a; und nj; = n;. Also ist f(7T") Produkt von Faktoren der Form 7' — o mit o € R

und Faktoren der Form (7' — «)(T — @) mit a € C\ R. Beachte: Die Faktoren der Form
(T — a)(T — @) haben reelle Koeffizienten. Damit ist die Behauptung bewiesen.
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Beachte: Diese Folgerung ist eine Aussage iiber reelle Polynome, ohne irgend einen
Verweis auf die komplexen Zahlen. Unser Beweis (und jeder andere bisher bekannte Beweis)
verwendet die komplexen Zahlen.

Zur Geschichte. Betrachtet man reelle Polynome vom Grad 2, so stellt man sofort
fest, dass viele keine reelle Nullstelle haben. Als allgemeine Formel fiir die Nullstellen von
T? + pT 4 ¢ moéchte man schreiben:

2
p p
= 44/ —
« 2 4 Q7

die rechte Seite ist aber nur definiert, falls
2
P
d=——-q>0
4 q -

gilt. Ist dagegen d = % — g < 0 so stellt sich das Problem, was man unter einer Wurzel
einer negativen Zahl verstehen sollte. Es zeigt sich, dass es geniigt, ein neues Symbol fiir
eine Wurzel aus —1 einzufithren, wir haben es ¢ genannt. Dann kann man die beiden

Wurzeln aus d mit +iv/—d bezeichnen.

Warnung. Grundsitzlich sollte man fiir negative Zahlen d nie v/d schreiben,
da die Verwendung des Wurzelzeichens fiir negative Zahlen nicht eindeutig defi-
niert werden kann und daher zu Rechenfehlern fithren kann (und fithren muss).
Schreibt man stattdessen iv/—d so bezieht man sich auf das einmal gewihlte
Symbol i, damit ist eine Wurzel von —1 fest gewéhlt.

Ist man nur an reellen Zahlen interessiert, so sind komplexen Zahlen fiir das Arbeiten
mit quadratischen Polynomen gar nicht hilfreich. Das ist aber anders, wenn man kubische
Polynome betrachtet. Es gibt eine Nullstellenformel fiir kubische Polynome (von NiccoLo
TARTALIA (1499-1557) und GIROLAMO CARDANO (1501-1576)), die reelle Nullstellen mit
Hilfe komplexer Zahlen berechnet.

Die Rechenregeln fiir das Arbeiten mit “komplexen Zahlen” wurden von RAFAEL
BOMBELLI (1526-1572) formuliert, und zwar in seinem Buch L’Algebra (1572).

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) hat als erster den Fundamentalsatz der Al-

gebra bewiesen: Jedes nicht-konstante Polynom mit komplexen Koeffizienten besitzt eine
Nullstelle.



