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Ubungsaufgaben 11.

1. Sei V.= M(n x n,C) die Menge der (n x n)-Matrizen mit Koeffizienten in
C. Definiere Abbildungen e, f: V — V durch e(A) = E190A— AFE15, und f(A) =
Eo1 A — AEy, fir alle A € V. Setze h = [e, f]. Zeige: (e, f,h) ist ein sly-Tripel.
Schreibe V' als direkte Summe einfacher sls-Moduln.

2. Seien V, W endlich-dimensionale Vektorraume, seien f: V — W und g: W —
V lineare Abbildungen. Bekanntlich gilt: spur(fg) = spur(gf).

Verwende dies im Rahmen von sly-Moduln: Sei (e, f, h) ein Standard-Tripel auf
dem Vektorraum V. Wie 1dft sich die Dimension von V; berechnen, wenn man die
Dimensionen von Vyi9; mit ¢ € Ny und die Spur von ef|V; kennt?

Sei nun ® C E ein Wurzelsystem mit Weylgruppe W.

3. Sei A eine Wurzelbasis von ®. Fiir # € E bezeichnet man mit p(z) die
Anzahl der Funktionen f: ®* — Ny mit ) 4+ f(a)o = z. (Man nennt dies die
Kostant’sche Partitionsfunktion, denn p(x) = n besagt gerade, dafl man x auf
n verschiedene Weisen als Summe positiver Wurzeln schreiben kann.)

Im Fall des Wurzelsystems Az mit Wurzelbasis a(1), @(2), a(3) und Dynkin-
Diagramm

o ——0

al)  a2)  «3)

bestimme man p(a(1l) + 2a(2) + «(3)). (Dafiir muff man natiirlich zuerst einmal
iiberlegen, wie alle positiven Wurzeln aussehen . .. .)

4. Sei A das zugehorige Gewichtsgitter. Sei Abb(A, C) die Menge der Funktio-
nen f: A — C.Ist A € A, sosei e[\ die zugehorige charakteristische Funktion (also
e[A], =1 falls 4 = A, und sonst e[A], = 0.

Eine solche Funktion f heiflit W-symmetrisch, wenn

(%) fux=fn firalle weW
gilt. Eine Funktion f: A — C heifit W-alternierend, wenn
() for = (D" £y fiiralle we W

gilt. Ist A € A, sosetzen wir s[A\] = elwA] und a[)] = Zwew(—l)l(w)e[w)\].

(a) Zeige: s[A] ist W-symmetrisch, und a[A] ist W-alternierend.

(b) Zeige: es geniigt natiirlich, die Bedingungen (%) und (#x) fiir alle Spiege-
lungen w = 0,(;y einer Wurzelbasis a(1), ..., a(r) nachzuweisen.

(c) Zeige: Die Menge Abb(A, C)" der W-symmetrischen Funktionen, wie auch
die Menge der W-alternierenden Funktionen bilden Untervektorrdume von Abb(A, C);
und es gilt: die Menge Abb(A,C)"W ist auch ein Unterring von Abb(A, C).



