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Ubungsaufgaben 5. Abbildungsriume, Dualraum.

Sei K ein Korper, alle Vektorrdume seien K -Vektorrdume.

Sei S eine endliche Menge, sei W ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Die beiden
ersten Aufgaben dienen dazu, folgende Formel

(*) dim Abb(S, W) = |S| - dim W.

auf zwei verschiedene Weisen zu beweisen.

1. Sei (wy,...,wn) eine Basis von W . Definiere fiir s € S und 1 < ¢
Abbildung fis: S = W durch f;s: S — W durch fis(s) = w; und fis(s
s' # s in S. Zeige: Die Abbildungen f;s; bilden eine Basis von Abb(S, W).

< m eine

'Y =0 fir

Leite daraus die Formel (x) ab.
2. 8ei S={1,2,...,n}. Fir 1 <j <n setze
W; ={f € Abb(S,W) | f(4) =0 fiir alle j' # j}.

Zeige: W; ist ein Unterraum von Abb(S, W), der zu W isomorph ist, und es gilt
W = @?:1 W;. Auch hier soll daraus die Formel (%) abgeleitet werden.

3. Transponieren einer Matrix. Sei A € M(m x n,K). Sei V = (e1,...,ep)
die kanonische Basis von V = K™, sei W = (ey,...,ey) die kanonische Basis von
W = K™. Sei V* die duale Basis zu V, sei W* die duale Basis zu W. Zeige: Die
duale Abbildung fa* : W* — V* hat die Matrizendarstellung

MY (fa*) ="A
Folgere daraus: Die Matrizen A und *A haben den gleichen Rang.

4. Sei V ein Vektorraum, sei f: V — V* eine lineare Abbildung. Betrachte die
Abbildung 8 = ff: VxV — K, die durch B(v,w) = f(v)(w) fiir v,w € V definiert
ist. Zeige: es gelten die folgenden beiden Rechenregeln (fiir v, vy, ve, w, wy,wy € V
und A, A € K):

B(v, Arw1 + Aawa) = AB(v, w1) + A2B(v, w2),
B(A1v1 + Agvg, w) = A1B(v1, w) + A2B(v2, w).
Abbildungen B: V x V — K, die diese beiden Regenregeln erfiillen, nennt man

bilinear. Zeige zweitens, dass es zu jeder bilineare Abbildung #: V x V — K eine
lineare Abbildung f: V — V* mit 8 = 8 gibt.



