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Ubungsaufgaben 11: Unterriume

Sei K ein Korper, sei V' ein K -Vektorraum.

1. (a) Seien Uy, Us; Unterrdume von V. Zeige: Die folgenden beiden Aussagen sind
dquivalent:
(i) Jeder Vektor v € V lidsst sich eindeutig in der Form v = uy + ug mit u; €
Ui, us € Us schreiben.
(ii) UnU;=0, U, +U; =V.
(Man nennt dann V' die direkte Summe von Uy, Us und schreibt V =U; @ Us.)

(b) Zeige: Ist 0 # U C V ein echter Unterraum von V und ist V endlich erzeugt,
so gibt es mindestens zwei Unterrdume U’ mit V =U & U’.

(Die Aussage (b) gibt auch fiir unendlich-dimensionale Vektorraume V', man braucht
aber die Existenz einer Basis von V).

2. Seien Uy, Uy, Uz Unterrdume von V.

(a) Zeige, dass die folgenden beiden Aussagen #dquivalent sind:
(i) Jeder Vektor v € V lésst sich eindeutig in der Form v = uy + ug + us mit
uy € Up, ug € Uy, ug € Us schreiben.
(ii) UinNnU; =0, (U1+U2)QU3:0, U +Us+Us;=1V.
(Man nennt V' die direkte Summe von U;,Us, Us und schreibt V =U; & Uy @ Us.)

(b) Seien Uy, Uy, Us Unterrdume von V. Zeige: Die Aussage (1) impliziert (2), und
(2) impliziert (3), die umgekehrten Implikationen gelten dagegen nicht:

(1) U nNnU; =0, (Ul—f-UQ)ﬂUg:O.

(2) UynUy =0, U1NU3 =0, UoNU; = 0.

(3) UynUanUs = 0.

(Man kann also in (a) die Bedingung (ii) nicht abschwéchen, indem man (1) durch
(2) oder (3) ersetzt!)

3. Seien Uy, Us,Us Unterrdume von V. Zeige:
Ui + (UQ N Ug) 2 (Ug + (Ug N Ul)) N ((Ug + (Ul N UQ))

und
Uy N (Uz +Us) € (U (Us + Uh)) + ((Us N (Uy + Us))

Setzt man also fir {i,j,k} = {1,2,3}
U/ =U; + (U;NU,) und U =U;N(U; + Up).
so gilt (auch dies ist zu zeigen):
UlNU,=U, AU, =U,NUL, wnd U +UY =U) + UL = UY + UL

4. Seien Uy, U, vier-dimensionale Unterrdume von K°. Welche Moglichkeiten gibt
es fiir dim(U; NUz) ? Man gebe jeweils ein Beispiel an.



O
t:*
R




