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Ubungsaufgaben 12: Lineare Abbildungen.

Sei K ein Korper, seien V,V’ K-Vektorriaume, sei f: V — V' linear.

1. Zeige:

(a) Ist U ein Unterraum von V, so ist f~1f(U) = U + Kern(f).

(b) Ist U’ ein Unterraum von V', so ist ff~1(U’) = U’ N Bild(f).

(¢) Die Zuordnung U — f(U) liefert eine Bijektion zwischen den Unterrdumen U
von V mit Kern(f) C U und den Unterrdumen U’ von V' mit U’ C Bild(f).

2. Zeige:
(a) Sind Uy, Us Unterrdume von V| so gilt

f(ULNU:) C f(Ur) N f(U2),
f(UL +Us) = f(Ur) + f(Uz).

(b) Sind Uy, U Unterrdume von V', so gilt

fHUINUy) = f7HU) N fHU3),
FTHUL+U3) 2 f7HU7) + F7HU).

(c) Zeige durch Beispiele, dass das Inklusionszeichen C in (a) und das Inklusions-
zeichen D in (b) nicht durch Gleichheitszeichen ersetzt werden konnen.

3. Sei f: V — V linear mit f2 = f.

(a) Zeige: Es gibt Unterrdume U;,Us von V mit V = U; @ U, (dies bedeutet:
Ui+ Uy =V, U NU; =0, siehe Ubungsblatt 11), sodass gilt: f(u) =u fir v € Uy
und f(u) =0 fir u € Us.

(b) Zeige: Es gibt eine Basis B von V, sodass M5 (f) eine Diagonalmatrix mit
Koeffizienten 0 und 1 ist.

4. Sei K[T] der Polynomring mit Koeffizienten in K. Fiir n € N sei P, der
Unterraum von KT aller Polynome vom Grad hochstens n.

Fir g=Y"_,¢sT° in K[T] (mit ¢; € K) definiert man §(g) = >, s¢,T5"! und
nennt dies die (formale) Ableitung des Polynoms p.

Zeige:

(a) Die Abbildung ¢: K[T] — K|[T] ist linear und bildet P, in sich ab.

(b) Bestimme den Rang der Abbildung d§: Py — Py fiir K =R und fir K = Z/pZ
(p Primzahl).

(Hinweis: Ist K = R oder C so ist d(g) gerade die Ableitung von g im Sinn der
Analysis — ist dagegen zum Beispiel K = Z/pZ, so definieren wir d(g) eben einfach
durch die angegebene Formel!).



