LINEARE ALGEBRA II SS 2005

http://www.math.uni-bielefeld.de/birep/linalg/

Probe-Klausur 23.06.05

Fiir jede Aufgabe stehen 7,5 min zur Verfiigung. Jede der Aufgaben sollte in hochstens
7 Minuten zu bearbeiten sein. Im ersten Durchgang sollte man nach jeweils 7 Minuten
zur nichsten Aufgabe iibergehen! Bei den Aufgaben mit dem Zusatz nur Antwort soll
nur die Antwort notiert werden (ohne Beweis, ohne Angabe des Rechenverfahrens);
Nebenrechnungen bitte auf den leeren Zwischenbléttern.

1. Sei A € M (4 x 4,R) mit charakteristischem Polynom 7% — T?. Welche Méglichkeiten
gibt es fiir die zugehorige Jordan’sche Normalform ? (Nur Antwort).

2. Sei

A=

oo~
o= =
N oo

Welche A-invarianten Unterrdume im R® gibt es? (Nur Antwort)

3. Gesucht ist eine invertierbare Matrix P € M (2 x 2,R) mit

SRR

(nur Antwort).

4. Sei K ein Korper, sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, sei f: V — V ein
Endomorphismus mit f2 = 0. Man setzt H(f) = Kern(f)/Bild(f). Beweise:

dimV = dim H(f) + 2dim Bild(f).
(Alle in der Vorlesung bewiesenen Sétze diirfen verwendet werden.)

5. Sei K ein Korper, sei V ein K -Vektorraum, seien Uy,Us, W Unterrdume von V mit
V =U; + Uy und U; C W . Bewelise:

W CU,+ (UaNW).
6. Sei K ein Korper, sei V' ein K -Vektorraum mit Basis vq, ..., vq, sei ¢1, ..., ¢4 die duale

Basis. Sei U der von v; —vg und vy — v3 erzeugte Unterraum von V. Man bestimme eine
Basis von U°. (Nur Antwort.)



7. Sei W ein Vektorraum, seien U C V C W Unterrdume von W. Beweise: Durch
die Vorschrift f(w+U) = w+ V fir w € W erhilt man eine wohldefinierte Abbildung
f: W/U — W/V. (Es soll nur die Wohldefiniertheit gezeigt werden, nicht dagegen, dass
diese Abbildung auch linear ist).

8. Man orthonormalisiere die folgende Folge von Vektoren im euklid’schen Raum R3

1 1 1
vy = |1 , Vg = —1 , Vg = 2
0 0 1
(nur Antwort).
9. Sei (V,(—,—)) ein unitdrer Vektorraum, sei f: V — V unitdrer Endomorphismus.

Beweise: Jeder Eigenwert von f hat den Betrag 1.

10. Berechne im R? bzw R*

(i) die Lénge des Vektors a

(ii) den Winkel zwischen den Vektoren a und b

(iii) den Abstand des Punkts ¢ von der Geraden d + Re.
(iv) einen zu f orthogonalen Vektor der Linge 1.
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(nur die Antworten).

12. Welche der folgenden Matrizen sind orthogonal? welche unitér?

orthogonal unitér weder-noch
(1 144
0 1] e ® O
[1 0 0]
0 0 1 O O O
[0 1 0]
2cosa —2sina
2sina 2cos« O O O
1 -1 -1 -1
1 -1 1 1
1
2117 1 -1 1 O O O
1 1 1 —1



11. Welche der folgenden Aussagen sind wahr: wahr falsch

Ist A orthogonale Matrix, so hat jeder Eigenwert den Betrag 1. O O

Sei A € M(n x n,C) eine Matrix, deren Eigenwerte

alle den Betrag 1 haben. Dann ist A unitér. O O
Sei vq,...,v, Orthonormalbasis eines euklid’schen Vektorraums.

Seien A1,..., A, € R. Ist auch Ajvq,..., A\,v, O O
eine Orthonormalbasis, so gilt A\; = 1 fiir alle 7.

Jede unitéire Matrix ist diagonaliserbar. O O
Seien o1, 05 Spiegelungen an Ursprungsgeraden von R2. O O
Dann ist auch 0,02 eine Spiegelung an einer Ursprungsgeraden.

Sei vq,...,v, Orthonormalbasis eines euklid’schen Vektorraums. O O
Dann ist auch —wvq,...,—v, eine Orthonormalbasis.

Bewertung: Pro richtig geloster Aufgabe gab es 2 Punkte.

Bei der Aufgabe 11 gab es fiir n richtige Zeilen max(0, § — 1) Punkte (eigentlich zu viel,
denn bei willkiirlichem Ankreuzen hat man auf diese Weise im statistischen Mittel noch
0,5 Punkte erhalten.)

Bei der Aufgabe 12 gab es fiir n richtige Zeilen max(0,n — 2) Punkte.



