LINEARE ALGEBRA II: LEITFADEN SS 2005

http://www.math.uni-bielefeld.de/birep/linalg/

1. Die Jordan’sche Normalform.

1A. Nilpotente Matrizen, nilpotente Endomorphismen.

Partitionen. Sei n eine natiirliche Zahl. Eine Partition von n ist eine Folge
A= (A1,...,Ay) von natiirlichen Zahlen \;, so dass gilt Ay > Xy > --- > X, > 1 und
>-; Ai = n. (Manchmal ist es sinnvoll, die Folge Aq,. .., A; durch Nullen fortzusetzen,
also A; = 0 fiir 4 >t zu schreiben.)

Young-Diagramm. Jeder Partition ordnet man ein sogenanntes Young-Dia-
gramm zu: man betrachtet ein Késtchenmuster mit ¢ Késtchenreihen, linksbiindig
untereinander gesetzt, wobei die t-te Reihe aus A; Késtchen besteht. Analog zur
Indizierung der Positionen in einer Matrix kann man diese Kdstchen durch die Pare
(4,7) mit 1 < 7 < A; und 1 <4 <t indizieren. Beispiel: Das Young-Digramm zur
Partition A = (5,4,4,2,1,1) hat die Form

Wir wollen die Késtchen durchnummerieren, und zwar zeilenweise, von links
nach rechts, und von oben nach unten:

(1,1)|(1,2)[(,3)|(1,4)|(1,5) 1| 2] 3|4a]s
(2,D)](2,2)[(2,3)|(2,4) 6 | 7| 8] 9
(3,1)](3,2)[(3:3)|(3,4) 10 | 11| 12 | 13
(4,1)((4,2) 14 | 15

(5,1) 16

(6,1) 17

jeder Position (7,j) haben wir auf diese Weise eine Zahl v(i,j) zugeordnet, v ist
eine Bijektion zwischen der Menge {(7,7) |1 <j < X;, 1 <3<t} und {1,2,...,n}.
Natiirlich kénnen wir v durch eine Formel festlegen: es ist v(4,7) = j + >, ; Ar-

Duale Partitionen. Ist A = (A\q,...,\;) eine Partition von n, so bildet man
die duale Partition X' = (A},..., A} ) wie folgt: Es sei A\, = {\ | A > j},
dies ist im Young-Diagramm gerade die Anzahl der Kistchen in der j-ten Spalte.
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Insbesondere ist A’ ebenfalls eine Partition von n. Die zu A = (5,4,4,2,1,1) duale
Partition ist \' = (6,4, 3,3,1).

AN
N | [ ]

Links ist gestrichelt eine Gerade eingezeichnet: man erhilt das Young-Diagramm von
A aus dem Young-Diagramms von von A durch Spiegelung an dieser Geraden. Auf
diese Weise sieht man unmittelbar, dass gilt: (\)' = A

Der nilpotente Endomorphismus f, zur Partition \. Jeder Partition A

von n ordnet man einen Endomorphismus fy: K™ — K™ wie folgt zu. Man benennt
)

die kanonischen Basisvektoren ey, ..., e, um, und zwar setzt man e;; = €;7° = €,() -
Setze
€ij—1 Jj>1,
f,\(eij) = falls
0 j=1.

Wir ordnen der Partition A auch eine (nxn)-Matrix N(\) zu (die Jordan-Matriz zur
Partition A mit Eigenwert 0), hier als typisches Beispiel der Fall A = (5,4,4,2,1,1):

[0 1 ]
01
0

1
N((5,4,4,2,1,1)) = ;0

wobei alle weiteren Eintréige Nullen sind. Die allgemeine Regel lautet: es ist N(\) =
(asj)ij mit a,41 =1 fiir alle 7, die nicht von der Form ). A; sind, und a;; =0
sonst. Entlang der Diagonale sind also entsprechende ()\; X A;)-Matrizen aufgereiht.

Natiirlich ist N(A) die Matrizendarstellung von fy beziiglich der kanonischen
Basis des K™.

Satz. Sei A eine Partition. Fir jede natirliche Zahl s gilt

Ker(f5) =(eij |1 <j<s).

Beweis: Sei f = f\. Setze

Vi={(eij | j <s).
V" = <6ij | j > S).
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Dann ist K™ = V' 4+ V. Offensichtlich ist V' in Ker(f®) enthalten. Andererseits
gilt: Die Einschrankung von f° auf V" ist injektiv, denn die Vektoren e;; mit
j > s bilden eine Basis von V” und diese Basisvektoren werden unter f® auf die
Vektoren e; ;s abgebildet - die Vektoren der Form e; j_s (mit j > s) sind aber
linear unabhéngig.

Es geniigt, folgendes Lemma zu beweisen:

Lemma. Sei g: V — W lineare Abbildung. Seien V',V Unterriume von V
mit V=V'+V" . Ist V! C Ker(g) und ist die Einschriankung von g auf V" injektiv,
so ist V' = Ker(g).

Beweis: Zu zeigen ist Ker(g) C V’. Sei also v € Ker(g). Wegen V =V’ + V"
konnen wir v = v’ +v” mit v’ € V' und v"” € V" schreiben. Es gilt

0=yg(v) =g +v")=g(") +g(") =g(").

Also ist v” im Kern von g. Da wir voraussetzen, dass die Einschrinkung von g auf
V" injektiv ist, folgt v =0, also v =" € V.

Folgerung 1.
S
dimKer(f*) = Z A%,
i=1

also
dimKer(f5) — dimKer(f;~1) = L.

Folgerung 2. Seien A,y Partitionen von n. Ist X\ # p, so sind die Matrizen
N(X) und N(u) nicht déhnlich.

Beweis: Angenommen, die Matrizen N(A) und N(u) sind #hnlich. Dann sind
auch die Matrizen N(\)®* und N(u)® fiir jedes s #hnlich. Sind aber Matrizen A, B
dhnlich, so haben die Kerne der linearen Abbildungen f4 und fp die gleiche Di-
mension. Es ist fyo)s = f§ und fy,s = f;- Wir verwenden nun Folgerung 1:

A, = dimKer(f3) — dimKer(f;~") = dimKer(f;) — dimKer(f;~") = uj.

Da A, = p! fir alle s gilt, ist X = p/, also A = p.

Satz 2. Sei K ein Korper. Zu jeder nilpotenten (n X n)-Matriz A mit Koeffi-
zienten in K gibt es eine Partition A\ von n, so dass A und N(X) dhnlich sind.

Zweite Formulierung. Ist V ein n-dimensionaler K -Vektorraum, und ist
f:V = V nilpotenter Endomorphismus, so gibt es eine Basis B von V und eine
Partition A von n mit ME(f) = N()\).

Zusatz (bezogen auf die zweite Formulierung): Die Partition A kann folgender-
maflen berechnet werden: Die zu A duale Partition )\’ ist durch

T ; . i1
A; = dim Ker(f?) — dim Ker(f?~")
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fiir alle j > 1 gegeben; aus A’ erhilt man A = (\')’.

Beachte: Die Partition A ist wegen der Folgerung 2 eindeutig, dagegen ist die
Basis B nicht eindeutig bestimmt!

Beweis. Sei f: V — V nilpotenter Endomorphismus, sei dimV = n.

Ziel: Wir suchen eine Partition A = (A1,...,At) von n und eine Basis B von
V, sodass gilt ME(f) = N(X). Das bedeutet, dass wir die Elemente der Basis B in
der Form v;; mit 1 <7 <¢, und 1 < j < A; schreiben kénnen, sodass gilt:

Vi j—1 J>1,
f(’l)ij) = falls
0 j=1.

Statt A werden wir zuerst die zu A duale Partition A’ konstruieren (um daraus
vermoge A = (X)" auf A zu schlieflen. In der Tat ldsst sich A’ recht einfach berechnen!

Beginn des Beweises. Sei etwa f” = 0. Dann gilt:
e Ker f0=0.
o Kerfi=1 CKerfJ fir 1 <j<r.
o Kerfr=1V.

Setzen wir ) .
A; = dim Ker(f?) — dim Ker(f771),

so sehen wir, dass )\; > 0 gilt. Noch wissen wir nicht, dass es sich bei X =
(A1, A3, ...) wirklich um eine Partition handelt (dass also jeweils X7 > AL, gilt);
dies wird aber bald beiwesen werden.

Bevor wir mit dem Beweis fortfahren, sollen drei neue Begriffe eingefiihrt wer-
den:
Einschub: Komplementirbasen.

Sei V' ein Vektorraum, U ein Unterraum. Eine Folge (v1,...,v:) von
Vektoren aus V' heif3t linear unabhdingig modulo U, falls folgendes gilt: sind
A; Skalare in K und ist Z:zl Av; € U, so sind alle A\; = 0. Die Folge
(v1,...,v¢) von Vektoren aus V heifit Komplementdirbasis von U in V , falls
erstens die Folge (v1,...,v;) linear unabhéngig modulo U ist, und zweitens
U zusammen mit den Vektoren vy, ...,v; den Vektorraum V erzeugt.

(1) Die Folge (v1,...,v:) ist genau dann linear unabhdngig modulo U,
wenn erstens diese Folge linear unabhdngig ist und zweitens

UNn{vy,...,v) =0

gilt.

(2) Die Folge (v1,...,v:) ist genau denn eine Komplementdrbasis von U
i V', wenn erstens diese Folge linear unabhdingiq ist, und zweitens

U (v1,...,v05) =V
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gilt.

(3) Sei (u1,...,us) eine Basis von U. Die Folge (v1,...,v;) ist genau
dann eine Komplementdrbasis von U in V , wenn (uy, ..., Upy,v1,...,0s) eine
Basis von 'V ist.

(4) Sei V' endlich-dimensional. Sei U ein Unterraum von V . Eine Folge
von Vektoren in V , die linear unabhdingig modulo U 1ist, lisst sich zu einer
Komplementdrbasis von U in V erginzen.

(5) Sei V' endlich-dimensional. Ist (vq,...,v:) eine Folge in V', die linear
unabhdngig modulo U 1ist, so ist

t<dimV — dimU.
Ist (vy,...,v) eine Komplementairbasis von U in V , so ist

t=dimV —dimU.

Sind Unterrdume V; (0 < i < m) von V gegeben und gilt
0=WCVCV,C---CV, 1C V=V,

so nennt man dies eine Kette von Unterrdumen.

(6) Ist eine Kette
0=VCWVCVC - --CV, 1CV,=V

von Unterrdumen gegeben, und sind (v;1,...,v;n,) Folgen von Vektoren in
Vi, so gilt: Ist (vi1,...,Vin,;) eine Komplementirbasis von V;_1 in V;, fir
1 <1< m, so st die Folge

(Ul,la <3 V1ing»U215---3V2 095+ -3 Um,1y - - '7Um,nm)

eine Basis von V ist.

Der Beweis von Satz 2 arbeitet mit folgender Unterraumkette:

0 = Ker(f°) C Ker(f) C Ker(f?) C--- C Ker(f"™") C Ker(f") = V.

Wichtig ist folgendes Lemma:

Lemma. Sei f nilpotenter Endomorphismus von V', sei j > 2. Sei (v1,...,vs)
eine Folge von Elementen in Ker(f7), die modulo Ker(f’~1) linear unabhingig ist.
Dann ist (f(v1),-..,f(vs)) eine Folge von Elementen in Ker(f’~1), die modulo
Ker(f7=2) linear unabhdingig ist.

Beweis: Jedes Element f(v;) gehort zu Ker(f/~!), denn fj_lf(vi)_ = fi(v;) =
0. Seien nun Elemente ); € K gegeben, so dass >, \; f(v;) zu Ker(f7~2) gehort.
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Dann gehért ) . Ajv; zu Ker(f’~1), denn fj_l(zi )\ivi) = fj_Zf(Zi )\ivi) =
fi72(3; Xif(v;)) = 0. Da die Folge (v1,...,v;) modulo Ker f7~! linear unabhéngig
ist, folgt A\; =0 fiir 1 <7 < s.

Wir haben oben X; = dimKer(f7) — dim Ker(f/~") gesetzt. Aus dem Lemma,
folgt sofort:

Folgerung. )\ ist eine Partition.

Beweis: Ist (vy,...,vs) eine Komplementirbasis von Ker(fj_‘l) in Ker(f7), so
ist s = )\;-. Das Lemma besagt, dass (f(v1),--., f(vs)) zu Ker(f?~!) gehéren, und
linear unabhéingig modulo Ker(f7~?) sind. Also ist ¢ < \}_;.

Da )\ eine Partition ist, ist auch A = ()\’)" eine Partition.

Nun beginnen wir mit dem eigentlichen Beweis von Satz 2. Wir konstruieren
induktiv Komplementdrbasen (v j, ..., UA;J) von Ker(f7~1) in Ker(f7), und zwar
in absteigender Folge, wir beginnen also mit 7 = r, dann kommt 5 = — 1, und so
weiter, bis schliellich 7 = 1.

Induktionsanfang: Wihle eine beliebige Komplementérbasis (vi,r, ..., v ») von
Ker(f™1) in Ker(f7) =V.

Induktionsschritt: sei schon (vqj,...,v X, j) konstruiert, dies sei also eine Kom-
plementirbasis von Ker(f/~!) in Ker(f7), fiir ein 1 < j < 7. Ist 2 < j, so wende f
an, wir erhalten eine Folge (f(v1,j),-- -, f('v,\; ), die nach dem Lemma in Ker(f7~1)

liegt und modulo Ker(f7~2) linear unabhiingig ist. Wir setzen

_ . . . /
(%) vij-1= f(vij) fir 1<i<A
Wir koénnen diese Folge (v1j—1,...,vx j_1) zu einer Komplementérbasis
? J
(U1,j—1, .- -aUA;,j—17UA;+1,j—1, .- '7”)\;._1,_7—1)

von Ker(f7=2) in Ker(f/~1) fortsetzen.

Die Elemente v; ; mit 1 <4 < )\;. und 1 < 7 < r bilden eine Basis von V und
(*) zeigt, dass die Wirkung von f auf dieser Basis genau der Wirkung von N ()
)

auf den Basiselementen e;; entspricht. Damit ist Satz 2 bewiesen.

Folgerung. Sei A € M(n x n,K). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) A ist nilpotent.
(ii) A ist d@hnlich zu einer Matriz der Form N(X), mit A Partition von n.
(iii) xa =T".
(iv) A" = 0.

Beweis: (i) = (ii): Dies wurde gerade bewiesen. (ii) == (iii): Ist A dhnlich
zu N(A), so ist x4 = xnyoy = T". (iii) == (iv): Dies folgt aus dem Satz von
Cayley-Hamilton.
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Hier alle Partitionen A von n= 5 und die zugehorigen Young-Diagramme und
die Jordanmatrizen N(\):

(5) (4,1) (3,2) (3,1,1) (2,2,1) (2,1,1,1) (1,1,1,1,1)
]
mm B F B G
01 01 i [01 {01 [01; [01; 00
01 01 01 01 0.0 0:0 00
01 01 0.0 0.0 0T} 00 00
o1 [ 00 [ 01 [ 00 { .0i0 { 00 00
0 0 0 0 0 0 0

Sei A eine nilpotente Matrix mit Koeffizienten im Korper K. Der Beweis von
Satz 2 liefert ein effektives Verfahren, um nicht nur die Partition A zu finden, so-
dass A und N () &dhnlich sind (wie im Zusatz formuliert), sondern auch, um eine
invertierbare Matrix P angeben zu kénnen mit P~1AP = N()).

Beispiel. Sei

Sei f=fa:V —=V,mit V=K* Esist

0 1 0 1 2
. /10 0 . n_ /10 0 1
Vl—Ker(f)_< 1 ’ 0 )7 V2—Ker(f)_< 1 ’ 0 ’ 0 >a
1 1 1 1 0
und Ker f3 = V. Insbesondere ist A nilpotent. Wir sehen also:
Al = dimKer(f) = 2,
Xy = dim Ker(f?) — dimKer(f) =3 -2 =1,
My = dimKer(f?) — dimKer(f?) =4 -3 =
Also
N =(2,1,1), daher X=(3,1).
1
Wihle v13 € V' \ Vo, zum Beispiel v13 = 8 . Wir berechnen
0
0 1
1 0
V12 = A’U13 = 0 und V11 = A’l)12 = 1
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Wir ergénzen v1; durch einen Vektor ve; € V7 zu einer Basis von V7, zum Beispiel
0

(1) . Dann haben wir also Vektoren v;; konstruiert, die in das
1
Young-Diagramm zur Partition A = (3,1) passen:

wahlen wir vy =

V11 | V12 | V13

V21

Die Matrix P habe als Spalten die Vektoren vy, v12,v13,v21 (in dieser Reihenfolge),
also

1 0 1 0
0 1 0 0
P= -1 0 0 1
0 -2 0 1

Dann gilt
P7'AP = N((3,1)).

Nach Konstruktion muss dies richtig sein (wenn wir uns nicht verrechnet haben).
Uberfliissig: Man kann dies natiirlich nachtriglich verifizieren; berechnet man

0o 2 -1 1
1+ _ |0 1T 0 O
P_1—21—1’
o 2 0 1
so sieht man:
0o 2 -1 1 O 1 0 0 1 0 1 0 01 0 O
O 1 0 o0 1 -2 1 -1 0 1 0 O0f _|0 0 1 0
1 -2 1 -1 0O -1 0 0 -1 0 0 1] |0 0 0 O
0o 2 0 1 -2 4 =2 2 0 -2 0 1 0 0 0 O

Die Verifikation kann man viel einfacher vornehmen: Statt P~! zu berechnen
und die beiden Multiplikationen P~! . A - P vorzunehmen, reicht es zu zeigen, dass
gilt

AP = PN((3,1))

und dass P invertierbar ist. Offensichtlich entsteht PN ((3,1)) aus P, indem einige
Spalten von P nach rechts verschoben werden, und die iibrigen Spalten durch Nullen
ersetzt werden (genauer: die erste und die zweite Spalte werden jeweils um eine Spalte
nach rechts verschoben, die neue erste und die vierte Spalte sind Nullspalten). Genau
dies ist aber die Wirkung von A auf die Spalten v11,v19,v13,v21 von P: es ist

Avi1 =0, Avig =011, Aviz=v12, Ava =0.
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Zusatz (ebenfalls iiberfliissig). Satz 1 beschreibt den Kern von f§. Im Beweis
des Satzes haben wir auch das Bild von f§ beschrieben:

Im(fs):<e”\1§z§t, 1SJSAZ—S>

Hier einige Bilder dazu:

Ker(f%)  Im(f?) Ker(f) Im(f%) | Ker(f*) Im(f*)

1B. Das charakteristische Polynom sei Potenz eines linearen Poly-
noms.

Wir betrachten nun eine Matrix A, sodass das charakteristische Polynom x4
in Linearfaktoren zerféllt und alle diese Linearfaktoren gleich sind, also
xa=(T-7)"

fiir ein v € K.

Ist v € K und ist A eine Partition von n, so setze
J(v: A) =21+ J(N),

Man nennt J(vy,\) eine Jordan-Matriz zum Figenwert -y. Hier ein Beispiel einer
Jordan-Matrix zum Eigenwert -, und zwar zur Partition (5,4,4,2,1,1):

7 1 N
Y1
¥

[~

1
J(v,(5,4,4,2,1,1)) = 7

Ist A eine Partition mit nur einem Teil, also A = (n), so spricht man von einem
Jordan-Block. Jordan-Blocke sind also (n x n)-Matrizen der Form

v 1

n n—1
J(v,n) = yEii+ Y Eii1=
i=1 i=1
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Eine Jordan-Matrix J (v, A) entsteht dadurch, dass man Jordan-Blocke J (7, A;) ent-
lang der Hauptdiagonale aneinanderreiht, und zwar geordnet nach der Gréfle. Ver-

wendet man fiir diese Aneinandereihung entlang der Hauptdiagonalen das Symbol
P, so kann man fiir y € K und A = (A ..., ;) schreiben:

T ) = €D T (v %),

Satz. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum, sei v € K. Sei f: V — V
ein Endomorphismus mit (f —~-1)¢ = 0, fir eine natirliche Zahl e. Dann gibt
es eine Partition A von n, so daff [ beziglich einer geeigneten Basis von V die
Matriz-Darstellung J(v,A) hat.

Beweis: Nach Voraussetzung ist f — -1 nilpotent, wird also beziiglich einer
geeigneten Basis durch eine Matrix der Form N () dargestellt (dabei ist A eine Par-
tition). Also wird f beziiglich dieser Matrix durch vI, +N(X) = J(vy, A) dargestellt.

Matrix-Formulierung. Sei A € M(n xn, K). Das charakteristische Polynom
Xxa sei von der Form xa = (T —~)™. Dann ist A dhnlich zu einer Matriz der Form
J(v,A) fir eine Partition \.

1C. A-invariante Unterrdume, f-invariante Unterrdume.

Sei A € M(n x n,K). Ein Unterraum U C K™ heifit A-invariant, falls gilt:
Ist w € U, so ist Au € U. Entsprechend wird definiert: Ist f: V — V ein Endo-
morphismus eines Vektorraums V', so heif3t ein Unterraum U C V' f -invariant, falls
f(u) € U fiir alle u € U gilt.

Ist v ein Eigenvektor von f: V — V', so ist (v) ein f-invarianter Unterraum
von V', der eindimensional ist. Auch umgekehrt gilt: Ist U ein eindimensionaler f-
invarianter Unterraum von V', so ist jeder von Null verschiedene Vektor v € U ein
Eigenvektor.

Wofiir braucht man A-invariante Unterrdume?

Offensichtlich gilt: Sei U ein A-invarianter Unterraum von K™ der Dimension

m. Sei uy,...,u, eine Basis von U, setze sie durch uy,41,...u, zu einer Basis von
K™ fort. Beziiglich dieser Basis (u1,...,u,) hat f4 eine Matrizen-Darstellung der
Form
B D
0 o]

dabei ist B eine (m x m)-Matrix.

Sind A-invariante Unterrdume U,V mit UNV =0 und U +V = K" gegeben,
so nennt man das Paar (U, V) eine A -invariante Zerlegung des K™. Wiahlt man eine
Basis u41,...,uy von U und eine Basis up41,...,u, von V, so hat fa beziiglich
dieser Basis (u1,...,u,) eine Matrizen-Darstellung der Form

v el



LINKARE ALGRBRA 11 (OO0 £2UUQ)

dabei ist B wieder eine (m x m)-Matrix.

Einschub: Direkte Summen.

Seien U, W Unterrdume eines Vektorraums V. Gilt UNW =0 und U +
W =1V, so schreibt man U & W =V und sagt, dal V die direkte Summe der
Unterrdume U und W ist. Beachte: genau dann gilt V = U & W, wenn sich
jedes Element v € V eindeutig in der Form v = v +w mit v € Uyw € W
schreiben 148t.

Allgemeiner: Sind Uy, ...,Us; Unterrdume eines Vektorraums V und 148t
sich jedes Element v € V eindeutig in der Form v = 7, u; mit u; € U;
schreiben, so nennt man V' die direkte Summe der Unterrdume U; und schreibt
V=@, Ui=U0U,®---&Us,.

Lemma. Sind U,,...,Us; Unterraume eines Vektorraums V . Die folgen-
den Bedingungen sind dquivalent:
e V= ®;=1 Uz 7
o Esist einerseits V =Y ._, U; und andererseits gilt U; N >izj Ui =0 fir
alle 1 < j<s. _
o FEs ist einerseits V =1)_._, U; und andererseits gilt U; N Zz;ll U; =0 fir
alle 2 < j<s.

Beweis: Ubungsaufgabe.

Ist f: V — V ein Endomorphismus und 148t sich V' als direkte Summe V =
€;_, U; schreiben mit f-invarianten Unterrdumen U;, und wihlen wir Basen der
Unterrdume U,,, so erhalten wir als Vereinigung eine Basis von K™ und beziiglich
dieser Basis hat f eine Matrizendarstellung der Form

A 0 --- 0
A:[()Az‘-.i1

0 ’

0o --- 0 A,

dabei ist A; eine Matrizendarstellung der Einschrinkung der Abbildung f auf U;.
Zur Abkiirzung schreibt man A = @;_; A; oder auch nur A = @, 4;.

Wie findet man A-invariante Unterriume?

Lemma. Sind A,B € M(n xn,K) mit AB= BA, so ist Ker fp = {ve K" |
Bv =0} ein A-invarianter Unterraum.

Beweis: Sei Bu = 0. Dann ist auch B(Au) =0, denn BAu = ABu = A0 = 0.

Wie findet man zu einer Matrix A Matrizen B mit AB = BA? Am einfachsten:
man nimmt fiir B eine Matrix der Form B = p(A) mit p € K[T].

Sei A € M(n x n, K) mit charakteristischem Polynom x 4. Schreibe

XA =P1"""Ps
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mit paarweise teilerfremden Polynomen pq,...,ps. Fiir jedes Polynom p; setze
U(pz) = {’U € K" |pZ(A)'U = 0} = KeI‘fpi(A).

Lemma. Alle Unterriume U (p;) sind A-invariant und es ist K™ = @;_, U(p;).

Beweis: Fiir jedes ¢ schreiben wir

Beachte: Die Polynome hq,...,hs sind teilerfremd, also gibt es Polynome a; mit
Zle a;h; = 1. Da p; und h; teilerfremd sind, gibt es Polynome b;, ¢; mit b;p; +
Cihi = 1.

(1) Wegen A -p;(A) = p;(A) - A wissen wir, dafl U(p;) ein A-invarianter Un-
terraum ist.

(2) Es ist V.= > U(p;). Denn sei v € K™. Setze v; = a;(A)h;(A)v. Dieser
Vektor v; gehort zu U(p;), denn

pi(A)v; = pi(A)ai(A)hi(A)v = a;(A)xa(A)v=0.

Wegen Y 0 ah; =11ist Y v; =v.

(3) Fiir jedes 4 gilt U(p;) N Y2,.; U(p;) = 0. Zum Beweis bemerken wir, daf
hi(A)U(p;) = 0 fiir jedes ¢ # j gilt, da p; ein Teiler von h; ist. Daraus folgt
hiy 22 U(p;) = 0. Ist nun w im Durchschnitt U(p;)N)_;; U(p;) = 0, so ist sowohl
pi(A)u =0 als auch h;(A)u = 0. Also ist u = (b;(A)p;(A) + ¢;(A)hi(A))u = 0.

1D. Die Jordan’sche Normalform.

Sei K ein Korper. Sei A € M (n x n, K) eine Matrix, deren charakteristisches
Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Sei also

xa = (T =)™ -+ (T = 7)™

mit paarweise verschiqdenen v; € K und mit natiirlichen Zahlen n; € N;.
Wir wenden die Uberlegungen des letzten Abschnitts mit p; = (T — ;)™ an.
Wir betrachten also fiir jedes ¢ den Unterraum

Haupt(A, ;) = {v e K" | (A — ~v;l,)" v = 0},

man nennt ihn den Hauptraum zum Eigenwert -;.

Beachte: Man kann fiir jedes v € K den zugehorigen Hauptraum durch
Haupt(4,v) = {v € K" | (A —~I,)"v =0},

definieren. Genau dann ist Haupt(A4, ) # 0, wenn ~y ein Eigenwert von A ist, und
es gilt immer
Eig(4,v) C Haupt(4, 7).
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Wichtig ist: Alle Unterrdume Haupt(A,~y;) sind A-invariant und es ist

K" = @ Haupt (A, ;).
=1

Dies folgt unmittelbar aus 1C. Man nennt dies die Hauptraum-Zerlegung von V .

Wihlen wir Basen der Unterrdume Haupt(A,;), so erhalten wir eine Basis von
K™ und beziiglich dieser Basis hat A eine Matrizendarstellung der Form

A 0 0
0 A, :
: i .0
0o --- 0 A,

dabei ist A; eine Matrizendarstellung der Einschriankung der Abbildung v — Au
auf Haupt(A4, ;).

Nach Definition von Haupt(A, ;) ist die Einschrankung der Abbildung u — Au
auf Haupt(A,+;) eine Abbildung f; mit (f; —; - 1) = 0. Derartige Endomor-
phismen werden aber bei geeigneter Basiswahl durch Jordan-Matrizen der Form
J(7i, A\®) bechrieben.

Satz. Sei K ein Korper. Sei A € M(n x n,K) eine Matriz, deren charakte-
ristisches Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Dann gibt es paarweise verschiedene

Elemente 71, ...,vs € K und zu jedem ~y; eine Partition X® | so daff A dhnlich zur
Matriz @, J (vi, \®) ist.

Ist umgekehrt A Ghnlich zur Matriz @;_, J(vi, XY, wobei 41, . ..,7, paarwei-
se verschiedene Elemente aus K sind, und jedes N9 eine Partition von n; ist, fir
1<i<s (mit ) ,n;, =n), so sind die y; die Figenwerte von A, die Vielfachheit

von T —; in xa ist n;, die Vielfachheit von T — v; in py ist )\(il).
Man nennt eine Matrix der Form @, J(v;, A®)) eine Jordan’sche Normalform.

Eindeutigkeit. Vertauscht man die einzelnen Blocke J(y;, A()) untereinander,
so erhélt man eine zur gegebenen Matrix dhnliche Matrix. Bis auf derartige Vertau-
schungen ist die Jordan’sche Normalform eindeutig:

Sind zwei Matrizen @, J(vi, A®) und @, J(6;,v®) dhnlich, so gibt es eine
Permutation o mit v; = 0,(;) und A = p(e(®)

Dies folgt zum Beispiel daraus, dal man zu jedem Eigenwert y; die zugehorige
Partition A" wie folgt berechnen kann:
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Verfahren zur Bestimmung der Jordan’schen Normalform. Sei v = «;
ein Eigenwert von A. Wie sieht die zugehdrige Partition A = A(®) aus? Betrachte die
Matrizen der Form

vI, — A, (vI, — A)2, (vI, — A)3, ...

Sei 7; der Rang der Matrix (yI, — A)* fiir ¢ > 1 und ry = n (dies ist natiirlich
gerade der Rang der Matrix (yI, — A)° = I,,). Es ist (ro — 1,71 —72,...) die zu A
duale Partition.

Hier alle Jordan’schen Normalformen von Matrizen mit charakteristischem Po-
lynom (T — 2)*(T — 3)2, unter jeder Matrix steht das Minimalpolynom:

21 21 i 21 i 21 i 2
21 21 i 2 i 2 i 2
211 2 i 2 1i 2 i

2 21 2 2i

5y 5 5 5 5

(V]

(T-2)4(T-3)>  (T-2)3(T-3)° (T-2)*(T-3)° (I-2)*(T-37°  (I—2)(I'-3)’

[2 1 [2 1 [2 1 [2 1
21 21 2 2
2 1i 2 i 2 1i 2 i
2 2! 2i 2:
'3 l 3 i3 i3
i3 i3 i3 i3
(T—2)*(T-3) (T—2)3(T-3) (T—2)*(T-3) (T—2)*(T-3) (T—2)(T-3)

Folgerung (additive Jordan-Zerlegung). Sei K ein Kirper. Sei A € M (nx
n, K) eine Matriz, deren charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfdllt. Dann
lafit sich A als Summe A = A"+ A" einer diagonalisierbaren Matriz A’ und einer
nilpotenten Matriz A", mit A’A" = A" A" schreiben.

Beweis: Wir wissen, da8 A zu einer Matrix der Form B = @, (viln, + J(A?))
dhnlich ist, es gibt also eine invertierbare Matrix S mit A = S~!BS. Wir koénnen
B = B' + B" schreiben mit B’ = @, vil,, und B" = @, J(\?)). Die Matrix B’
ist eine Diagonalmatrix, B” ist nilpotent, und man sieht leicht, da} B’'B” = B" B’
gilt. Setze A’ = S71A'’S und A” = S~'B”S. Dann ist A’ diagonalisierbar, A"
nilpotent, und es ist

A'A"=8"'B'SS™'B"S=5"'B'B"S=S"'B"B'S=A"A'

Warnung: Ob ein Polynom in Linearfaktoren zerfillt oder nicht, ist davon
abhingig, welchen Koérper man als Grundkorper betrachtet. Ist f ein Polynom, so
gibt es einen endlichen Erweiterungskérper, iber dem f in Linearfaktoren zerfdillt.
(Algebra I) Jeder Korper ist einbettbar in einen “algebraisch abgeschlossenen” Kor-
per: in ihm zerfiillt jedes Polynom in Linearfaktoren (Algebra I). Arbeiten wir mit
dem Korper R der reellen Zahlen, und ist f € R[T], so zerfillt f {iber dem Korper
C der komplexen Zahlen in Linearfaktoren (dies ist der schon 6fters erwidhnte “Fun-
damentalsatz der Algebra”).



