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2. Weitere Grundbegriffe: Faktorraum und Dualraum.

Wir betrachten hier zwei Konstruktionen, wie aus vorgegebenen Vektorrdumen
neue Vektorrdume konstruiert werden. Die Faktorraum-Bildung geht davon aus, dass
ein Vektorraum und ein Unterraum gegeben ist; fiir die Dualraum-Bildung muss
iiberhaupt nur ein Vektorraum gegeben sein.

Gegeben ist also ein beliebiger Kérper K und wir betrachten K -Vektorrdume.
2A. Faktorriume.

Sei V' ein Vektorraum, U ein Unterraum von V. Die Menge aller Teilmengen
von V der Form U + v mit v € V' bezeichnet man mit V/U. Beachte:

Seien v,v' € V. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Esist U+v=U+7'.
(ii) Esistv—v' €U
(iii) Es st (U+v)N (U +v") # 0.

Beweis: (i) = (iii): Da U ein Unterraum von V ist, ist U nicht leer (denn
0 € U, also ist auch U + v fiir jedes v € V nicht leer. Aus U +v = U + v’ folgt
demnach (U +v) N (U + ') # 0.

(i) = (ii): Sei (U+v)N(U+v") # 0, es gibt also ein Element im Durchschnitt,
etwa u+v=u' 4+, mit u,u’ € U. Dann ist aber v —v' = v —u € U.

(il) = (i): Setze u = v — v'. Wir setzen voraus u € U. Als erstes zeigen wir:
U+vCU+v'.Seialso uy e U.Esist uy +v=u1+v—v+v =u;+u+v €
U+ v, denn u; +u € U. Analog sehen wir: U +v' C U + v (ist ug € U, so ist
ug+v =up+v —v'+v=u; —ut+velU+w).

(Die Teilmengen der Form U+wv bilden also eine “Partition” der Menge
V im Sinne der Mengenlehre — das heif$t: die Vereinigung dieser Teil-
mengen ist ganz V und scheiden sich zwei dieser Teilmengen, so sind
sie gleich). Man verwechsle nicht die beiden ganz verschiedenen Begriffe
“Partition” — bei den “Partitionen” im Sinne der Mengenlehre handelt
es sich um eine Menge von Mengen; bei den zahlentheoretischen “Par-
titionen”, die wir fiir die Jordan’sche Normalform gebraucht haben,
hanelt es sich um eine endliche Folge natiirlicher Zahlen!)

Man nennt U + v eine Nebenklasse von U in V, und v einen Reprisentanten
dieser Nebenklassen: Die Reprdsentanten der Nebenklasse U + v sind gerade die
Elemente von U + v.

Beweis: Wegen v = 0+ v gehért v zu U + v. Ist umgekehrt ein Element von
U+ v gegeben, etwa u+v mit u € U, soist U+v=U+ (u+v), also ist u+ v ein
Représentant. der Nebenklasse U + v.

Wir sehen also: Eine Nebenklasse hat iiblicherweise viele Repréisentanten, eben
alle ihre Elemente. Nur im uninteressanten Fall U = {0} sind die Nebenklassen
einelementig (es ist {0} + v = {v} fiir jedes v € V.
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(Manchmal nennt man U + v die “Restklasse” von v modulo U. Ganz
allgemein nennt man die Teilmengen M C V der Form M = U + v,
wobei U ein Unterraum von V und v ein Element von V ist, die
nicht-leeren affinen Teilrdume von V. (Warnung: Manchmal spricht
man auch von “affinen Unterrdumen”; dies kann aber irrefithrend sein,
denn affine Teilrdume sind fast ausnahmslos keine Unterrdume).

Weiter unten werden wir uns mit der Menge aller affinen Teilrdume
eines Vektorraums beschiftigen, in diesem Abschnitt betrachten wir
nur diejenigen affinen Teilrdume v+ U, bei denen U ein festgewahlter
Unterraum ist.

Die Vektorraum-Struktur von V/U . Es gilt: V/U ist ein Vektorraum vermége
der folgenden Operationen:

(%) U+v)+(U+w)=U+ (v+w)
(%) cU+v)=U+cv

fiir v,w € V und ¢ € K, man nennt ihn den Faktorraum von V modulo U (manche
Biicher sprechen auch vom “Quotientenraum”). Hier ist zu zeigen, dass dies “wohl-
definiert” ist, und dass dann die Vektorraum-Axiome gelten. Beides ist einfach, doch
macht der Beweis der Wohldefiniertheit einem Anfinger oft Kopfzerbrechen! Schaut
man sich (x) genauer an, so sieht man folgendes: Man beginnt links mit den affinen
Teilrdumen U +v, U +w und will (U +v)+ (U + w) definieren. Nun lisst sich aber
U+wv (falls dimU > 1) auch in der Form U +v' schreiben, wobei v’ # v ist (es muss
janur v/ = v +u fiir ein u € U gelten). Entsprechend hat man U +w = U +w' fiir
verschiedene w’. Zu untersuchen ist also, ob aus U4+v =U+v" und U+w = U +w’
folgt, dass U+ (v+w) = U+ (v'+w') gilt. Wire dies nicht der Fall, so wire die rechte
Seite von (x) durch die linke Seite gar nicht eindeutig bestimmt, die vorgeschlagene
Addition wére also nicht “wohldefiniert”. Hier allerdings gibt es keine Probleme: Ist
U+v=U+v,s0ist v—v' €eU.Ist U+w=U+w', soist w—w' € U. Dann ist
aber (v4+w)— (v +w') = (v—2")+ (w—w'") € U, denn U ist abgeschlossen unter
+, also ist U + (v + w) = U + (v + w'). Entsprechend zeigt man, dass auch die
Skalarmultiplikation auf V/U wohldefiniert ist. Das Null-Element des Vektorraums
V/U ist natiirlich gerade U selbst.

Das folgende Beispiel zeigt links einen eindimensionalen Unterraum U von V =
R?, namlich die Vielfachen des Vektors [2

1] , rechts daneben sieht man einige

affine Teilriume der Form U + v; mit v; € R? | dabei ist v; = [g} y V2 = [g] ;

vy = [(1)] , Vg = [g} , V5 = [_01} (natiirlich kann jedes U + v; auch in ganz

anderer Form geschrieben werden — es ist U +v; = U + [ﬂ =U+ [:] =

... ). Alle diese Geraden U + v; sind Elemente von V/U; insgesamt ist V/U
gerade die Menge aller zu U parallelen Geraden (einschlielich U selbst). Um
ein Beispiel fiir die Addition auf der Menge V/U vor Augen zu haben: es ist
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(U+’U2)+(U+’U3)=U+’Ul.

U+U1
U+ws
U+wvs
U4vy =U
U+U5

/
1 ~

AN

/

Die kanonische Projektion V — V/U. Die Zuordung v — ny(v) = U + v
fiir v €V liefert einen surjektiven Vektorraum-Homomorphismus

Ty V —V/U

und der Kern von my ist gerade U (meist schreibt man fiir v € V statt 7wy (v)
einfach 7).

Beweis: Dass die Zuordnung additiv ist, steht gerade in der Gleichung (x), dass
sie mit Skalaren vertauscht, in der Gleichung (*x). Dass der Kern gerade U ist sieht
man unmittelbar.

Folgerung (Dimensionsformel fiir Faktorrdume). Ist V ein endlich-dimensionaler
Vektorraum und U ein Unterraum, so ist

dimV/U = dimV — dimU.

Dies ist eine unmittelbare Folgerung der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen,
angewandt auf die Abbildung 7y . Sie besagt dim Bild(ny) = dim V —dim Kern(7y).
Aber Bild(ny) = V/U und Kern(ny) = U.

Sei U ein Unterraum von V. Seien vy, ...,v; Elemente von V.

(a) Ist U + (vy,...,v) =V, so ist U1,...,0; ein Erzeugendensystem von V/U .

(b) Ist die Folge (vy,...,0,) linear unabhingig in V/U , so ist die Folge (v1,...,vy,)
linear unabhdngig in V .

(¢) Genau dann ist vy,...,v; eine Komplementdrbasis von U in V , wenn vy, ..., 0
eine Basis von V/U ist.

Lemma. Sei V = U ® U’. Dann ist die Hintereinanderschaltung der Inklusion
U’ CV und der Projektion ny: V — V/U ein Isomorphismus U' — V/U .

Beweis: Die Hintereinanderschaltung bildet v’ € U’ auf U + v’ ab. Sie ist
injektiv, denn ist U +u' =0 = U, so ist u’ € U, aber UNU’ =0, also v’ = 0. Die
Hintereinanderschaltung ist surjektiv: Ist U +v mit v € V ein beliebiges Element
aus V/U, so schreiben wir v = u + v’ mit v € U und v’ € U'. Es ist my(u') =
U+v=U+u+u =U+w.
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Die “universelle Eigenschaft” der Abbildung 7y . Die lineare Abbildung
wu hat die Figenschaft 7y(U) = 0, und jede lineare Abbildung f: V — W mit
f(U) = 0 lasst sich eindeutig durch wy faktorisieren. Das heifit: es gibt zu f eine
und nur eine lineare Abbildung f': V/U — W mit f = f'my. Statt die Gleichung
f = f'my hinzuschreiben, wird oft das folgende “kommutative Dreieck” notiert:

Ty

1% vV/U

N

w

Beweis: Die erste Aussage wurde oben schon notiert: Es gilt nicht nur U C
Kern(my), sondern sogar U = Kern (7). Um die zweite Aussage zu zeigen, betrach-
ten wir eine lineare Abbildung f: V — W mit f(U) = 0. Wir wollen f': V/U - W
durch f'(v4+U) = f(v) definieren. Wir miissen zeigen, dass dies wohl-definiert ist,
dass also fir v,v' € V mit v+ U =v' 4+ U gilt f(v) = f(v’). Dies folgt aber aus der
Voraussetzung f(U) = 0. Ferner ist zu zeigen, dass f’ linear ist ... . Und endlich
ist zu zeigen, dass f’ eindeutig bestimmt ist ... .

Sind V,W Vektorrdume und ist f: V — W eine lineare Abbildung, so erhilt
man einen Isomorphismus f: V/Kern(f) — Bild(f) durch f(v) = f(v).

Beweis: Hier ist wieder als erstes zu zeigen, dass die Abbildung f “wohlde-
finiert” ist: Ist Kern(f) + v = Kern(f) + v/, so ist v — v € Kern(f), also ist
f(w) = f(v'). Dass die so definierte Abbildung linear ist, rechnet man sofort nach.
(Man kann aber die Existenz von f auch direkt aus der universellen Eigenschaft
VON Tgern(s) ableiten: Wegen f(Kern(f)) = 0 existiert eine und nur eine lineare
Abbildung f: V/Kern(f) — W mit f = 77rKem( f); betrachten wir f als Abbildung
f:V — Bild(f), so erhalten wir entsprechend f: V/Kern(f) — Bild(f)). Man sieht
unmittelbar, dass f: V — Bild(f) surjektiv ist.

Injektivitit: Ist f(¥) = 0, so ist f(v) = 0, also ist v € Kern(f) und demnach
ist ¥ = Kern(f) + v = Kern(f) das Null-Element von V/Kern(f).

Ist f: V — W linear, so definiert man den Cokern von f durch Cokern(f) =
W/ Bild(f). Offensichtlich gilt: Genau dann ist f surjektiv, wenn Cokern(f) = 0
gilt. Diese Aussage entspricht der bekannten Formulierung: Genau dann ist f injek-
tiv, wenn Kern(f) = 0 gilt.

Funktorialitit. Seien V,W Vektorrdume, sei V' Unterraum von V , sei W'
Unterraum von W . Sei f: V — W lineare Abbildung mit f(V') C W'. Dann wird
durch f"(v+V') = f(v)+ W' eine lineare Abbildung f": V/V' — W/W' definiert,
sodass das folgende Diagramm kommutativ ist:

|4 » V > V/V!
b b L
w' > W > W/W'
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dabei sind die horizontalen Abbildungen die kanonischen Abbildungen (Inklusion,
Projektion) und f’: V! — W' ist die Einschrinkung von f auf V'.

Beweis: Wir definieren f” durch f"(v+ V') = f(v) + W' fiir v € V. Wieder
ist zu zeigen, dass f” wohldefiniert ist. Natiirlich ist ein so definiertes f” linear und
das rechte Quadrat ist kommutativ (das linke sowieso). Die Existenz von f” folgt
aber auch unmittelbar aus der universellen Eigenschaft von my:.

Matrizen-Version: Seien V, W endlich-dimensional. Nimm eine Basis von V'
und setze sie fort zu einer Basis von V. Nimm eine Basis von W’ und setze sie fort zu

einer Basis von W . Dann wird f durch eine Matrix der Form beschrieben,

B
0 C
dabei ist A Matrizendarstellung von f’ (und zwar beziiglich der gegebenen Basen
von V' und W' und C ist Matrizendarstellung von f” (beziiglich der Basen von
V/V' und W/W' | die man durch die gegebenen Komplementérbasen von V' ind V

bzw. von W' in W erhilt).

Ausblick. Eine derartige lineare Abbildung f: V — W mit f(V') C W’ liefert
nicht nur die beiden Abbildungen f’ und f”, sondern zusiitzlich auch noch eine
Abbildung 6: Kern(f") — Cokern(f’), siche Ubungsaufgabe 3.4. Insgesamt erhilt
man ein grofles Diagramm, wobei alle Quadrate kommutativ sind:

Kern(f') — Kern(f) — Kern(f")

Vv — 1% — V/V’
P e WX

w — W — W/W

| l l

Cokern(f') — Cokern(f) —s Cokern(f")

die horizontalen Abbildungen links sind Inklusionsabbildungen, oder aber (die un-
terteste) durch eine Inklusionsabbildung induziert; die horizontalen Abbildungen
rechts sind Projektionsabbildungen oder aber (unten und oben) durch Projektions-
abbildungen induziert. Von besonderem Interesse ist die Folge der in diesem Dia-
gramm enthaltenen Abbildungen

Kern(f') — Kern(f) — Kern(f”) - Cokern(f') — Cokern(f) — Cokern(f"),
diese Folge spielt in der “homologischen Algebra” eine Rolle. Mehr soll hier nicht
verraten werden!

Homologie. Seien Vj, Vi, Vo Vektorrdume und fo: Vo — Vi, fi: Vi — Vs
lineare Abbildungen. Ist f; o fo = 0, so ist Im(fp) C Kern(f;) und man kann den
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Faktorraum Kern(f1)/Im(fo) bilden, man nennt ihn die Homologie der Folge

Vo L% v, I v,

Dies ist eine ganz wichtige Konstruktion in vielen Teilgebieten der Mathematik (zum
Beispiel in der Algebra, in der Topologie und in der algebraischen Geometrie).

2B. Ein wenig “affine Geometrie”.

Erinnerung: Eine Teilmenge M des Vektorraums V heifit affiner Teilraum falls
M entweder leer oder von der Form M = v+ U ist, wobei U ein Unterraum von V
und v ein Element von V ist. (Warnung: In manchen Biichern werden nur nicht-leere
affine Teilrdume betrachtet!)

(1) Seien U,U" Unterriume, v,v' Vektoren. Es ist U+v = U'+v" genau dann,
wenn gilt: U=U" und v—v' € U.

(Insbesondere gilt: der Unterraum U ist durch U + v eindeutig bestimmt, nicht
jedoch der Vektor v - dieser kann durch einen beliebigen Vektor in U + v ersetzt
werden! Anders formuliert: Ist M C V ein affiner Teilraum und a € M, so liefert die
Verschiebung von M um —a einen Unterraum U und es ist M = U 4 a. Man kann
den Unterraum U der zu M = U + v gehort, auch folgendermaflen charakterisieren:
Ist M =U +v ein affiner Teilraum, so ist U = {v; — vy | v1,v2 € M }. Unterrdume
werden manchmal zur Unterscheidung von den allgemeineren affinen Teilrdumen
auch lineare Unterrdume genannt.

Ist U ein Unterraum und v € V', so ist ja U durch U + v eindeutig bestimmt
und man nennt dimU die Dimension des affinen Teilraums U + v. Fiir einige Di-
mensionen d verwendet man folgende Bezeichnungen (dabei sei dimV = n)

d Bezeichnung
-1 leere Menge

0 Punkt

1 Gerade

2 Ebene

n—1 Hyperebene

(1) Die affinen Teilraume von K™ sind gerade die Losungsmengen der linearen
Gleichungssystem in n Variablen mit Koeffizienten in K .

(2) Sind vy # v Punkte in V, so gibt es genau eine Gerade G, die die beiden
Punkte enthdlt (und zwar G = vy + K (vy — v1)).

(3) Charakterisierung. Die Charakteristik des Grundkorpers K sei ungleich
2. Dann gilt: Eine Teilmenge M C 'V st genau dann ein affiner Teilraum, wenn M
mit je zwei Punkten ay # as auch die durch ay und as gehende Gerade enthdlt.



LINKARE ALGRBRA 11 (OO0 £2UUQ)

(4) Der Durchschnitt zweier affiner Teilraume U +v und U’ +v' ist wieder ein
affiner Teilraum; ist der Durchschnitt nicht leer, so ist

U+v)NnU +v)=UNU") +w,

dabei ist w ein beliebiger Vektor im Durchschnitt.

2C. Abb(S,W) und Unterrdume.

Sei K ein Korper, W ein K -Vektorraum. Sei S eine Menge. Es sei daran er-
inenrt, dass wir mit Abb(S, W) die Menge aller Abbildungen S — W bezeichnen.
Diese Menge trégt eine “kanonische” Vektorraum-Struktur, ndmlich vermoge punkt-
weiser Addition und punktweise Skalar-Multiplikation: Sind f,g € Abb(S, W) und
ist ce K,sosind f+ ¢ und cf auf folgende Weise definiert: fiir s € S setzt man

(f+9)(s) = f(s)+g(s)
(cf)(s) =c- f(s).

(Zu zeigen ist, dass die Vektorraum-Axiome erfiillt sind, dass also zum
Beispiel das Assoziativ-Gesetz fiir die Addition gilt: (f+g)+h = f+
(9+h) fir f,g,h € Abb(S,W).Da (f+g)+h, f+(g9+h) Abbildungen
sind, zeigt man die Gleichheit dadurch, dass man zeigt: fiir jedes s € S
gilt ((f+g9)+h)(s)=(f+(g+h))(s), und dies zeigt man durch:

((F+9)+h)(s) = (f +9)(s) + h(s) = (F(s) + 9(s)) + h(s)
f(s) + (9(s) + h(s))
f(s

+
() + (g +h)(s) = (f + (9 + h))(s)

|

das erste, zweite, vierte und fiinfte Gleichheitszeichen beruht auf der
hier eingefiihrten Definition der Addition von Abbildungen, das dritte
Gleichheitszeichen ist die Assoziativitdt der Addition in W. Und so
weiter und so weiter. Betont werden sollte, dass das Nullelement von
Abb(S, W) die Nullabbildung n: S — W mit n(s) = 0 fiir alle s € S
ist - statt n schreibt man wie iiblich einfach 0.)

Satz. Ist S endliche Menge und W endlich-dimensionaler Vektorraum, so ist
auch Abb(S, W) endlich-dimensional und es gilt

dim Abb(S, W) = [S| - dim W

Ist f: S — K eine Abbildung, so nennt man {s € S | f(s) # 0} den Triger
von f.Mit Abbg(S, K) (oder auch einfach mit K[S]) bezeichnen wir den Unterraum
aller Abbildungen f: S — K mit endlichem Trager. (Man verifiziert problemlos, dass
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dies wirklich ein Unterraum ist!) Definiert man fiir s € S die Abbildung 65: S — K
durch d,4(s") =0 fiir s’ # s und J5(s) = 1, so gilt: die Menge {05 | s € S} ist eine
Basis von Abbg(S, K).

Ist V ein Vektorraum und ist eine Familie von Vektoren vy € V, (s € 5),
gegeben, so wird durch d; — vs eine lineare Abbildung e: Abby(S, K) — V defi-
niert. Der Faktorisierungsatz fiir lineare Abbildung besagt dann, dass € eine injektive
Abbildung

€: Abbg(S,K)/Kern(e) » V

induziert. Ist die Menge vs (s € S) ein Erzeugendensystem, so ist ¢ (und daher
auch € surjektiv. Wir sehen also: V ist in diesem Fall isomorph zum Vektorraum
Abby (S, K)/ Kern(e). Ist vs (s € S) eine Basis, so ist Kern(e) = 0, demnach ist V'
(unter €) zu Abbgy(S, K) isomorph.

Sind V, W K -Vektorrdume, so haben wir mit Homg (V, W) (oder auch einfach
mit Hom(V,W)) die Menge aller K -linearen Abbildungen V' — W bezeichnet —
dies ist natiirlich eine Untermenge von Abb(V, W) und es gilt: Homg (V, W) ist
ein Unterraum von Abb(V,W) (denn sind f,g € Hom(V,W) und ¢ € K, so sind
auch die Abbildungen f + ¢ und cf linear). Sind also f,g: V — W Elemente
von Hompg (V, W) (also lineare Abbildungen), so ist die Abbildung f + g durch
(f+9)(v) = f(v) + g(v) definiert; entsprechend ist cf fiir ¢ € K durch (cf)(v) =
c¢- f(v) definiert.

Betrachten wir den Spezialfall V = K™, W = K™, so sieht man: Die Zuordnung
C — fc fir C € M(m x n,K) liefert einen Vektorraum-Isomorphismus

M(m x n,K) — Homg (K", K™)

(denn man rechnet sofort nach, dass gilt: farp = fa + fp und foa = cfe, fir
A,B,C € M(m x n,K) und ¢ € K). Dass die Zuordnung C — fc bijektiv ist,
haben wir vor Urzeiten verifiziert; neu fiir uns ist, dass die Zuordnung auch linear
ist.

Ganz allgemein gilt: Sind V, W endlich-dimensional, so ist

dim Homg (V, W) = dimV - dim W.

Genauer wissen wir folgendes: Ist V = (v1,...,v,) eine Basis von V und W =
(w1, ..., wn) eine Basis von W, so definieren wir ¢;; € Homg (V,W) fir 1 <i <
m, 1 <7 <n durch

- ] w; fir 5=k
‘b”(”’“)_{ 0 fir j£k
Dann gilt: Die Elemente ¢;; bilden eine K -Basis von Hompg (V,W). Vermoge der
Basis V konnen wir V' mit K™, vermoge der Basis W konnen wir W mit K™
identifizieren, wir erhalten demnach einen Vektorraum-Isomorphismus

M(m x n, K) = Homg (V, W),
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dabei wird der Matrix C' = (c;;)i; die lineare Abbildung f mit f(v;) = >, cijw;
zugeordnet. Insbesondere wird der Matrix E;; (mit einer 1 an der Position (4, j) und
Nullen sonst) die gerade definierte lineare Abbildung ¢;; zugeordnet. Und natiirlich
bilden die Matrizen E;; mit 1 <4 < m, 1 < j < n eine Basis von M(m x n, K).
Die umgekehrte Zuordnung haben wir mit M)‘,)V bezeichnet. Wir sehen also: Die
Zuordnung

My, : Homg (V,W) — M(m x n, K)

ist ein Vektorraum-Isomorphismus.

2D. Dualraum.

Wir haben gerade gesehen: Sind V, W Vektorrdume, so ist auch Hom(V, W)
ein Vektorraum. Wir betrachten jetzt den Spezialfall W = K. Sei also V ein K-
Vektorraum. Man setzt

V*=Hom(V,K)={f:V—>K | f linear }

Dies ist wieder ein K -Vektorraum, man nennt ihn den Dualraum von V (die Elemen-
te des Dualraums nennt man auch Linearformen auf V). Ist V' endlich-dimensional,
so ist dim V* = dim V' (wegen obiger Dimensionsformel).

Duale Basen. Ist V = (vy,...,v,) eine Basis von V| so bildet man Linearfor-
men (¢1,...,¢,) mit
i(vj) = 045,
dabei ist 9;; = 1, falls ¢ = 5, und Null sonst (man nennt §;; das Kronecker-Delta).
Es gilt:
o Ist v = Z?:l )\j’l)j, SO ist (151(’1)) = )‘z .
e Man kann dies auch so formulieren: Fiir jedes v € V' ist

v =2 bi(v)vi.

e Die Linearformen ¢, ..., ¢, sind linear unabhéngig (denn ist Y ., c;¢; = 0
mit ¢; € K, und so wende diese Linearform auf v; an: Z?:l c;¢; angewandt
auf v; liefert ¢;, die Nullabbildung angewandt auf v; liefert Null, also ¢; = 0.)

o Fiir jedes ¢ € V* gilt:

¢ = 22;1 B(v;) b

e Also gilt: Linearformen ¢, ..., ¢, erzeugen V*.
e Insgesamt sehen wir: Die Folge (¢1,...,¢,) ist eine Basis von V*, man nennt
sie die zu V duale Basis.

Der Bidualraum V**. Da V* ebenfalls ein K-Vektorraum ist, konnen wir
auch den Dualraum V** von V* bilden, also die Menge der Linearformen auf V*.
Man nennt V** den Bidualraum von V. Es gibt eine kanonische Abbildung

t: V= V* definiert durch ¢(v)(f) = f(v) fir veV,feV™.
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Diese Abbildung ist injektiv, denn sind zwei Vektoren v; # v2 in V' gegeben, so gibt
es eine Linearform f mit f(v1) # f(v2). Ist V endlich-dimensional, so ist ¢ auch
surjektiv, denn dann ist dimV = dim V**. (Ist V nicht endlich-dimensional, so ist
¢ nicht surjektiv.)

Also: Ist V endlich-dimensionaler Vektorraum, so ist die kanonische Abbildung
V. — V** ein Vektorraum-Isomorphismus. Die Surjektivitdt bedeutet: Zu jeder Li-
nearform e: V* — K gibt es ein v € V mit e(¢) = ¢(v) fiir jedes ¢ € V* — jede
Linearform auf dem Dualraum ist eine “Auswertungsabbildung”.

Folgerung. Ist V endlich-dimensional, so gilt: Jede Basis von V* ist die duale
Basis zu einer Basis von V.

Beweis: Sei ¢1, ..., ¢, eine Basis von V*. Sei €1,...,¢€, die duale Basis in V**.
Zu €; gibt es v; € V mit ¢;(¢) = ¢(v;) fiir alle ¢ € V*. Es ist
¢;(vi) = €i(d;) = iy,
also ist ¢1,..., ¢, die duale Basis vu vy,...,v,.
Annullatoren. Ist M eine Teilmenge von V', so setzt man
M ={feV*| f(v)=0 firalle ve M}.
und nennt dies den Annullator von M . Ist ® eine Teilmenge von V*, so setzt man
P°={veV|f(v)=0 firalle fe d},

und nennt dies den Annullator von ®.

Wir werden einige ganz elementare Eigenschaften der Annulatorbildung thema-
tisieren. Dabei werden wir sehen, dass es immer zwei sich entsprechende Aussagen
gibt, eine bezieht sich auf V', die andere auf V*. Wir beginnen mit folgenden Eigen-
schaften, dabei seien M, My, My CV, und ®, P, P C V*.

(0) Es ist M° = (M)° und ®° = (P)°.
(1) M? ist ein Unterraum von V* | und ®° ist ein Unterraum von V . (Beweis: Man
verwendet einerseits die Linearitit der Elemente aus V*, und andererseits, wie

Addition und Skalarmultiplikation auf V* definiert sind.)

(2) Es gilt:

M, C My = M7P 2 M3. Und entsprechend ®; C &3, — &7 D 5.

(Achtung: Beachte, dass sich das Inklusionszeichen jeweils umgedreht hat! Der
Beweis allerdings ist vollig trivial.)

(3) Esist

M C M°° und & C o°°.
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(Beides ist vollig trivial: Ist v € M, und ¢ € M°, so gilt ¢(v) = 0 und es ist

dies, was zu zeigen ist.)

Weiter unten folgen weitere derartige elementare Eigenschaften. Zuerst soll aber
(3) im Fall eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' verschéirfen; dazu brauchen
wir:

Satz. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum.

(4) Sei U ein Unterraum von V. Sei v1,...,v, eine Basis von U. Wir setzen
dies fort durch vy41,...,v, zu einer Basis von V und bilden die duale Basis
1. .., ¢n zur Basis vi,...,v,. Dann ist ¢p41,...,¢, eine Basis von U°.

(4%) Sei ¥ ein Unterraum von V*. Sei ¢1,...,¢s eine Basis von V. Wir setzen
dies fort durch ¢si1,...,¢n zu einer Basis von V*. Sei ¢1,...,¢, die duale
Basis zur Basis v1,...,v,. Dann ist vsy1,...,v, eine Basis von ¥°.

Beweis von (4): Es ist ¢;(v;) = 0 fir » < 4 < n und 1 < j < r, also ist
(br+1y---,0n)) C U°. Umgekehrt, sei ¢ € U°. Schreibe ¢ = . c;¢; und wende
dies auf v; mit 1 < j <r an. Es ist 0 = ¢(v;) = (>, ci¢hi)(vj) = ¢;. Also ist ¢ eine
Linearkombination von ¢,41,..., ¢y.

Beweis von (4*): Entsprechend.

Folgerung 1. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum, Sei U ein Unter-
raum von V', sei ¥ ein Unterraum von V*. Dann gilt:

dimU +dimU° =dimV und dim® + dim®° =dimV.

Folgerung 2. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Set U ein Unter-
raum von V, sei ® ein Unterraum von V*. Es ist

U°=U, und &°°= 0.

Zum Beweis verwendet man (3) und die Tatsache, dass dimU = dimU®° gilt;
letzteres folgt aus den beiden Formeln

dimU +dimU® =dimV =n
dimU°® +dimU®® =dimV* = n.

Folgerung 3. Sei V endlich-dimensionaler Vektorraum. Fiir Teilmengen M C
V und ® C V* gilt:

M°° = (M), und ®°°= (D).

Hier nun weitere elementare Eigenschaften der Annulator-Bildungen, die nur
auf den Definitionen beruhen. Wieder seien M, My, My C V, und &, ®,, P, C V*.
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(4) Es ist

(MyUM,;)° = M2 MS. und (91 U ®y)° = 3 N 3.

(Beweis. Auch dies ist vollig trivial!)

(4") Seien My, Ms Unterrdume von V , seien ®1,®9 Unterrdume von V*. Dann
qilt:

(My+ My)° = M2 MY und (1 + ®5)° = B9 N &S,

(Beweis: Dies folgt unmittelbar aus (1) und (4). Dabei braucht man von den
Unterraum-Eigenschaften nur, dass die genannten Mengen die Null enthalten.)

Folgerung 4 des Satzes. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. FEs
seien Uy, Uy Unterrdume von V und ®1,®o Unterrdume von V*. Dann gilt

()

UL NTL)° = UL+US,  (B1NB)° = &+ &S,

Achtung: Diese Aussage (5) ist formal &hnlich zur Gleichung (4’). Wihrend
aber bei (4’) beide Inklusionen C und DO ganz offensichtlich sind, ist hier zwar die
Inklusion (U;NU2)° C UP+Us offensichtlich, nicht jedoch die umgekehrte Inklusion.

Beweis der ersten Gleichheit in (5), die zweite zeigt man analog:
UNT2)° = (U NTUS)° = (U3 +U3)* = U3 + U5,

Das erste und das letzte Gleichheitszeichen stammt aus der Folgerung 2, das mittlere
ist (47).
Aus (5) folgt unmittelbar:

(6)

UyNUs = (U +US)°, &Ny = (TS + B)°.

Die Gleichungen (6) folgen aus (5), wenn man (—)° anwendet.

Bemerkung. Ublicherweise identifizieren wir den K™ mit dem Vektorraum
M(nx1,K) der Spaltenvektoren der Linge n. Den Dualraum V* von V = K"
konnen wir entsprechend mit dem Vektorraum M (1 x n, K) aller Zeilenvektoren
der Linge n identifizieren, dabei ordnen wir jeder Linearform ¢: K™ — K ihre
Matrizendarstellung (beziiglich der kanonischen Basen von K™ und K = K') zu.
Ist nun ® eine endliche Teilmenge von V*, so besteht also & aus endlich vielen
Zeilenvektoren, etwa aus den Zeilenvektoren [a;q,...,a;,] mit 1 < i < m, und ®°
ist gerade die Menge Los(A,0) aller Losungen des homogenen linearen Gleichungs-
systems AX =0 mit A= (aij)ij-

Ist andererseits M eine endliche Teilmenge von V = K™, so erhilt man M°
ebenfalls mit Hilfe eines homogenen linearen Gleichungssystems, wir miissen dabei
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allerdings transponieren: Wir konnen annehmen, dass M die Menge der Spalten
einer Matrix B ist. Bilde die Losungsmenge Los(*B,0) des homogenen linearen
Gleichungssystems mit Koeffizientenmatrix ¢B. Die Transponierten der Vektoren
in Los(*B,0) sind Zeilenvektoren, also Elemente von V*, und die Menge dieser
transponierten Vektoren ist gerade M°.

Berechnung des Durchschnitts von Unterrdumen U;,U; eines endlich-
dimensionalen Vektorraums V. Man kann die in Folgerung 3 formulierte Gleichung

Ui NU; = (U? +US)°

verwenden, um den Durchschnitt U; N Usy effektiv zu berechnen.

Beispiel: Sei V = Q3. Sei

A R R S N
SR PN E R P N

Esist V= Q* = M(3 x 1,Q), den Dualraum (Q%)* identifizieren wir mit
M(1 % 3,Q).

(1) Berechnung von Uy . Gesucht sind alle Zeilenvektoren [z, zo z3] mit

1 1
[z1 x2 z3]|—4| =0 und [z1 z2 z3]|—-5| =0,
4 )
also ist das Gleichungssystem AX = 0 mit A = [1 :: _45] zu losen. Eine Treppen-

normalform zu A ist [(1) (1) 490} , also gilt Uy = ([—40, -9, 1]).

(2) Berechnung von Ug. Zu losen ist hier das Gleichungssystem BX = 0
. 6 —16 4 . o
mit B = [_7 5 8 (1)(1)18], also gilt Uy =
<[_4a —18, 1]>

(3) Damit ist gezeigt: Uy + Us = ([—40, -9, 1], [—4, —18, 1]).

(4) Berechnung von (UP+Us)°. Gesucht sind alle Spaltenvektoren [z, z2 z3]
mit

]. Eine Treppennormalform zu B ist [

I 1
[-40 —9 1]|z2| =0 und [-4 —-18 1]|za| =0.
T3 T3
also ist das Gleichungssystem CX = 0 mit C' = [__440 __198 1] zu 16sen. Eine Trep-

pennormalform zu C' ist

1
1
0 1 —5
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1
also gilt Uy NUy = (U +Us)° = (| 4 |).
76

Duale Abbildungen. Seien V,W Vektorrdume, sei f: V — W eine lineare
Abbildung. Die zu f duale Abbildung f*: W* — V* ist folgendermaflen definiert:
Fiir ¢ € W* ist f*(¢) =¢do f: V — K. Diese Zuordnung

Hom(V,W) - Hom(W*,V*) mit f~— f*

ist offensichtlich K -linear. Sind V, W endlich-dimensionale Vektorrdume und wihlen
wir Basen V = (v1,...,v,) in V und W = (wy,...,w,) in W, so kénnen wir f
durch eine Matrix A beschreiben; beziiglich der dualen Basen von V* und W* wird
[* durch die transponierte Matriz *A beschrieben. (Dies sollte man nachrechnen!)

Lemma. Seien V,W endlich-dimensionale Vektorraume. Sei f: V — W eine
lineare Abbildung. Dann ist

(Im f)° =Kern f* und (Im f*)° = Kern f.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass die Unterrdume (Im f)° und Kern f* von W*
iibereinstimmen. Sei also @ € W*. Genau dann ist a € (Im f)°, wenn a(Im f) =0
gilt, wenn also ao f = 0, und dies ist genau dann der Fall, wenn o € Kern f* liegt.

Nun betrachten wir die beiden Unterrdume (Im f*)° und Kern f von V. Sei
veV.Ist veKemf,soist f(v) =0, also ist (¢po f)(v) = ¢(f(v)) = 0 fiir alle
¢ € W*, und demnach v € (Im f*)°. Auch die Umkehrung gilt.

Korollar. Seien V,W endlich-dimensionale Vektorrdume. Sei f: V — W eine
lineare Abbildung. Die Abbildungen f und f* haben den gleichen Rang.

Beweis: Es ist

rang(f*) = dimIm f* = dim V* — dim(Im f*)° = dim V — dim Kern f = rang(f).



