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Teil 3. Euklid’sche Vektorrdume. Unitdre Vektorraume

3A. Bilinearformen.

Sei K ein Korper, sei V' ein K -Vektorraum. Eine Bilinearform ¢ auf V ist
eine Abbildung ¢: V x V — K mit den folgenden beiden Eigeschaften:
(1) Seien v,w;, w2 € V und ay,as € K, so ist

o(v, ywy + a2ws) = a1p(v, wr) + azp(v, ws).
(2) Seien v1,v,w € V und ay,as € K, so ist
p(a1v1 + agva, w) = (v, w) + azp(v2, w).

(Bedingung (1) besagt, daf§ fiir jedes v € V' die Abbildung ¢(v,—): V — K linear
ist; Bedingung (2) besagt, daf fiir jedes w € V' die Abbildung ¢(—,w): V — K
linear ist; daher der Name “bilinear”). Man sagt, daf§ die Bilinearform ¢: VxV — K
symmetrisch ist, falls ¢(v,w) = p(w,v) fiir alle v,w € V gilt.

Ist ¢: V xV — K bilinear, ist vy,...,v, eine Basis von V und bilden wir
a;j = ¢(v4,v5), so erhalten wir eine (n x n)-Matrix A = (a;5);; und es gilt: Sind
v, w beliebige Vektoren von V', etwa v =), a;v; und w =), f;v;, so ist

aip -+ Qin B1
ov,w)=[ar ... ] :

p1 - Qpnp /Bn

Ist A = (aij)i; eine (n x n)-Matrix mit Koeffizienten in K, so definieren wir eine
Abbildung ¢4: K™ x K™ — K durch

pav,w) i="v- A w;

man rechnet sofort nach, dal ¢4 eine Bilinearform auf K™ ist. Und, wie wir gerade
gesehen haben, erhilt man jede Bilinearform auf dem Vektorraum K" auf diese
Weise. Beachte: Genau dann ist ¢4 eine symmetrische Bilinearform, wenn A eine
symmetrische Matrix ist.

3B. Euklid’sche Vektorrdume.

Sei jetzt K = R. Sei V' ein R-Vektorraum. Eine Bilinearform ¢ auf V heifit
positiv definit, falls o(v,v) > 0 fiir alle v # 0 gilt. Ist V ein reeller Vektorraum mit
einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform ¢, so nennt man (V,¢) einen
euklid’schen Vektorraum, statt (v, w) schreibt man hiufig einfach (v, w), und man

nennt (—, —) oder eben ¢ das innere Produkt.
Achtung. Bisher haben wir spitze Klammern (vq,...,v,) verwendet,
um den von den Vektoren vy, ..., v, erzeugten Unterraum zu bezeich-

nen. Im Fall eines euklid’schen Vektorraums wiirde dies (zumindest bei
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Paaren von Vektoren) zu Unklarheiten fithren. Im Folgenden werden
wir den von wvy,...,v, erzeugten Unterraum mit span(vy,...,v,) be-
zeichnen!

Beispiel 1. Sei A = (a;;)i; eine Diagonalmatrix (also a;; = 0 fiir i # j).
Genau dann ist ¢4 positiv definit, wenn a;; > 0 fiir alle 7 gilt. Denn:

C1 C1 n
eal| |, ) =D aud
=1

Cn Cn

Ist also A eine derartige Matrix, so ist (R™,¢4) ein euklid’scher Vektorraum. Ins-
besondere ist der Fall A = I,, wichtig, man nennt (R",¢; ) den kanonischen n-
dimensionalen euklid’schen Vektorraum, und ¢ das (kanonische) innere Produkt
auf R™ .

Beispiel 2. Seien a < b reelle Zahlen. Sei C([a,b]) die Menge der stetigen
reellwertigen Funktionen [a,b] — R. Definiere auf C([a, b]) eine Bilinearform

b
(frg) = / fHg(t)de fir f,g e Cla,b]).

Dies ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform.

Sei V = (V,(—,—,)) ein euklid’scher Vektorraum.

Norm. Ist v € V| sosetze ||v|| = \/(v,v). Man nennt dies die Norm des Vektors
v (oder auch seine “Lénge”). Man nennt v normiert, falls ||v|| = 1 gilt. Wir werden
uns spater noch genauer mit Rechenregeln, die die Norm betreffen, beschéftigen. Im
Augenblick ist vor allem die folgende Regel wichtig:

llvoll=|v]-|lv]| firalle veV und ve€R

Die Norm ist mit Hilfe der Bilinearform (—,—) definiert. Mit Hilfe der Norm dreier
Vektoren kann man umgekehrt das innere Produkt berechnen, denn es gilt:

1
(v, w) = 5 ([[v +wl* = ||l = |w]]*)

Das Normieren von Vektoren: Ist v # 0, so gibt es genau zwei normierte Vektoren
v mit span(v) = span(v’), ndmlich die beiden Vektoren ﬁv und ||_Tl||v' Beweis:
Ganz allgemein gilt: ||[Av|| = |A|-||v||, fir A € R und v € V. Alsoist ||Av|| =1 genau

dann, wenn |A| = ||Tl|| gilt, also wenn A = ||Tl|| oder A\ = _||Tl||' Wenn man sagt,

dafl man einen Vektor v normiert, so meint man, dal man v durch ”TlH’U ersetzt.

Orthogonalitét. Zwei Vektoren v, w in V' mit (v, w) = 0 heilen orthonal. Sind
die Vektoren vy, ...,v,, paarweise orthogonal und alle von Null verschieden, und ist
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eine Linearkombination w =Y., c;v; gegeben, so erhdlt man den Koeffizienten c;
durch

w,v;
),
{vj,v5)
insbesondere sieht man: diese Folge v1,..., vy ist linear unabhingig. Ist hier v;

ein normierter Vektor, so ist der Nenner 1, also ist dann ¢; = (w,v;). (Ist u ein
normierter Vektor, so nennt man (w, u)u die Projektion des Vektors w in Richtung
w.) Man nennt vy, ..., v, eine Orthonormalfolge in V | falls diese Vektoren normiert
und paarweise orthogonal sind. Ist diese Folge zuséatzlich ein Erzeugendensystem von
V' (also eine Basis), so spricht man von einer Orthonormalbasis.

Satz. Jeder endlich-dimensionale euklid’sche Vektorraum V' besitzt eine Ortho-
normalbasis. Starker: Jede Orthonormalbasis eines Unterraums von V lafit sich zu
einer Orthonalbasis von V' wverlingern.

Beweis: Sei U ein Unterraum von V. Sei uq, ..., u4,, eine Orthonormalbasis von
U. Wir kénnen annehmen U C V', wihle v € V' \ U. Bilde

, n
V=0 (v,ui)u;
=1

Es ist (v',u;) =0 fiir 1 <j <n, denn

(0 ug) = (0 =3 (v ui)ui,uj)
= (o) = D (v, i) {ui, )

= (v, u5) — (v, u;)(uj, uj) =0
Nun miissen wir v’ nur noch normieren: Setze U, 1 = ”U—l,”v’ . Natiirlich gilt:
Span (U1, « .y Uy, v) = span(uy, . .., Uy, v') = span(u, . .., U, Umi1)
Mit Induktion erhalten wir eine Orthonormalbasis von ganz V', die die gegebene

Orthonormalbasis von U fortsetzt.
Dieses Verfahren wird das Gram-Schmidt’sche Orthonormalisierungsver-

fahren genannt. Ist also eine Basis vq,...,v, von V gegeben, so erhilt man eine
Orthonormalbasis uq, ..., u,, so daf fir alle 1 < m < n gilt:
(%) span(vy, . .., Upy) = span(uy, . . ., Uy )

Das Verfahren erfodert jeweils zwei Schritte:
Sei schon eine Orthonormalfolge u, ..., u,, mit (x) gegeben.

e Orthogonalisieren. Setze

n
v =v— Zi=1<vm+1’ u,)uz
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e Normieren. Setze

1 !
Up41 = — 0.
" [|v']]
Dann ist u1,...,up+1 eine Orthonormalfolge mit
span(vi, ..., Umt1) = span(ui, . . ., Umt1).

Die Existenz einer Orthonormalbasis in einem endlich-dimensionalen euklid’schen
Vektorraum bedeutet, dass jeder n-dimensionale euklid’sche Vektorraum zum R"
mit dem kanonischen inneren Produkt “isomorph” ist. Sind zwei euklid’sche Vek-
torrdume (V,{(—, —)y) und (W,(—, —)w) gegeben, so nennt man eine Abbildung
f:V — W einen Isomorphismus (von euklid’schen Vektorrdumen) wenn f bijektiv
und linear (also ein Vekotrraum-Isomorphismus) ist und zusétzlich gilt

<f(U1)a f(U2)>W = <U1,122>V

fiir alle v1,v2 € V' (man sagt, dass f mit dem inneren Produkt [genauer: den beiden

inneren Produkten (—, =)y und (—, —)w ] vertriglich ist).
Sei V.= (V,(—,—)) ein euklid’scher Raum mit einer Orthonormalbasis V =
(v1,-..,v,). Dann liefert die Zuordnung e; — v; einen Isomorphismus f von R"

mit dem kanonischen inneren Produkt auf V,(—,—)) (mit f(>_ Ae;) =D Aiv;).

Beweis: Da V eine Basis von V ist, ist natiirlich f ein Vektorraum-Isomorphism.

Dass f mit dem inneren Produkt vertréiglich ist, folgt aus der Orthonormalitdt der
Basis V.

Ist U ein Unterraum, so bezeichnet man mit U+ die Menge der Vektoren v € V
mit (u,v) = 0 fiir alle u € U. Dies ist ein Unterraum, und es ist UN UL = 0. Wir
werden gleich sehen, da8 fiir endlich-dimensionales U auch U +U~ = V gilt: Wihle
eine Orthonormalbasis u1,...,u,, von U. Dann ist

/ n
v =0 — g o (v, uq)ug
=1

in UL und es gilt v € U+ C U+ UL, Also ist auch V = U + UL, (Wir kénnen
also V.= U @ U" schreiben).

3C. Orthogonale Endomorphismen.

Ist (V,(—,—)) ein euklid’scher Vektorraum, so nennt man einen Endomorphis-
mus f: V — V orthogonal, falls

(f(), f(w)) = (v,w) fiiralle v,weV

gilt. Genau dann ist f orthogonal, wenn ||f(v)|| = ||v|| fir alle v € V gilt, wenn
also f “normerhaltend” ist. (Beweis: Es sollte klar sein, daf ein orthogonaler Endo-
morphismus normerhaltend ist. Umgekehrt haben wir gesehen, dafl man das innere
Produkt mit Hilfe der Norm von Vektoren berechnen kann).
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Typische Beispiele orthogonaler Endomorphismen des kanonischen euklid’schen
Vektorraums R? sind die Drehungen f4: R? — R? mit

| cost —sint
~ |sint  cost

und t € R; wegen der Periodizitdt von Sinus und Cosinus reicht es, 0 < ¢t < 27 zu
betrachten. Man nennt A die Drehmatriz zum Winkel t. Ist t = 0, so ist A = I
die Einheitsmatrix, ist ¢ = 7, so ist A = —I ebenfalls eine Skalarmatrix (dies ist
gerade die Punktspiegelung am Urspung).

Satz (Hauptsatz iiber orthogonale Endomorphismen). Sei V' ein endlich-
dimensionaler euklid’scher Vektorraum. Sei f: V. — V' ein orthogonaler Endomor-
phismus von V. Dann besitzt V eine Orthonormalbasis, so daff f beziiglich die-
ser Basis eine Matrizendarstellung der Form EBZZl A; hat, wobei die Matrizen A;
(1 x 1)-Matrizen der Form [1] oder [—1] oder (2 x 2)-Drehmatrizen zu Winkeln
0<t; <m oder w<t; <2mw sind.

Bevor wir mit dem Beweis beginnen, ist an den Fundamentalsatz der Algebra
Zu erinnern.

Nachtrag zum Fundamentalsatz der Algebra. Der Fundamen-
talsatz der Algebra impliziert, dal der Grad eines jeden irreduziblen
Polynoms h € R[T'] 1 oder 2 ist. Eine Folgerung daraus ist:

Lemma. Sei V # 0 ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum.
Sei f:V — V ein Endomorphismus. Besitzt f keine Figenvektoren,
so gibt es in V einen zweidimensionalen f-invarianten Unterraum.

Beweis: Sei x¢(T) das charakteristische Polynom von f, zerle-
ge xXf = h¢---hy mit normierten irreduziblen Polynomen h;. Nach
dem Fundamentalsatz der Algebra haben diese Polynome h; den Grad
1 oder 2 (und Grad 1 kann hier gar nicht auftreten, da wir voraus-
setzen, daBl f keine Eigenvektoren besitzt). Wihle v # 0 in V. Bil-
de vo = v, v; = hi(f)(v;—1) fir 1 < ¢ < t. Es ist vy # 0, aber
v = he(f) - hi(f)(v) = x¢(f)(v) = 0 (nach dem Satz von Cayley-
Hamilton). Also gibt es ein 1 <4 < n mit v;_1 # 0, und v; = 0. Sei
w = v;_1. Betrachte den Unterraum U, der von w und f(w) erzeugt
wird. Wir zeigen, dal U f-invariant ist. Sei h;(T) = T? + ¢T + d mit
reellen Zahlen ¢, d. Nach Konstruktion ist

0= hi(f)(w) = (f*+cf +d-1)(w) = f*(w) + cf (w) + dw,

und demnach ist f?(w) = —cf(w) — dw eine Linearkombination von
f(w) und w, also wieder ein Element von U. Andererseits ist U auf
jeden Fall von Null verschieden, denn w # 0. Wire U eindimensional,
so hétten wir einen eindimensionalen f-invarianten Unterraum, also
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Eigenvektoren. Da wir dies ausgeschlossen haben, mul U zweidimen-
sional sein.

Nun zum Beweis des Hauptsatzes iiber orthogonale Endomorphismen. Wir be-
ginnen mit drei Vorbemerkungen:

(1) Ist v Eigenwert von f, so ist v =1 oder —1. Beweis: Sei v zugehoriger Eigen-
vektor, also v # 0 und f(v) =+ -v. Es ist

ol = [[f @)l = llv-oll = 7] - [lv]].

Wegen ||v]| # 0 folgt 1 = ||, also vy =1 oder v = —1.

(2) Insbesondere sehen wir, daf ein orthogonaler Endomorphismus injektiv ist (denn
0 ist kein Eigenwert). Ist also f ein orthogonaler Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen Vektorraums (und das wird hier vorausgesetzt), so ist f auch
surjektiv.

(3) Ist U ein f-invarianter Unterraum von V , so ist auch UL f -invariant. Beweis:
Sei v € U+L. Zu zeigen ist: f(v) € UL. Seialso u € U. Da die Einschrinkung von
f auf U ein orthogonaler Endomorphismus von U ist, ist diese Einschrinkung
surjektiv: es gibt also v’ € U mit f(u') = u. Also

(u, f(v)) = (f(u'), f(v)) = (u,0) = 0.

Nun der eigentliche Beweis, mit Induktion nach der Dimension dimV = n.

Wir betrachten zuerst den Fall, daf§ V' keine f-invarianten Unterrdume aufler
0 und V besitzt (dies schlieit insbesondere den Fall n =1 ein). Nach dem Funda-
mentalsatz der Algebra ist demnach n =1 oder n = 2.

Ist n =1, so ist jeder von Null verschiedene Vektor v € V' ein Eigenvektor, die
zugehorige Matrizendarstellung von f ist [1] oder [—1], weil 1 und —1 die einzigen
moglichen Eigenwerte sind.

Sei nun n = 2. Da wir voraussetzen, dal V' keine f-invarianten Unterrdume
hat, kann f keine Eigenvektoren besitzen. Sei v1, vy eine beliebige Orthonormalbasis
von V. Sei f(v1) = avy + buy mit a,b € R. Wegen

L= [luaf| = |[f (1) = [[avy + ba|| = Va? + b2

folgt also a? 4+ b?> = 1. Da wy,vs orthogonal sind, miissen auch die Vektoren f(vy),
f(vg) orthogonal sein. Und natiirlich ist mit vs auch f(v2) normiert. In V' gibt es
nur zwei normierte Vektoren, die zu f(v1) = avi + bvs orthogonal sind, namlich
—bvy + ave und bvy — ave. Ist f(v2) = buy — avy, so rechnet man sofort nach, daf
das charakteristische Polynom von f das Polynom (T +a)(T —a)—0*=T? —1=
(T'—1)(T+1) ist, aber dies impliziert, daf} f Eigenvektoren besitzt, unméoglich. Also
ist f(vy) = —bvy + ave, und demnach ist die darstellende Matrix eine Drehmatrix
mit Winkel wie angegeben.
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Wir betrachten nun den Fall, da} V' einen f-invarianten Unterraum U be-
sitzt mit 0 C U C V. Dann ist nach (3) auch U1 f-invariant. Betrachten wir die
Einschrankung von f auf U, so gibt es (nach Induktion) eine Orthonormalbasis
Uy, ..., Uy beziiglich derer f|U die angegebene Form hat; die darstellende Matrix
sei mit B bezeichnet. Betrachten wir entsprechend die Einschrinkung von f auf

U+, so gibt es (nach Induktion) eine Orthonormalbasis 1, .., u, beziiglich de-
rer f|[UL die angegebene Form hat; hier sei die Matrix mit C' bezeichnet. Beziiglich
der Basis u1,...,u, hat f die Matrizen-Darstellung
B 0
=[0e)

und mit B und C hat auch A die gewiinschte Form.

3D. Unitére Vektorrdume, unitire Endomorphismen.

Wir betrachten nun einen komplexen Vektorraum V. Zur Erinnerung: Ist v € C,
so schreibt man 7 fiir die zu v konjugiert-komplexe Zahl (ist v = a+bi mit a,b € R,
0 ist ¥ = a — bi). Die Zuordnung « — 7 ist ein Koérperautomorphismus von C (es
gilt also v1 +v2 =F1 + 72 und ¥1- %2 =71 - 72)-

Eine hermite’sche Form ¢ auf V ist eine Abbildung ¢: V x V — C mit den
folgenden beiden Eigeschaften:
(1) Seien v1,v9,w € V und a;,as € C. Dann ist

p(av1 + agua, w) = a1p(v1, w) + azp(ve, w).

(2) Fiir v,w € V gilt
p(w,v) = p(v, w).

Eine hermite’sche Form ist also in der ersten Variablen linear, in der zweiten ist sie
wegen (1) und (2) immer noch additiv ¢(v, w1 + ws) = ¢(v,w1) + @(v,ws2) und es
gilt ¢(v,yw) = Fp(v,w), fir v, w, wi,ws € V,y € C.

Typisches Beispiel: Sei H € M(n x n,C). Man nennt H hermite’sche Matriz,
falls gilt tH=H (dh Esist H = (hZJ) mit hji = h,’j fiir alle ’L,j) Setze

ov,w) ="v-A-w.

Dann ist ¢ eine hermite’sche Form auf C".

Eine hermite’sche Form ¢ auf V heifit positiv definit, falls fiir alle von Null
verschiedenen v € V gilt ¢(v,v) > 0 (dies macht Sinn als Ungleichung in R, denn
wegen der Eigenschaft (2) ist ¢(v,v) eine reelle Zahl!). Ist ¢ eine positiv definite
hermite’sche Form auf V| so nennt man V = (V, ¢) einen unitiren Raum (und man
schreibt meist (v, w) statt ¢(v, w) und nennt auch dies wieder ein inneres Produkt).
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Sei nun V ein unitdrer Raum. Man nennt vq,...,v, eine Orthonormalbasis
von V, falls gilt (v;,v;) =1, und (v;,v;) = 0 fiir alle 4 # j. Ist U ein Unterraum,
so setzt man UL = {v € V | (u,v) = 0 fiiralle « € U} und nennt dies das
orthogonale Komplement von U. Es ist U N U+ = 0. Ist U endlich-dimensional, so
ist U+ UL =V.

Ganz analog wie im Fall eines euklid’schen Vektorraums zeigt man fiir einen
unitdren Vektorraum V':

Orthonormalisierung. Sei U ein Unterraum von V. Sei uy,...,u,, eine Or-
thonormalbasis von U. Ist v € V, so setze

vV =v— Zm (v, ushu;.
=1

Esist v/ € UL.Ist v € U, soist v/ = 0.Ist v ¢ U, so sind die Vektoren uy, ..., tUp, v’
linear unabhéngig. Daraus folgt: Jeder endlich-dimensionale unitire Vektorraum be-
sitzt eine Orthonormalbasis. Ist V' ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum
und U ein Unterraum von V', so 1a8t sich jede Orthonormalbasis von U zu einer
Orthonormalbasis von V fortsetzen.

Ist f: V — V ein Endomorphismus des unitdren Vektorraums V', so nennt man
f unitdr, falls gilt

(f(), f(w)) = (v,w) fiir alle v,we V.

Eigenwerte. Sei f unitirer Endomorphismus des unitidren Vektorraums V. Ist
v ein Eigenwert von f, so ist |y| = 1. Insbesondere ist die Abbildung f injektiv.
Ist V endlich-dimensional, so ist f bijektiv und das charakteristische Polynom von
f hat die Form (T —~y)--- (T — y,) mit |y =1 fiir 1 <¢<mn.

Orthogonales Komplement. Sei f unitirer Endomorphismus des unitiren
Vektorraums V. Ist U ein endlich-dimensionaler Unterraum von V', der f-invariant
ist, so ist auch U+ f-invariant.

Diagonalisierbarkeit. (Hauptsatz iiber unitire Endomorphismen.) Sei
V' ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum und f: V — V ein unitirer En-
domorphismus. Dann gibt es eine Orthonormalbasis von V , so dafi die zugehérige
Matrizendarstellung von f eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonalkoeffizienten den
Betrag 1 haben.

3E. Orthogonale Matrizen, unitéire Matrizen.
Orthogonale Matrizen.

Eine reelle (n x n)-Matrix A heifit orthogonal, falls A invertierbar ist mit
ATt =tA.

Die Menge der orthogonalen (n x n)-Matrizen bildet eine Untergruppe O(n) der
Gruppe GL(n,R).
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Ist A eine orthogonale Matriz, so ist |det A| = 1. (Denn esist 1 =det A7'A =
det(*A - A) = (det A)2.). Ist det A = 1, so nennt man A orientierungserhaltend
(oder eigentlich), ist det A = —1, so nennt man A orientierungsumkehrend (oder
uneigentlich).

(1) Genau dann ist A orthogonal, wenn die Spalten von A eine Orthonormal-
basis des kanonischen euklid’schen Raums R™ bilden, und auch genau dann, wenn

die Transponierten der Zeilen von A eine Orthonormalbasis des kanonischen eu-
klid’schen Raums R™ bilden.

(1") Folgerung: Ist V ein n-dimensionaler euklid’scher Raum und sind zwei
Orthonormalbasen A und B gegeben, so ist die Basiswechselmatrix Tlg4 eine ortho-
gonale Matrix.

(2) Sei A eine reelle (n x n)-Matrix. Genau dann ist A orthogonal, wenn die
Abbildung f4: R* — R™ ein orthogonaler Endomorphismus (beziiglich des kanoni-
schen inneren Produkts auf R™) ist.

(3) Ist V ein euklid’scher Vektorraum mit Orthonormalbasis v1,...,v,, und
ist f: V — V orthogonaler Endomorphismus, so ist die Matrizendarstellung von f
beziiglich dieser Basis eine orthogonale Matrix.

(4) Umformulierung des Haupsatzes iiber orthogonale Endomorphis-
men. Ist A eine orthogonale Matriz, so gibt es eine orthogonale Matrix P mit
P7'AP = @, C;, wobei die Matrizen C; (1 x 1)-Matrizen [1] oder [—1] oder
(2 x 2) -Drehmatrizen zu Winkeln 0 < t; < m oder m < t; < 2w sind.

Unitére Matrizen.

Sei A eine komplexe (n x n)-Matrix. Die Matrix A heifit unitdr, falls A inver-
tierbar ist mit

ATt =74,

Die Menge der unitdren (n x n)-Matrizen bildet eine Untergruppe U(n) der Gruppe
GL(n,C).

Ist A eine unitire Matriz, so ist |det Al = 1. (Denn es ist det A = det A, also
l=det A~'A=det(!tA- A) =d-d mit d =det A).

(1) Genau dann ist A unitér, wenn die Spalten von A eine Orthonormalbasis des
kanonischen hermite’schen Raums C" bilden, und auch genau dann, wenn die Trans-
ponierten der Zeilen von A eine Orthonormalbasis des kanonischen hermite’schen
Raums C™ bilden.

(1") Folgerung: Ist V ein n-dimensionaler hermite’scher Raum und sind zwei
Orthonormalbasen A und B gegeben, so ist die Basiswechselmatrix Té“ eine unitire
Matrix.

(2) Sei A eine komplexe (n x n)-Matrix. Genau dann ist A unitir, wenn die
Abbildung fa: C* — C™ ein unitdrer Endomorphismus (beziiglich des kanonischen
inneren Produkts auf C™") ist.
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(3) Ist V ein hermite’scher Vektorraum mit Orthonormalbasis vy, ..., v,, und
ist f: V — V unitdrer Endomorphismus, so ist die Matrizendarstellung von f
beziiglich dieser Basis eine unitidre Matrix.

(4) Umformulierung des Haupsatzes iiber unitire Endomorphismen.
Ist A eine unitire Matriz, so gibt es eine unitdre Matriz P, so dafi P"'AP eine
Diagonalmatriz ist, deren Diagonalkoeffizienten den Betrag 1 haben.

Orthogonale Matrizen sind unitire Matrizen:

Jede orthogonale Matrix A ist auch eine unitdre Matrix (jede reelle Matrix
kann natiirlich als komplexe Matrix aufgefafit werden). Wie wir wissen, gibt es eine
orthogonale Matrix P mit P~'AP = @], C;, wobei die Matrizen C; (1 x 1)-
Matrizen [1] oder [—1] oder (2 x 2)-Drehmatrizen D(c;) zu Winkeln 0 < o < 7
cosa —sino
sinae  cosa
Matrixz) ahnlich zur Diagonalmatriz mit den Diagonalkoeffizienten cos(a) + isin(«)
und cos(a) — isin(a); es ist ndmlich

oder m < a; < 27 sind. Die Drehmatriz D(a) = ist (als komplexe

_T; % _ [cosa —sina] _ ﬁ % B [cosa+isina 0 ]
% N sina  cosa % NG 0 cos a—isina
B D(a) P
4 1
dabei ist P = ‘{5 ‘?] eine unitdre Matrix.
V2 V2

3F. Cauchy-Schwarz.

Wir betrachten nun euklid’sche und unitire Vektorrdume. Wir scheiben K fiir
den jeweiligen Grundkorper: Im euklid’schen Fall ist K = R, im unitidren Fall ist
K =C.

Satz (Cauchy-Schwarz). Sei V' ein euklid’scher oder unitirer Vektorraum.
Dann gqilt fir alle v,w eV
[{v, w)| < [[o]] - [Jw]].

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn die Vektoren v, w linear abhdngig sind.

Beweis: Ist w = 0, so wird 0 < 0 behauptet. Sei also w # 0. Sei ¢ = <% also

(w,w)’
= éw’qu}%. Es ist

0<(v—-cw,v—cw)=(v,v) —c{w,v) — (v, w) + cc{w, w)

= (0, 0) — <(v,w> (w, v) — (w, v) (v, w) + (v,w) (w,v)

(w, w)

= (v,v) — (v, )
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Multiplizieren wir mit (w,w), so erhalten wir

0<(

\.@
]
~
—~

&
g
~
|
—~
v@
g
~
—~
&
]
~

also
(v, w)|* < (v, v){w, w).

Waurzelziehen liefert die erste Behauptung.

Wann gilt das Gleichheitszeichen? Einerseits, wenn w = 0 gilt. Ist w # 0, so gilt
das Gleichheitszeichen genau dann, wenn 0 = (v — cw,v — cw), wenn also v = cw.
Die Bedingungen w = 0 oder (w # 0 und w = cv fiir ein ¢ € K ) besagen gerade,
daB die Vektoren v,w linear abhingig sind.

Folgerung 1 (Dreiecksungleichung): ||v + w|| < ||v|| + ||w]|, fir v,w € V.

Beweis: Es ist
v+ w||* = (v + w,v + w)
= (v,v) + 2(v, w) + (w, w)
2
< |[o|]? +2[Jv|| - |[w]| + [|w[* = (lv]| + [Jw]])7,

zieht man links und rechts die Wurzel, so folgt die Behauptung.

Insgesamt sieht man, da§ || — || die Rechenregeln fiir eine “Norm” erfiillt:
NO) || — || ist eine Abbildung V — R>.
N1) ||lv|| = 0 genau dann, wenn v = 0.

N2) ||Av|| =|A]-||v||, fiir A€ K und v € V.
N3) (Dreiecksungleichung) ||v + w|| < ||v|| + ||w]|, fiir alle v,w € V.

Folgerung 2. Sei V ein euklid’scher Vektorraum. Fiir von Null verschiedene
Vektoren v,w € V gilt
(v, w)
-1<

< AT <y
o[« [Jw|| =

demnach gibt es eine eindeutig bestimmte reelle Zahl 0 < o < 7 mit

(+) SLULLAS

cosa = .
[v]] - [[wl|

Man nennt « den (unorientierten) Winkel zwischen v und w und schreibt auch
a = £L{v,w}. Dies ist der ibliche Winkelbegriff (in R? und R?).

Beweis: Seien also v,w € V von Null verschiedene Vektoren. Multiplizieren wir
(v,w)

v oder w mit einer positiven reellen Zahl, so dndert sich weder der Wert ol Tl *
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noch das iibliche Winkelmaf, also konnen wir voraussetzen ||v|| = ||w|| = 1. Sind
v, w linear abhéngig, so ist nun entweder w = v und £{v,w} = 0, oder aber w = —v
und L{v,w} = 7.

Seien nun v,w linear unabhéngig. Setze v; = v und wihle einen zu v; ortho-
gonalen Einheitsvektor vy € span{vi,va2} (es gibt genau zwei solche Vektoren). Ist
V' n-dimensional, so konnen wir vq,vs zu einer Orthonormalbasis v1,...,v, von
V fortsetzen und wir kénnen dann V' mit dem kanonischen euklid’schen Raum R"
vermoge v; — e; identifizieren. Dabei entspricht v; dem kanonischen Basisvektor
e1, und vy entspricht einem Vektor der Liange 1 in dem von ej,es aufgespannten
Unterraum. Auch wenn V unendlich-dimensional ist, konnen wir den von v, vo auf-
gespannten Unterraum mit dem kanonischen 2-dimensionalen euklid’schen Raum R?
identifizieren, und zwar v; mit dem kanonischen Basisvektor e;, und vy mit einem
Vektor v, der Liinge 1 in R?.
cos
sin o

(i [z -

(hier ist (—,—) das kanonische innere Produkt). Der neu-eingefithrte Winkelbe-

Wegen |[[v}|| =1 ist v} = [ } fiir ein 0 < & < 27 und natiirlich ist

I

griff ordnet dem Paar [(1)] , [:?1?3] allerdings nicht die Zahl «, sondern die Zahl

min(a, 2 — «) zu, daher wurde oben betont, daf es sich hier um nicht-orientierte
Winkel handelt.

Die Projektion von w in Richtung v # 0 ist der Vektor

llw]| - cos £{v,w} - ﬁ Sy = %;’31},
(w,v)
w0y Y
seine Lange ist ||w|| - | cos L{v,w}| = % (Dies liefert eine Interpretation fiir das

hiufige Auftreten des Terms %’)1‘3 v in Formeln. Zum Beispiel in der Spiegelungs-

formel o,(v) = v — 2<<::1a))a, hier wird von v das Doppelte von ézzga subtrahiert:

subtrahiert man nur éZ’Z%a, so subtrahiert man gerade die Projektion von v in

Richtung @ und man landet in (Ra)'!; zweimaliges Subtrahieren liefert gerade das
Spiegelbild.)

Den Abstand eines Punkts v von einer Hyperebene H kann man auf
diese Weise berechnen: Eine Hyperebene im R” ist von der Form v+ L, mit v € R
und L ein (n—1)-dimensionaler Unterraum, oder auch die Menge der Losungen einer
Gleichung > a;X; = b mit [ay,...,a,] # 0. Hier ist L die Menge der Losungen der
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zugehodrigen homogenen Gleichung " a;X; = 0, insbesondere ist L = (Ra)*. Der
Abstand von v zu u + L ist gleich dem Abstand von v —u zu L. Zu berechnen ist
also die Liénge der Projektion des Vektors v — u in Richtung von a.

Dies liefert auch ein Verfahren, um den Abstand zweier paralleler Hyper-
ebenen H, H' zu berechnen. Sei also H = u+ L, und H' = ' + L mit u,u’ € R3
und L ein (n —1)-dimensionaler Unterraum. Der Abstand von H und H' ist gleich
dem Abstand von v — ' von L.

Die Gleichung (x) liefert eine geometrische Interpretation des inneren
Produkts, denn man kann sie folgendermaflen umschreiben:

(v, w) = [[o]] - [Jw]] - cos £{v, w},

man erhélt also den Wert (v, w), indem man die Lingen von v und von w mitein-
ander und mit dem Cosinus des eingeschlossenen Winkels multipliziert. Oder, wenn
wir Klammern setzen: (v, w) = ||v|| - (||w]| - cos £{v,w}), es wird also die Linge
von v mit der Linge der Projektion von w in Richtung v multipliziert. Oder auch:
(v,w) = [|lw|| - (||v]| - cos £{v,w}), hier wird die Linge von w mit der Lénge der
Projektion von v in Richtung w multipliziert. Alle diese Interpretation verdeutli-
chen das Orthogonalitidtskriterium: Fiir zwei von Null verschiedene Vektoren v,w
ist L{v,w} =7 genau dann, wenn (v, w) =0 gilt.

Die Gleichung (%) wird in der Elementargeometrie der “Cosinus-Satz”
genannt: Sei ein Dreieck mit den Seiten ||a||, |||, ||c|| gegeben, der Win-
kel ¢ liege gegeniiber der Seite ||c||. Dann ist

[lell® = llal[* + [[b]I* — 2lla]| - [[b]| cos ¢ -

Betrachtet man nidmlich das folgende Dreieck:

SO 1st

b,b) + (a,a) — 2{a, b)

(
=(b—a,b—a)
{
= ||a||*> + [[b]|* — 2al| - [|b]| cos ¢ .

Das Vektorprodukt im R3. Seien v = t[vy,vq,v3],w = t[wy, ws, w3] € R3.
Man definiert

_t
v X w = "[vgw3 — VzWs, VsW1 — V1W3, V1W2 — VW1,
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man erhilt auf diese Weise eine Abbildung R3 x R3 — R3. Es gelten folgende
Rechenregeln: (a) Genau dann sind die Vektoren v, w linear abhéngig, wenn v x w =

v w1
0. (Denn wir bilden die drei Unterdeterminanten der (2 x 3)-Matrix | vy w3 |.)
V3 W3

(b) (v,v x w) = 0, (w,v x w) = 0. (Nachrechnen!) Der Vektor v x w steht
demnach senkrecht auf v und auf w. Sind also v,w linear unabhingig, so erhélt
man auf diese Weise einen von Null verschiedenen Vektor, der auf der von v,w,0
aufgespannten Ebene senkrecht steht. (Eine wichtige Aufgabenstellung.)

(c) Esist [|v x w||? = ||v]|?||w]|* — (v, w)?. (Nachrechnen). Man sieht also, daf
hier die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung prézisiert wird: die Differenz der Quadrate
der beiden Seiten ist durch ||v x w||? gegeben.

(d) Schreiben wir die Gleichung (c) um, so sehen wir:

o x wlf* = [Jv]*[[w]* = (v, )

= |[vl*[lwl*(1 — cos® £{v, w})

= |[vl[*flwl|* sin® £{v, w}

Also ist
v x wl|| = [[v][ - [lw]| - | sin £{v, w}].

In der Statistik wird bei der Beurteilung der sogenannten “linearen
Regression” auf geometrische Begriffsbildungen zuriickgegriffen:

Geometrische Interpretation des Korrelations-Koeffizienten.
Seien reelle Zahlen x4, ..., x, mit Mittelwert Z und entsprechend seien
Y1, - - -, Y mit Mittelwert y gegeben. Der lineare Korrelations-Koeffizient
rzy ist nichts anderes als cos ¢, wobei ¢ der Winkel zwischen den Vek-
toren

(1, yzn) — (Z,...,Z) und (y1,--.,Yn) — (U,---,9)

ist.

3G. Die Gruppe O(V) wird von Spiegelungen erzeugt.

Sei V' ein euklid’scher Vektorraum. Sei O(V) die Menge der orthogonalen Au-
tomorphismen von V in sich. Dies ist eine Untergruppe der Gruppe GL(V') aller
Automorphismen von V.

Spiegelungen. Sei 0 # a € V. Definiere eine Abbildung o,: V — V durch

a fir vev.
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Dies ist ein orthogonaler Endomorphismus, mit 02 = 1, es ist 0,(a) = —a und
o,(v) = v fiir alle v € (Ra)* . Beweis: Nachrechnen. Man nennt dies die Spiegelung
an der Hyperebene (Ra)*.

Lemma. Sind u #v € V, mit ||u|| = ||v]|, so gilt 0y—,(v) = u. (Es gibt also
eine Spiegelung, die die beiden Vektoren u und v vertauscht.)

Beweis: Ganz allgemein gilt: (u+ v,v — u) = ||v]|? — ||u||>. Wegen ||v|| = ||u]|

2{v,v—u)

folgt hieraus (v,v — u) = —(u,v — u), also ist 7 = 1. Berechnet man nun

v—u,v—u)
Oy—y(v), so erhilt man

2 _
Oyp_u(V) =v— %(v—u) =v—(v—1u)=u.
Man sieht also: Betrachte die Sphire ¥, = {z € R" | ||z|| = r} mit Radius 7. Zu je
zwei Elementen u,v € X, gibt es ¢ € O(n) mit ¢(u) = v; man sagt: Die Gruppe
O(V) operiert transitiv auf der Menge ¥,.

Satz. Jeder orthogonale Endomorphismus des R™ kann als Produkt von héch-
stens n Spiegelungen geschrieben werden.

Beweis: Sei ¢ € O(n). Ist ¢ =1, so ist ¢ “Produkt von 0 Spiegelungen”. Sei
nun v € R mit ¢(u) # u. Die Vektoren u,$(u) haben gleiche Lénge, also gibt es
o, mit o,(u) = ¢(u). Es ist also o4 0 ¢p(u) = u. Sei U = (u)*. Da u unter o, 0 ¢
auf sich abgebildet wird, gilt das gleiche fiir den Unterraum U der Dimension n—1.
¢' = 04,0¢ | U. Nach Induktion ist ¢’ Produkt von Spiegelungen o, mit a; € U und
2 <14 <t mit t < n. Dies sind Einschrankungen der entsprechenden Spiegelungen
0q; € O(V), also ist

a0 P(x) =04, 0---00,,(x) firalle zeU.
Aber natirlich auch fiir £ = u, demnach fiir alle x € V. Wir sehen:
0a0¢5:%2 C:-+00g,-
Multiplizieren wir von links mit o, ! = o,, so erhalten wir

d):aaloo'a2o---00'at,

dabei haben wir a; = a gesetzt.
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3H. Iwasawa-Zerlegung oder QR-Zerlegung.

Satz. Jede Matriz A € M(n x n,R) kann als Produkt A = PB einer orthogo-
nalen Matrix P und einer oberen Dreiecksmatriz B geschrieben werden.

Beweis (mit Induktion): Sei v; die erste Spalte von A, sei di = [|v1]|. Sei
¢: R* — R" eine orthogonale Abbildung mit ¢(v;,) = die; und sei @ die (n X n)-
Matrix mit ¢ = fg. Da ¢ orthogonale Abbildung ist, ist A eine orthogonale Matrix.
Esist foa(e1) = ¢ o fa(e1) = die;. Die Matrix QA hat demnach die Form

d c
QA:[Ol A/:|

mit einer Matrix A’ € M((n—1) x (n — 1), R). Nach Induktion 148t sich A’ = P'B’
schreiben, mit P’ orthogonal und B’ obere Dreiecksmatrix. Also

c 111 O d c
A=Q" [0 A'}:Ql{o P'Ho1 B’]'

Die ersten beiden Matrizen Q! und [(1) 12,] sind orthogonale Matrizen, also ist
auch das Produkt orthogonal.

Folgerung (Iwasawa-Zerlegung oder QR-Zerlegung). Jede invertierbare
Matrix A € M(n xn,R) kann als Produkt A = PDU einer orthogonalen Matriz P,
einer Diagonalmatriz U und einer unipotenten oberen Dreiecksmatrixz U geschrieben
werden.

Eindeutigkeit: Wenn wir zusétzlich voraussetzen, dal die Diagonalkoeffizien-
ten von D positiv sind (was wir konnen), so sind alle drei Matrizen P, D,U eindeutig
bestimmt. Beweis: Ubungsaufgabe 1 von Blatt 9. Der Satz kann auch als eine un-
mittelbare Folgerung aus dem Gram-Schmidt’schen Orthonormalisierungsverfahren
angesehen werden, besser: als eine Umformulierung. Siehe ebenfalls Ubungsaufgabe
1 von Blatt 9.

Statt der Reihenfolge “orthogonal-diagonal-unipotent” kann man natiirlich eben-
so gut die Reihenfolge “orthogonal-unipotent-diagonal” erzielen. Hier die Vorstel-
lung, die man im Fall n = 2 fiir die Iwasawa-Zerlegung “orthogonal-unipotent-
diagonal” haben sollte: Wir beginnen mit zwei linear unabhingigen Vektoren v, vs,
drehen oder spiegeln so, daf3 v, ein positiv-Vielfaches des ersten Einheitsvektors ist,
ersetzen dann den zweiten Vektor durch seine Projektion in Richtung e; und als
letztes wird skaliert:

V2
v1

€2
L) e1

4’7

orthogonal unipotent diagonal




