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Teil 4. Bewegungsgruppen.

4A. Isometrien des R".

Wir betrachten hier den kanonischen euklid’schen Vektorraum (R™,(—,—)).
Sind a,b € R™, so setze
d(a7 b) = ||CL o bHa

man nennt d(a,b) der Abstand der Punkte a,b (man erhilt auf diese Weise eine
“Metrik” auf R™).
Eine Abbildung ¢: R* — R" heifit Isometrie (oder Bewegung), falls gilt:
d(¢(a),d(b)) = d(a,b) fir alle a,beR"

(verlangt wird also nur, dafl ¢ abstandserhaltend ist). Zwei Arten von Isometrien
spielen eine besondere Rolle: Einerseits die Translationen t, mit a € R™; es ist
to(z) =z + a fir alle x € R™ und andererseits die orthogonalen Endomorphismen.

Satz. Sei ¢: R® — R" eine Isometrie. Dann gibt es einen orthogonalen Endo-
morphismus ¢': R* — R™ und einen Vektor a € R™ mit ¢ = t, o ¢'. Der Vektor
a wie auch der orthogonale Endomorphismus ¢’ sind durch ¢ eindeutig bestimmt.
(Es ist a = ¢(0) und ¢'(z) = ¢(z) — a.)

Beweis: Sei a = ¢(0). Sei ¢'(x) = ¢(z) — a. Dann ist ¢'(0) = ¢(0) —a =
¢(0) — ¢(0) = 0.

(1) Es gilt d(¢'(z), ¢'(y)) = d(¢(z) — a, d(y) — a)) = d(d(z), ¢(y)) = d(z,y).

(2) Es gilt (¢'(z), ¢'(y)) = (z,y) fiir alle z,y € R™. Beweis: Es ist

16" ()1* + [1¢' (w)I|* = [|¢(v) = ¢’ (w)]]*)
d(¢(v),0)* + d(¢'(w),0)* = d(¢' (v), d'(w))?)

d(v,0)? + d(w, 0)* — d(v,w)?)

(¢'(v), &' (w)) =

NN RN =N

(
(d(¢
(a(
(11l + [w]]* = [Jv = w][*) = (v, w)

Es geniigt nun, folgendes Lemma zu zeigen:

Lemma. Ist ¢': R* — R" eine Abbildung mit (¢'(z), ¢ (y)) = {(x,y) fir alle
z,y € R*, so ist ¢’ linear (es gibt also eine Matrix A mit ¢’ = f4, und A ist
natiirlich eine orthogonale Matrix).

Beweis: Betrachte die Vektoren a; = ¢'(e;) fiir 1 <14 < mn. Nach Voraussetzung
ist dies eine Orthonormalbasis von R™. Bilde die Matrix A, deren ¢-te Spalte gerade
a; ist, dies ist eine orthogonale Matrix. Sei B =tA = A~!. Wegen fa(e;) = a; ist
IB(a;) = fa-1(a;) = (fa)~'(a;) = e;. Also ist h = fp o ¢' eine Abbildung mit
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h(e;) = e;, und (h(z),h(y)){z,y) fir alle z,y € R". Ist nun =z € R™, so schreiben
wir z = ) x;e;. Wie wir wissen, ist z; = (z,e;). Wir sehen:

(h(x), e5) = (h(x), hlei)) = (x, e:) =z,

demnach ist h(z) = > (h(x),e;)e; = > zie; = x. Alsoist h die identische Abbildung
und demnach ¢’ = fg' = fa.

Die Hintereinanderschaltung zweier Isometrien ist wieder eine Isometrie. Aus
obigem Satz folgt unmittelbar, dafl Isometrien immer bijektiv sind, und natiirlich
ist dann die Umkehrabbildung wieder eine Isometrie. Die Menge aller Isometrien
bildet (beziiglich der Hintereinanderschaltung von Abbildungen) eine Gruppe B(n).
Die Gruppe der orthogonalen Endomorphismen von R bezeichnen wir mit O(n);
die der Translationen mit 7(n). — Ist ¢ € O(n) und a € R”, so erhdlt man das
Produkt von got, als

gota :tg(a) °g,

denn (got,)(z) = g(z+a) = g(x)+g(a) = (t4(s)09)(z) fiir alle z € R”. Insbesondere
ist fiir g1,92 € O(n) und aq,a2 € R?

(ta, ©91) © (tay ©92) = ta, 0 g1 0ta, 0 g
= tcu o tg(a,g) 0g109g2 = ta1+g(a2) o (91 o g2)a

dabei ist g; o g2 wieder in O(n). Das Inverse von t, o ¢ ist

(taod) " =twod™d mit o =-¢"'(a).
Wir sehen, dafl die Zuordnung ¢, o g — g einen Gruppen-Homomorphismus
n: B(n) = O(n)

liefert. Eine Bewegung ¢ heifit orientierungserhaltend (oder eigentlich), falls n(¢)
orientierungserhaltend ist (falls also detn(¢) = 1 gilt), und orientierungsumkehrend
(oder uneigentlich) sonst.

Der Kern der kanonischen Abbildung 7: B(n) — O(n) ist gerade die Men-
ge T(n) der Translationen. Die Gruppe 7 (n) der Translationen ist zur additiven
Gruppe (R™,+) isomorph (und zwar vermoge der Zuordnung a +— t,, fir a € R"),
insbesondere ist sie kommutativ.

Sei n = 3. Jede orientierungserhaltende Isometrie mit einem Fixpunkt ist eine
Drehung (um eine Achse, dies ist eine beliebige Gerade im R®, mit einem Winkel
«, dies ist eine beliebige Zahl zwischen 0 und 27 ). Beweis: Wir kénnen annehmen,
dafl der Fixpunkt der Ursprung ist. Also haben wir es mit einer orthogonalen Ab-
bildung zu tun. Da sie orientierungserhaltend ist, hat sie einen Eigenwert 1, also
eine “Achse” und ist eine entsprechende Drehung. Dies ist durchaus iiberraschend:
Die Hintereinanderschaltung zweier Drehungen einer Kugel mit beliebigen Drehach-
sen ist wieder eine Drehung! oder auch die Formulierung bei Fischer (“Satz vom
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Fuball”): Bei jedem Fufballspiel gibt es zwei Punkte auf der Oberfliche des Balls,
die zu Beginn der ersten und der zweiten Halbzeit (wenn der Ball genau auf dem
Anstofpunkt liegt) an der gleichen Stelle des R liegen.

4B. Ebene Bewegungen.

Sei jetzt also n = 2. Wir wollen die moglichen Bewegungen klassifizieren. Zu
betrachten sind die Translationen, also die Abbildungen ¢, mit a € R?; ist a # 0,
so besitzt ¢, keinen Fixpunkt. Dann die Drehungen um einen Punkt a mit Winkel
a; eine derartige Abbldung ist von der Form t, o g ot_,, dabei ist g eine Dre-
hung in O(2) um den Winkel «. Die Translationen und die Drehungen sind die
orientierungserhaltenden Bewegungen. Nun betrachten wir orientierungsumkehren-
de Bewegungen. Zu jeder Geraden gibt es die Spiegelung an dieser Gerade; diese
Gerade ist eine Fixpunktgerade (jeder Punkt der Gerade ist ein Fixpunkt) dieser
Abbildung. Schliellich gibt es auch Gleitspiegelungen: hier ist eine Gerade ¢ und
ein Richtungsvektor b # 0 zu dieser Geraden gegeben, es ist also £ = {a+7rb | r € R}
fir ein @ € R2. Die entsprechende Gleitspiegelung ist die Hintereinanderschaltung
der Spiegelung an der Geraden ¢ mit der Translation um den Vektor b.

Satz. Eine Isometrie der Ebene R? ist eine Translation, eine Drehung, eine
Spiegelung oder eine Gleitspiegelung.

Beweis. Sei ¢ eine Isometrie. Wir zeigen: Ist ¢ orientierungserhaltend und keine
Translation, so hat ¢ einen Fixpunkt. Beweis: Sei ¢ = t, o g, dabei sei a = [Z;]
und g sei Drehung um den Winkel 0 < a < 27. Also ist

z cosa —sina| |z a
Cb([x;]):[sina cos « ] [fﬂj—i_[aj

Um einen Fixpunkt zu erhalten, suchen wir also p;,ps mit ¢( [g;]) = [g;] , also

eine Losung des Gleichungssystems
cosa—1 —sino p1| | —a1
sin o cosa—1||pa| |—=asl|’

Ist a # 0, so ist die Koeffizientenmatrix regulér, also gibt es genau eine Ldsung.
Man kann diesen Fixpunkt folgendermaflen geometrisch konstruieren:




Ll FADRKIN

Die Gerade £ sei orthogonal zum Vektor a. Der Winkel zwischen den Geraden k&
und ¢, wie auch zwischen £ und k' sei jeweils 0 = %a. Verschiebe den Vektor a
so, dal der Anfangspunkt p’ auf k', der Endpunkt p auf k& zu liegen kommt. Die
Drehung um den Winkel « bildet p auf p’ ab, die Verschiebung #, bildet p’ auf p
ab, also gilt: p ist ein Fizpunkt von t, 0g.

Ist ¢ orientierungsumkehrend, so hat ¢ eine Firgerade.

a 4

Beweis: Sei ¢ = t, o g mit einer Spiegelung g € O(2) und a € R%. Sei L die
Spiegelachse; sei £/ die Gerade durch a, parallel zu £. Wir brauchen zwei weitere zu
£ parallele Geraden k, k", ndmlich diejenigen Geraden, fiir die die Abstéinde zwischen
k' und £, zwischen ¢ und k und zwischen k und ¢ gleich grof8 sind. Dann ist &
die gesuchte Fixgerade: denn unter der Spiegelung an der Geraden ¢ wird k auf £’
abgebildet, unter der Translation ¢, wird k' auf k& abgebildet.

Wir zeigen nun: ¢ ist Spiegelung oder Gleitspiegelung. Sei £ = {rb | r € R} mit
0 # b € R?. Zerlege a = a’+rb mit a’ orthogonal zu b und 7 € R. Esist ¢, = t,0t,.
Man rechnet leicht nach, dafl ¢,/ o g die Spiegelung an der Geraden k = %a' +7b |
r € R} ist. Demnach ist ¢, 0 g = ¢, o (t4 © g) die Hintereinanderschaltung dieser
Spiegelung mit der Translation ¢,4, und der Verschiebungsvektor rb ist ein Vielfaches
des Richtungsvektors b von £. Ist © = 0, so ist ¢ eine Spiegelung, ist r # 0, so ist
¢ eine Gleitspiegelung.

Wir betrachten jetzt explizit die Zuordnung
n: B(2) = O(2)

(mit 7(tg 0 g) = g). Die orientierungserhaltenden Elemente von O(2) sind die Dre-
hungen d, mit Matrixdarstellung

D(a) = [cosa —sina] ’

sina cosa

die Abbildung da ist gerade die Drehung um den Ursprung mit Drehwinkel «.
Daneben gibt es in O(2) noch die Spiegelungen s, mit Matrixdarstellung

S(a) = [cosa sin o ]

sina —cosa

dies ist gerade die Spiegelung, deren Spiegelachse die folgende Ursprungsgerade ist:

{r [1 Sin(o‘)a)} 'r €RY.

— cos(
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Sei nun ¢ eine Isometrie der Ebene. Wir haben gesehen: Ist n(¢) = do, so ist ¢
eine Drehung um den Winkel o (das Zentrum kann ein beliebiger Punkt der Ebene
sein). Ist n(¢) = sq und ist £ die Spiegelachse von S(c), so ist ¢ eine Spiegelung
oder Gleitspiegelung, deren Achse parallel zu £ ist (hier kann die Achse eine beliebige
Gerade parallel zu /£ sein, entsprechend kann der Verschiebungsvektor ein beliebiger
Richtungsvektor der Geraden /£ sein).

Vergleicht man die Ordnung eines Elements ¢ € B(2) und seines Bilds n(¢) in
O(2), so ergibt sich folgendes: Ist ¢ eine Translation, so ist n(¢) = 1, dagegen hat
eine Translation ¢, mit a # 0 immer unendliche Ordnung. Ist ¢ =t, 0got_, eine
Drehung um den Punkt a, so ist n(¢) = g; insbesondere gilt: Die Ordnung von ¢ in
der Gruppe B(2) ist gleich der Ordnung von 7(¢$) in O(2). Ist ¢ eine Spiegelung,
so ist die Ordnung von ¢ wie von 7n(¢) gleich 2. Ist ¢ eine Gleitspiegelung, so hat
¢ unendliche Ordnung, wihrend 7(¢) eine Spiegelung ist, also Ordnung 2 hat.

4C. Einschub iiber Gruppen. Und: Die endlichen Untergruppen von
0(2).

Definition: Sei (G,-) eine Gruppe. Eine Teilmenge {g1,...,9,} von G nennt
man ein Erzeugendensystem, wenn sich jedes Element g € G in der Form g =
hy - - - hy schreiben ldsst, wobei die Elemente h; in der Menge {g1, - - ., gn, gl_l, oo gnth
liegen.

Lemma. Sei G eine Gruppe, sei {g1,...,9n} C G. Genau dann ist {g1,...,gn}
ein Erzeugendensystem, wenn folgende Bedingung erfiillt ist: Ist U eine Untergruppe
von G mit {g1,...,9,} CU,soist U=G.

Beweis: Sei {g1,...,9n} ein Erzeugendensystem. Sei U eine Untergruppe mit
{91,...,9n} C U. Wir miissen zeigen, dass jedes Element g € G zu U gehort. Jedes
solche g lisst sich aber in der Form h; - - - h; schreiben lisst, wobei die Elemente h;
in der Menge {g1,---,9n,91 »---, 9, '} liegen. Mit g; € U ist auch g; ' € U, also
liegen alle Elemente hi,...,h; in U, also auch das Produkt hq - hy.

Umgekehrt setzen wir nun voraus, dass die genannte Bedingung erfiillt ist. Sei
H die Menge aller Elemente h € G, die sich in der Form h = hj ---h; schreiben
lassen, wobei die Elemente h; in der Menge {g1,...,9n,97 "-..,97'} liegen. Man
zeigt leicht, dass H eine Untergruppe von G ist, und natiirlich gilt {g1,...,9,} C H.
Diese Untergruppe H erfiillt also die in der Bedingung genannten Voraussetzungen.
Also gilt H = G. Jedes Element g € G gehort demnach zu H und lisst sich daher
in der gewiinschten Form schreiben.

Ist (G,-) eine Gruppe, und ist g (oder genauer: {g}) ein Erzeugendensystem
von G; so nennt man G eine zyklische Gruppe (mit erzeugendem Element g¢). In
einer zyklischen Gruppe G mit erzeugendem Element g gilt: Jedes Element h € G
ist von der Form h = g% mit z € Z. Die Abbildung

(Z,+) = (G,*) mit z~ g*
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ist ein Gruppen-Homomorphismus.

Ist G unendlich, so ist dies ein Gruppen-Isomorphismus.

Ist dagegen G eine endliche Gruppe der Ordnung n, so erhalten wir durch diese
Abbildung einen Gruppen-Isomorphismus

Z/nZ — (G,-) mit Z— g~

Die volle Symmetriegruppe des regelméfligen n-Ecks wollen wir mit D,, be-
zeichnen, seine Drehgruppe mit C,, . Natiirlich ist C,, eine Untergruppe von D,,. Man
nennt die Gruppen D,, die Diedergruppen. Die Gruppe C,, ist eine zyklische Gruppe
der Ordnung n: Die Gruppe C, enthilt die n Drehungen mit den Drehwinkeln 827”
mit 0 < s < n, die Drehung mit Winkel 27 /n ist ein erzeugendes Element. Bei den
Elementen in D,, \ C,, handelt es sich gerade um n Spiegelungen.

Wir realisieren das regelmiBige n-Eck als Menge {e*?™/" |0 < s <n} C C =
R?. Als Untergruppe von O(2) besteht dann C,, aus den Matrizen

2
D(a) mit a="" und 0<s<mn.
n

Die Untergruppe D,, enthilt zusétzlich die Matrizen

2
S(a) mit a=2" und 0<s<n.
n
Die zyklischen Gruppen C,, sind kommutativ, die Diedergruppen D,, sind fiir n > 3

nicht-kommutativ.

Man fiihrt auch die Gruppen Cq,Csy, D1 und D ein: C; besteht nur aus
der Identitdt in O(2), C2 wird von der Drehung mit Winkel 7 erzeugt.
Die Diedergruppe D; wird von einer beliebigen Spiegelung o (an einer
Ursprungsgeraden) erzeugt, und Dy von einer solchen Spiegelung und
der Drehung um den Winkel 7.

Achtung: Die Gruppen C; und D; sind isomorph (beides sind
Gruppen der Ordnung 2, und alle Gruppen der Ordnung 2 sind iso-
morph). Als Untergruppen von O(2) sind aber Co und D; unterscheid-
bar: das Element g # 1 in Cs ist eine Drehung, also detg = 1; das
Element h # 1 in D, ist eine Spiegelung, also det h = —1.

Es gilt jeweils: Die Gruppe C,, wird von der Drehung d, mit oo = 27/n erzeugt;
sie hat die Ordnung n und besteht aus den Elementen

Cn={d’,| mit 0<i<n}.

Die Gruppe D,, hat die Ordnung 2n; ist o eine Spiegelung in D,,, so besteht D,
aus den Elementen o
D, ={d},d,o| mit 0<i<n}.
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Satz. Die einzigen endlichen Untergruppen von O(2) sind die Untergruppen C,
und die Untergruppen der Form D, .

Anmerkung. C, ist eine eindeutig bestimmt Untergruppe. Dagegen gibt
es viele Untergruppen der Form D,, — erst wenn man die Richtung einer Spiege-
lachse fixiert, erhéilt man eine eindeutig bestimmt Untergruppe. Spricht man von
“der” Untergruppe D,,, so meint man meist diejenige mit der z-Achse als eine der
auftretenden Spiegelachsen, also (fiir n > 2) die Symmetriegruppe der Menge

{e??™/" |0 < s <n} CcC=R%

Beweis: Sei G eine endliche Untergruppe von O(n). Gibt es in G keine echte
Drehung, so gibt es in G héchstens eine Spiegelung, denn die Hintereinanderschal-
tung zweier Spiegelungen ist eine Drehung. Also ist G entweder gleich C; = {1}
oder eine Untergruppe der Form D;. Wir setzen nun voraus, dass es in G echte
Drehungen gibt. Wihle eine Drehung d, in G mit 0 < o < 27 minimal (da es nur
endlich viele Drehungen in G gibt, kann man « minimal wéihlen). Wir behaupten:
Jede Drehung in G ist eine Potenz von d,. Sei also dg eine Drehung, die zu G
gehort. Schreibe 8 = za 4+ mit z € Z und 0 < § < a (dies ist moglich, denn
jede reelle Zahl liegt in einem der Intervalle [za, (z + 1)a] mit z € Z). Dann ist
dy = d,?dg und liegt demnach in G'. Wegen der Minimalitdt von o folgt v = 0,
also ist dg = d?. Und wir zeigen: Es ist a = 2w /n fir eine natirliche Zahl n. Sei
nimlich n minimal mit na > 27w. Schreibe na = 27 + §. Wegen der Minimalitit
von n ist 0 < 0 < «. Wieder sehen wir, dass ds zu G gehort, und demnach muss
0 = 0 gelten, also ist na = 2mw. Besteht also G nur aus Drehungen, so sehen wir
G=D,.

Jetzt setzen wir voraus, dass es in G auch eine Spiegelung o gibt. Dann sind
die 2n Elemente der Form d,, df,c mit 0 < i < n paarweise verschieden und bilden
eine Untergruppe U von G der Form D,,. Um G = U zu zeigen, nehmen wir an,
dass es in G\ U ein Element g gibt. Wir wissen schon, dass dies keine Drehung sein
kann, also ist g eine Spiegelung und demnach ist go eine Drehung. Diese Drehung
gehért zu G, ist also von der Form d?, fiir ein 4 mit 0 <4 < n. Aus go = d’, folgt
aber g = goo = d’,o (denn o2 =1).

Zusatz: Sei a = mit 0 < s < n. Die Drehung d, hat genau dann die
Ordnung n, wenn k,n teilerfremd sind und dann 188t sich die Drehung d, mit
v = 27 /n als Potenz von d, schreiben: Die Bézout’sche Gleichung s's + n'n =1
mit s',n’ € Z liefert nimlich d* = d.. Insbesondere gilt: Enthélt eine Untergruppe
G von O(2) eine Drehung der Ordnung n, so enthilt G die Drehung mit Winkel
2w /n (aber dies haben wir auch in obigem Beweis gesehen!).

s2
n

4D. Die Translationen in einer diskreten ebenen Bewegungsgruppen.

Eine Untergruppe G von B(2) heifit diskret, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so daf
folgendes gilt: Sei t,0¢g in G, dabei sei g eine Drehung mit Drehwinkel 0 < o < 27
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und a € R?. Dann ist erstens a = 0 oder ||a|| > € und zweitens o = 0 oder ¢ < a <
27 — € (es gibt also keine Translationen mit beliebig kleinem Translationsvektor, und
keine Drehungen mit beliebig kleinem Drehwinkel).

Satz. Sei G eine diskrete Untergruppe von B(2). Dann gilt (A), (B) oder (C):
(A) (Rosettengruppen) Es gibt aufler der Identitit keine Translation in G.

(B) (Friesgruppen) Es gibt einen von Null verschiedenen Vektor a € R?, so daf
die Translationen in G gerade die Translationen der Form t,, mit z € Z sind.

(C) (Ebene Kristallgruppen) Es gibt zwei linear unabhdngige Vektoren a,b €
R? | so daf8 die Translationen in G gerade die Translationen der Form t. mit
c=za+2z'b und z,7 € Z sind.

Beweis. Setze
L={acR®|t, €G}.

Dies ist eine Untergruppe von (R?,+), denn ¢, +tp = tq1p und t_, = (¢,) L.

Setzen wir voraus, dafl G Translationen ¢, mit a # 0 enthilt, so gilt: Es gibt
in L einen kirzesten von Null verschiedenen Vektor a (also: 0 # a € L, und ist
0#be L,soist ||a|| < ||b]|; ein derartiger Vektor a ist aber keineswegs eindeutig
bestimmt). Beweis: Sei b # 0 ein beliebiger von Null verschiedener Vektor. Betrachte
die Menge L' aller Vektoren ¢ € L mit ||c|| < |[b||. Dies ist eine beschrinkte Menge
in der Ebene. Wire L' unendlich, so gibe es in L’ einen Haufungspunkt (nach dem
Satz von Bolzano-Weierstrafl), insbesondere gébe es also in L’ Punkte ¢ # ¢’ mit
d(c,cd) < €. Aber d(c,c') = ||c— || und mit ¢,¢’ € L liegt auch ¢— ¢ € L (und ist
von Null verschieden). Widerspruch zur Voraussetzung, dafl G eine diskrete Gruppe
ist.

Sei a ein kiirzester von Null verschiedener Vektor in L.

Fall 1. Jeder Vektor in L ist von a linear abhingig. Sei b € L, etwa b = ya mit
~v € R. Schreibe v = z++' mit z € Z und 0 < 4’ < 1. Dann ist auch v'a = b—za € L
und es ist ||y'al|| < ||a||. Wegen der Minimalitéit der Lénge von a folgt 4'a = 0, also
b = za. Wir sehen also: Jeder Vektor in L ist ein ganzzahliges Vielfaches von a, wir
sind also im Fall (B).

Fall 2. Es gibt einen Vektor b’ in L, so daf a, b’ linear unabhéngig sind. Betrach-
te das von a und b’ aufgespannte Parallelogramm P. In diesem Parallelogramm gibt
es nur endlich viele Vektoren, die zu L gehoren (wieder wegen Bolzano-Weierstraf3
und der Diskretheit von G'), wihle also in P einen Vektor b, der nicht auf der
Ursprungsgeraden £ durch a liegt, aber zu dieser Geraden den kiirzesten Abstand
hat.

Sei nun ¢ ein beliebiger Vektor in L. Da a,b eine Basis von R? ist, kénnen wir
¢ = ~ya + 0b schreiben, mit v,0 € R. Sei d = z+ ¢’ mit z € Z und 0 < ¢’ < 1. Mit
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b, ¢ liegt auch ¢— zb = ya+ ¢'b in L. Dieser Punkt hat einen kiirzeren Abstand von
£ als b, das gleiche gilt fiir alle Punkte der Form p(z’) = ¢— zb+ 2'a mit 2’ € Z, sie
liegen auf der Geraden k, die parallel zu £ verliuft und durch den Punkt 6’b geht.

Diese Punkte p(z’') mit 2z’ € Z liegen im Abstand ||a|| auf der Geraden k, insbe-
sondere muf} also einer dieser Punkte im Parallelogramm P liegen. Da dieser Punkt
einen kiirzeren Abstand von £ hat und zu L gehort, sehen wir, dafi 8’ = 0 gelten
mufB. Es ist also ¢ — zb = ~ya ein reelles Vielfaches von a. Wir wissen aber schon, dafl
reelle Vielfache von a, die zu L gehoren, ganzzahlige Vielfache von a sein miissen.
Dies zeigt, dal ¢ eine ganzzahlige Linearkombination von a und b ist. Wir sind
also im Fall (C). Insgesamt haben wir gezeigt, dal nur die drei Fille (A),(B),(C)
auftreten konnen.

Die Rosetten- und die Friesgruppen.
(A) (Rosettengruppen) Es gibt aufler der Identitéit keine Translation in G'. Dann
ist G eine endliche Gruppe und zwar zyklisch oder eine Diedergruppe.

Beweis: Die einzige Translation in G ist die Identitdt. Dann besteht G nur aus
Drehungen und Spiegelungen. Zu zeigen ist, dass es einen gemeinsamen Fixpunkt fiir
alle diese Drehungen und Spiegelungen gilt (also ein z € R? mit g(z) = z fiir alle
g € G). Um dies zu zeigen, fiihren wir den Begriff des Schwerpunkts einer endlichen
Folge von Elementen in R? ein:

Sind z1,...,7, € R?. Man nennt s(z1,...,2,) = %sz den Schwerpunkt (er
héngt offensichtlich nicht von der Reihenfolge von z1,...,z, ab).

Lemma. Fiir jede Bewegung ¢ gilt: ¢(s(z1,...,25)) = s(d(z1),- .., d(xn)).

Beweis: Da sich ¢ als Hintereinanderschaltung einer Translation und einer or-
thogonalen Abbildung schreiben l&sst, reicht es, den Fall einer Translation und den
einer orthogonalen Abbildung zu betrachten. Ist ¢ = t,, so gilt

ta(s(z1,.. . xn)) =a+ (s(x1,...,2,)) =a+ %sz
= %Z(a'ﬂﬂi) =s(x1+a,...,2n+a) =s(ta(z1),...,ta(zy)).

Ist ¢ eine orthonale Abbildung, so ist ¢ insbesondere linear, also ist

$(s(x1,. . 2a) = B Y _wi) = 5 Y (i) = s(d(@1), ..., $(24)).
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Wir zeigen nun: Eine endliche Untergruppe G von B(2) besitzt einen Fixpunkt.
Sei y € R? beliebig. Die Gruppe G habe die Ordnung n, seien g1,...,g, die Ele-
mente von G . Multiplizieren wir diese Elemente von links mit h € GG, so erhalten wir
die Folge hgs,...,hg,, die wieder alle Elemente von G durchliduft (aber in anderer
Reihenfolge). Der Schwerpunkt der Folge hgi(y),...,hgn(y) stimmt mit dem der
Folge g1(y),...,9.(y) iiberein (denn es handelt sich ja um die gleichen Elemente,
nur eben in anderer Anordnung. Setzen wir also x = s(g1(¥),--.,9n(y)), so sehen
wir

h(z) = h(s(91(y),---,9n(y))) = s(hg1(¥), - - -, hgn(y)) = s(91(¥); - - -, 9n(¥)) = =,

fiir jedes h € G. Wir sehen also, dass = ein Fixpunkt fiir alle A € G ist.

Insgesamt sehen wir, da§ wir G als Untergruppe von O(2) auffassen kénnen
(wenn wir den gemeinsamen Fixpunkt als Urspung wihlen).

(B) (Friesgruppen) Es gibt einen von Null verschiedenen Vektor a € R?, so daf§
die Translitionen in G gerade die Translationen der Form ¢,, mit z € Z sind.
Dann ist G eine der Gruppen C,,D,, mit n =1 oder 2.

Beweisidee: Sei g eine Drehung in G der Ordnung n. Es ist g(a) € L, also kann
g(a)_nur a oder —a sein, g ist also eine Drehung der Ordnung 1 oder 2. Demnach

ist G entweder eine zyklische Gruppe C; oder Cy oder eine Diedergruppe D; oder
Ds.

4E. Die Symmetriegruppe eines Gitters in der euklid’schen Ebene.
Wir betrachten nun den Fall (C). Dazu folgende Voriiberlegung:

Ist G' eine Untergruppe von B(2), so sei G das Bild von G unter der kanonischen
Abbildung B(2) — O(2). Man nennt G die Punktgruppe zu G.

(C) (Ebene Kristallgruppen) Es gibt zwei linear unabhiingige Vektoren a,b €
R?, so daf3 die Translationen in G gerade die Translationen der Form ¢, mit
¢ =za+2'b und 2,2 € Z sind. Dann ist G eine der Gruppen C,,D, mit
n=12,3,4,6.

Die Gruppe G operiert auf L. Das heifit: Ist ¢ € G, etwa g = ¢ mit ¢ =
tyog fir ein u € R%, und ist x € L, so ist auch g(x) € L. (Im Fall (A) ist
dies selbverstiindlich, deshalb wird dies erst jetzt bewiesen.) Beweis. Es ist ¢~! =
g7l o (ty)™ und (¢,)7" =t_,. Beachte: got, =1, 0g. In G liegt das Element

pot,opl =t,0g0t, 097 0t ,
:tuotg(m)ogog_lot_u

= bu 0tg(a) Ot —u = tg(a)-
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Fall (B). Sei g eine Drehung in G der Ordnung n. Es ist g(a) € L, also kann
g(a) nur a oder —a sein, g ist also eine Drehung der Ordnung 1 oder 2. Demnach

ist G entweder eine zyklische Gruppe C; oder Cy oder eine Diedergruppe D; oder
Ds.

Fall (C). Die kristallographische Bedingung: Jede Drehung in G hat die
Ordnung 1,2,3,4 oder 6.

Erster Beweis. In G gebe es Drehungen der Ordnung n, also ist C, eine
Untergruppe von G. Die Drehung d, mit Winkel a = 2% gehort also zu G. Sei nun
a ein kiirzester von Null verschiedener Vektor in L. Wie wir wissen, gehort auch
dea zu L. Ist n > 7, so ist aber d,a — a ein Vektor in L, dessen Lénge kiirzer als

die von a ist. Unmdglich.
. daa

"a

Ist n = 5, so betrachten wir dy,. Auch diese Drehung gehért zu G und demnach
daq(a) zu L. Aber daq(a) 4+ a hat kiirzere Linge als a. Ebenfalls unméglich.

d2a(a’) d2a (a) Ta

P —

Zweiter Beweis. Sei ¢ € G eine Drehung um den Winkel «, also g = d,.
Wie wir wissen, bildet g das Gitter L = {za + 2'b | 2,2/ € Z} in sich ab. Sei
g(a) = z11a + z21b, und g(b) = z12a + 222b, dann ist also A = [211 zm} die

21 222
Matrix-Darstellung der Drehung g beziiglich der Basis a, b. Insbesondere sehen wir,
dafl die Matrizen D(a) und A #hnlich sind. Ahnliche Matrizen haben die gleiche
Spur. Die Spur von A ist eine z1; + 293 ist eine ganze Zahl, die von D(a) ist
2 cos(a). Also sehen wir: 2cos(a) € Z. Daraus folgt aber o = £2% mit 0 < s < n
und n = 1,2,3,4 oder 6. Hier zur Verdeutlichung der Graph des Cosinus und fiir
n=1,2,3,4 und 6 die Position der Zahlen 527” mit 0 < s < n auf der Zahlengerade

: cos(a)

II3II3
A1
SR WN

Die kristallographische Bedingung entspricht also der Bedingung 2 cos(a) € Z.



Ll FADRKIN

4F. Die ebenen Kristallgruppen.

Um ebene Bewegungsgruppen G skizzenhaft zu beschreiben, verwenden wir
folgende Symbole: Wir markieren in der Ebene alle Zentren nicht-trivialer Drehun-
gen, die zu G gehoren, als Kreise o; so weit notwendig, notieren wir die Ordnung
der Drehung: wir ersetzen o durch eine der Zahlen 3,4,6; im Fall der Ordnung 2
markieren wir das Zentrum einfach als schwarzen Punkt e. Spiegelachsen zeichnen
wir durchgezogen , Gleitspiegelachsen punktiert - . Manchmal wird bei
Gleitspiegelungen auch ein Verschiebungsvektor gestrichelt eingefiigt: ...k - = —.......

Im Fall einer ebenen Kristallgruppe geben wir jeweils zwei Vektoren a,b an,

so dafl die Translationsuntergruppe von G durch t,,t, erzeugt wird, etwa

Grundsitzlich miifite man zu jeder Gleitspiegelachse die Linge eines zugehdrigen
Verschiebungsvektors ¢ notieren. Darauf kann aber bei den ebenen Kristallgruppen
verzichtet werden: Sei ¢ eine Gleitspiegelung, deren Achse keine Spiegelachse ist, sei
¢ der Verschiebungsvektor. Da ¢? eine Translation ist, ist 2¢ in L, also 2¢ = za+2'b
mit z, 2/ € Z. Dabei gibt es immer eine Gleitspiegelung, bei der z, 2z’ teilerfremd sind
(mindestens eine der Zahlen z, 2’ mufl ungerade sein, denn sonst wire ¢ € L; besitzen
z,7z' einen echten ungeraden Teiler, so schalte man eine geeignete Translation hinter

).

Zu untersuchen sind nun die moglichen Fille:

e Es gibt keine echten Drehungen (also G = C; oder D).

e Es gibt eine Drehung der Ordnung 2 und jede Drehung hat Ordnung 1 oder 2
(also G = Cy oder Ds).

e Es gibt eine Drehung der Ordnung 4 (also G = C4 oder Dy).

e Es gibt eine Drehung der Ordnung 3, aber keine Drehung der Ordnung 6 (also
G = C3 oder D).

e Es gibt eine Drehung der Ordnung 6 (also G = Cg oder Dg).

Wir diskutieren hier nur einen einziger Fall; die anderen Félle sind #hnlich,
manche sogar einfacher:

Ebene Kristallgruppen mit einer Drehung der Ordnung 4. Sei G eine
ebene Kristallgruppen mit einer Drehung der Ordnung 4. Wir verwenden ein Ko-
ordinatensystem, in dem der Ursprung 0 und der kanonische Basisvektor e; = [(1)]
Zentren von Viererdrehungen sind. Wir konnen annehmen, dafl der Abstand von je
zwei Zentren von Viererdrehungen mindestens 1 ist. Es folgt, dal die Zentren der
Viererdrehungen gerade die Menge Z? bilden. Sei dy die Drehung um den ursprung
mit Winkel 7/2 und d; die entsprechende Drehung mit Zentrum e;.

Es ist dodi Zweierdrehung mit Zentrum 1(e; + e2) (nachrechnen) und dem-
nach ist ¢ = (dod;)d? als Hintereinanderschaltung zweier Zweierdrehungen eine
Translation, und zwar mit dem Verschiebungsvektor b = e; + es, entsprechend ist
t' = d?(dod,) Translation mit Verschiebungsvektor a = e; — ey . Beachte: Die Trans-
lation ., kann nicht zu G gehoren, denn es ist dit., Viererdrehung mit Zentrum
%(el + e3), diese Viererdrehung gehort aber nicht zur Gruppe G. Wir sehen also:
Die beiden Translationen t,t" erzeugen die Translationsuntergruppe von G (denn
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Elemente in G miissen die Viererdrehungszentren auf Viererdrehungszentren abbil-
den). Wir kennen jetzt die Untergruppe Gy aller eigentlichen Bewegungen in G,
insgesamt besteht Gy aus folgenden Symmetrien:

Nun nehmen wir an, dafl G auch uneigentliche Bewegungen enthilt. In diesem
Fall ist G isomorph zur Diedergruppe D,. Wie wir wissen, operiert G auf dem
Gitter L = {za + 2'b | 2,72/ € Z}. Da die Elemente von G C O(2) die Norm von
Vektoren erhalten, operiert G auf den Vektoren in L mit Norm /2, dies sind die
vier Vektoren a, —a, b, —b, die links im Koordinatensystem des R? gezeichnet sind,
rechts sind die vier Spiegelachsen eingetragen:

Da die y-Achse eine dieser Spiegelachsen ist, sehen wir: es gibt in G eine Spiege-
lung oder Gleitspiegelung mit einer vertikalen Achse £. Da durch die entsprechende
Spiegelung oder Gleitspiegelung die Menge der Z2 auf sich abgebildet werden muf,
sieht man leicht, dafl / eine Gerade der Form x = m oder x = m + % mit m € Z
ist. Verwenden wir die Verschiebungen t, mit a € L, so sehen wir, da} zumindest
eine der beiden Geraden z = —1 oder x = —% als Achse einer Spiegelung oder
Gleitspiegelung in G auftritt.

Bevor wir die moglichen Fille diskutieren, betrachten wir ganz allgemein eine
Spiegelung ¢ an einer Geraden £ und eine Drehung g der Ordnung 4, deren Zentrum
nicht auf £ liegt. (*) Dann sind go o, g2 oo und g3 oo Gleitspiegelungen! Zum
Beweis konnen wir annehmen, dafl £/ die Gerade z = —\ mit A > 0 ist und daf} das
Drehzentrum von g der Ursprung ist. Das folgende Bild zeigt die Achsen und die
Verschiebungsvektoren:

o goo

Die Gleitspiegelachse von g oo ist die Gerade y = —x — A, der Verschiebungsvektor
ist A(ey — ea); die Gleitspiegelachse von g2 o o ist die Gerade y = 0, der Verschie-
bungsvektor ist 2\e; ; die Gleitspiegelachse von g3 oo ist die Gerade y = z + X, der
Verschiebungsvektor ist A(e; + e2).

Fall 1: Die Spiegelung s an der y-Achse gehore zu G'. Mit Hilfe der Translatio-
nen sieht man, dafl auch die Gerade z = —1 Spiegelachse ist. Wegen (x) folgt, daf
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auch die Geraden y =x+1, y =0, y = z — 1 Gleitspiegelachsen sind und zwar mit
Verschiebungsvektoren e; + es, 2e1, e; — es. Aber diese Vektoren gehoren alle zu
L, demnach sind die Geraden y = x4+ 1, y =0, y = z — 1 Spiegelachsen. Wenden
wir nun () auf die Gerade y = z + 1 an (hier ist A = £1/2), so erhalten wir als
zusitzliche Gleitspiegelachsen die Geraden x = —% mit dem Verschiebungsvektor
—eg und die Gerade y = % mit dem Verschiebungsvektor e;. Insgesamt erhalten

wir also folgende Symmetrien:

Fall 2: Die Spiegelung s’ an der Gerade x = —% gehore zu G. Wegen (%)
wissen wir, daf die Geraden y = z + 3, y = =, y = z — 3 Gleitspiegelachsen
sind, mit Verschiebungsvektoren i(e; + e3),e1, 3(e1 — ez). Durch Verschiebungen

und Drehungen erhalten wir folgende Symmetrien:

AL
- i

I

Es bleibt zu zeigen, daf3 es keine weiteren Moglichkeiten gibt. Wie wir wissen,
ist zumindest eine der beiden Geraden z = —1 und z = —% Spiegelachse oder
Gleitspiegelachse. Handelt es sich dabei um eine Gleitspiegelachse, so gibt es eine
zugehorige Gleitspiegelung mit Verschiebungsvektor e;. Im Fall 1 ist z = —1 Spie-
gelachse, und = = —% Gleitspiegelachse mit Verschiebungsvektor es. Im Fall 2 ist
x = —1 Gleitspiegelachse mit Verschiebungsvektor e; und = = —% Spiegelachse.
Zusammen mit G erzeugt eine derartige Spiegelung oder Drehspiegelung die Grup-
pe G. Dies zeigt: gibt es in G mindestens eine uneigentliche Bewegung, so liegt einer

der beiden Falle 1 oder 2 vor.

Beachte, dafl diese beiden Fille auf folgende Weise unterschieden wer-
den konnen: Im Fall 1 gibt es durch jedes Zentrum einer Viererdrehung
vier verschiedene Spiegelachsen, im Fall 2 dagegen verlduft keine einzige
Spiegelachse durch ein Zentrum einer Viererdrehung.

Interessant ist auch: Im Fall 1 gibt es Spiegelungen mit vier ver-
schiedenen Richtungen der Spiegelachsen, im Fall 2 gibt es nur zwei
Richtungen von Spiegelachsen.



