Lineare Algebra I Zettel 1

Aufgabe 1
Sei M eine Menge. Zur Definition der symmetrischen Differenz zweier Teil-
mengen von M siehe Aufgabenstellung.

Voriiberlegung: Fiir X, Y, Z C M gilt:

(XUY)N\Z

{meM: (imeXVvmeY)Am¢Z}

{meM - meXAm¢ZtU{meM: meY Am¢Z}
= (X\7)U(V\2)

Und ebenso gilt:

Z\(XUY)
= {meM:meZAm¢(XUY)}
= {meM:meZAnmg¢gXAmg¢Y}
= {meM:meZAmg¢X}n{meM - meZAm¢Y}
= (Z\X)Nn(2\Y)

Eine weitere Regel fiir Differenzen von Mengen lautet:

(X\Y)\Z
= {meM:meXAme¢YAm¢Z}
= {meM:meXAm¢éZAm¢Y}
— (X\Z2)\Y

Nach diesen Gleichungen widmen wir uns nun der Aufgabe. Zu zeigen: (P(M), A)
ist eine kommutative Gruppe (eine solche Gruppe wird auch “abelsch” ge-
nannt).
Zunéachst stellt man fest, dass offensichtlich AAB = BAA fiir alle A, B C M
gilt.
(i) Assoziativitét
Seien A, B,C' C M.
Zu zeigen: (AAB)AC = AA(BACQC).

Vereinfachen wir erst die linke Seite:

(AAB)AC = ((A\B)U (B\A))AC
= ((A\B)U(B\A)\CUC\((A\B) U (B\A))
= (A\B)\CU(B\A\CU (C\(A\B)QC\(B\A))

J/

=:D

Schauen wir uns die Menge D nochmal an:

D = {meM:meCAm¢ (A\B)Am¢ (B\A)}

{meM:meCA(me(ANB)vVm¢ (AUB)}

= (AnBnCOYU{meM:meCAmé¢ (AUB)}
(ANBNC)U(C\B)\A
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Insgesamt also:
(AAB)AC = (AN BN C)U(C\B)\AU (A\B)\C U (B\A)\C

Anschaulich liegen also diejenigen Elemente von M in (AAB)AC, die in
allen 3 Mengen liegen oder aber in genau einer.
Nun zur rechten Seite:

AA(BAC) = AA((B\C)U (C\B))
A\((B\C) U (C\B)) U ((B\C) U (C\B))\A
= (A\(B\C)QA\(C\B)) UB\C)\AU (C\B)\A

. J/

=F

Genau wie oben ergibt sich:
E=(AnBnNC)U(A\B)\C

Insgesamt folgt das Gewiinschte.

(ii) Neutrales Element
Sei A € M beliebig. Wir miissen die Existenz einer Menge X C M zeigen
mit der Eigenschaft:
AAX = XAA=A

Definiere nun X := (). Es gilt:
AAND = (A\D) U (\A) = Auh=A

Damit ist die leere Menge () das gesuchte neutrale Element. Da wir die
Kommutativitét schon nachgewiesen haben, geniigt es, nur diesen Fall zu
betrachten.

(iii) Inverses Element
Sei wieder A C M beliebig. Nun miissen wir die Existenz einer Menge
A~ zeigen mit der Eigenschaft:

AAAT = ATTAA =)
Definiere A~! := A. Dann gilt:
AAA = (A\NA)U(A\A) =0Ud =10
Alle Gesetze einer Gruppe sind damit nachgewiesen. ]

Aufgabe 2 B
Definiere U := Q[v/2] = {a + bv/2 : a,b € Q}.

(a) Zunéchst gilt: 0 = 0+0-vV2ceUund auch 1 =1+0-+2 € U. Fiir
einen Unterring brauchen wir nun die Abgeschlossenheit von U bzgl. der
Operationen + und - in R und zu jedem u € U ein additives Inverses,
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damit (U, +) eine Gruppe wird.
Seien also a + bv/2 und ¢ + dv/2 in U. (Also a,b, ¢, d € Q). Dann gilt:

(a+b0V2)+ (c+dV2) = (a+c)+(b+dV2eU
(a+bV2) - (c+dvV2) = ac+ adv2+bev/2 + bd(v/2)?
= (ac+ 2bd) + (ad + bc)V2 € U

AuBerdem ist natiirlich (—a) -+ (—b)v/2 € U und das ist bzgl. + invers zu
a + bv/2. Damit ist U tatsiichlich ein Unterring von R.

Es geniigt zu zeigen, dass U abgeschlossen ist bzgl. der Bildung von In-
versen bzgl. der Verkniipfung -. Denn nach (a) ist U bereits ein Ring.
Zunéchst folgende Behauptung fiir a,b € Q:

a+bV24£0=a> -2 £0

Angenommen es gilt b = 0. Dann ist aber nach Voraussetzung a # 0 und
damit auch a* # 0.

Sei also b # 0. Angenommen unsere Behauptung wére falsch und es gélte
a®? — 2b* = (0. Dann aber folgt:

2
a? =20 = (%) :2:>%=\/§:>\/§€Q

Und das ist ein Widerspruch, denn bekanntlich gilt v/2 ¢ Q. Sei also nun
a4+ bv2 € U mit a + byv/2 # 0 beliebig. Gesucht ist nun ein Element
c+dv2 € U mit (a+bv2) - (c+dv2) =1.

Definiere ¢ := —“%= und d := —ﬁ. Nach obiger Behauptung sind

diese Ausdriicke definiert. Dann folgt:

a—b\/é_a2—2b2_1
a2 — 202 a2 — 22

(a+bV?2) - (c+dv2) = (a+bV2)-

Offensichtlich gilt ¢,d € Q und damit liegt das Inverse bzgl. - zu einem
Element aus U\{0} wieder in U und daraus folgt, dass U ein Korper ist.
Und das war zu zeigen. O

Aufgabe 3

Vorausgesetzt sei die Division mit Rest: Zu a € Z,b € N gibt es eindeutig
bestimmte Zahlen ¢,r € Z mit 0 <r <bund a = ¢b+r.

(a)

Seien n, m € G beliebig. Wende die Division mit Rest auf a := n-m und
b := p an und erhalte Zahlen ¢,r € Z mit 0 < r < p und nm = gp + r.
Damit ist aber nm — r = ¢p. Zunéchst gilt » > 0, denn falls r = 0, so
folgt nm = gp, also ist p ein Teiler von nm und da p eine Primzahl ist
also ein Teiler von n oder von m, was aber nicht mdéglich ist, da sowohl
n < p als auch m < p gilt. Also ist r € N.

Behauptung: n * m = r. Dazu geniigt es zu zeigen, dass r die kleinste
natiirliche Zahl ist, fiir die nm — r ein ganzzahliges Vielfaches von p ist.
Angenommen es gibt ein 0 < k& < r mit nm — k = ¢’p. Dann folgt:

r—k=(nm—qp) — (nm —q'p) = (¢ — q)p
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Es gilt aber 0 < r—k < p, also kann r—k nur dann ganzzahliges Vielfaches
von p sein, wenn gilt » — k = 0 also r = k. Damit folgt n * m = r und
1<r<p-—1,alsonsm € G, was zu zeigen war.

(b) Wieder ist die Definition der Verkniipfung symmetrisch in n und m, also
ist die Verkniipfung in jedem Fall kommutativ. Weisen wir wieder die
Eigenschaften nach:

(i)

(i)

(i)

Assoziativitét
Seien a,b,c € G. Dann gilt a * b = ab — qp fiir ein ¢ € Z. Ebenso gilt
(axb)*c=(axb)c—¢'p fir ein ¢ € Z. Es folgt:

(axb)xc=(ab—qp)*c= (ab—qp)c—¢'p=abc — (qc+q')p

Damit ist (a * b) * ¢ der eindeutig bestimmte Rest, der bei Division
von abc durch p bleibt.

Analog gibt es ganze Zahlen s, s € Z mit bxc = be—sp und a*(bxc) =
a(b* c) — s'p. Zusammen ergibt sich wieder:

ax* (bxc)=ax (bc— sp)=a(bc— sp) —s'p=abc— (as+ s')p

Also ist auch a* (b*c) der eindeutig bestimmte Rest, der bei Division
von abc durch p bleibt. Damit folgt (a % b) * ¢ = a % (b* ¢) und das
war zu zeigen.

Neutrales Element

Sei a € G beliebig. Behauptung: fiir 1 € G gilt 1 xa=a* 1 = a.
Nach Definition ist a * 1 die kleinste natiirliche Zahl, fiir die a —a * 1
ein Vielfaches von p ist. Da a < p folgt sofort: a *x 1 = a.

Inverses Element

Zu a € G betrachte die Menge M := {axx : x € G} C G. Seien
r,y € G mit a x x = a x y. Behauptung: dann gilt + = y. Wire
dies der Fall, so wiirde folgen, dass M genau p — 1 Elemente haben
muss, also gleich G sein muss. Dann aber gilt 1 € M und es gibt ein
inverses Element zu a.

Beweis der Behauptung: Seien also x,y € G mit a x z = a * y. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit darf man annehmen, dass gilt = > .
Dann gibt es wie oben ganze Zahlen ¢,¢' € Z mit a x x = ax — qp
und a * y = ay — ¢'p. Daraus folgt:

ar—gp=ay—q¢p=alr—y)=(¢—q)p

Also teilt p das Produkt a(z —y). Da a < pist p aber kein Teiler von
a. Da p eine Primzahl ist, folgt also automatisch, dass p die Differenz
x — y teilt. Es gilt aber 0 < z — y < p und damit ist z — y = 0 bzw.
x =y, womit auch die Behauptung bewiesen wire.

All dies zeigt die Aufgabe. O
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