Lineare Algebra 1 settel 12

Aufgabe 1)

a)

Zu zeigen sind beide Inklusionen.

Sei zunéchst w € U. Dann gilt nach Definition f(u) € f(U) und damit
auch u € f~Lf(U). Also folgt U C f~Lf(U).

Sei nun k£ € Kern(f). Dann ist f(k) =0 € f(U), da f(U) ein Untervek-
torraum von V' ist. Daraus folgt k € f~!f(U), also Kern(f) C f~'f(U).
Insgesamt gilt also: U + Kern(f) C f~1f(U).

Sei umgekehrt v € f~'f(U). Dann ist f(v) € f(U), also existiert ein
w € U mit f(v) = f(u). Dies ist aber gleichbedeutend mit 0 = f(v) —
f(u) = f(v—u), also gilt v — u € Kern(f). Also gilt:

v=(v—u)+ (u) € Kern(f)+U
——
€Kern(f) eU

Dies beweist die andere Inklusion.

Auch hier werden beide Inklusionen gezeigt.

Die Inklusion ff~1(U") C Bild(f) ist klar. Sei also w € ff~'(U’). Dann
existiert ein v € f~1(U’) mit f(v) = w und die Definition von v liefert
w € U'. Insgesamt gilt also ff~1(U’') C U’ N Bild(f).

Sei also v’ € U' N Bild(f). Da «' € Bild(f) gibt es ein a € V mit f(a) =
u € U, also folgt a € f~1(U’). Dies aber zeigt: u' € ff~HU").

Beide Inklusionen zusammen ergeben nun das Gewiinschte.

Seien M := {U C V : U ist Untervektorraum mit Kern(f) € U} und
N :={u CV’":u" ist Untervektorraum mit U’ C Bild(f)}. Definiere die
Abbildung ¢ : M — N gegeben durch ¢o(U) := f(U). Zu zeigen ist die
Bijektivitat von .

Zunichst die Injektivitét. Seien also U, W € M mit p(U) = (W), also
f(U) = f(W). Zu zeigen ist U = W. Da U und W beide in M liegen gilt:
Kern(f) C U und Kern(f) C W. Es folgt:

U=U+Kemn(f) 2 fHfU) = fFLFW) LW + Kern(f) = W

Zur Surjektivitit: Sei U’ € N beliebig. Definiere U := f~1(U’). Dann ist
U ein Untervektorraum von V. Fiir jedes k € Kern(f) gilt f(k) =0¢€ U’,
also ist Kern(f) C U bzw. U € M. Es gilt:

p(U) = f(U) = f71(U) 2U' N Bild(f) = U'

Die letzte Gleichheit gilt, da U’ C Bild(f), weil U’ € N nach Voraus-
setzung. Also haben wir das gesuchte Urbild konstruiert und ¢ ist eine
Bijektion. 0

Aufgabe 2)

a)

Auch dies 16sen wir elementweise:
Sei w € f(Upy NUsy). Dann gibt es ein v € U; N Uy mit f(v) = w. Es
gilt aber v € Uy = w € f(Uy) und ebenso v € Uy = w € f(Us), also
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insgesamt w € f(Uy) N f(Us).
Fiir die Gleichheit der anderen beiden Mengen betrachte fiir u; € U; und
uy € Uy die Gleichheit:

fur +uz) = f(ur) + f(uz)

Das folgt aus der Linearitédt von f und zeigt sofort die Behauptung.

Fiir die erste Gleichheit wird die Linearitdt von f nicht benétigt, denn
die Aussage gilt ganz allgemein:

ac fHUINUY) & fla)eU NU,
& fla) €U A f(a) € U]
& ac fTH(U)Nae f7H(U)
& ac fFHUNNFHU)

Fiir die Inklusion betrachte v € f~1(U;j) + f~1(U3). Dann ist v = w; +ws
mit f(wy) € U] und f(wq) € U. Also folgt:

fw) = flwy +ws) = flwy) + f(wy) € Uy + Uy = v e fHU] + Uy)
Fiir das erste Beispiel sei V := R%, V' := R und U; := (e;), sowie
Uy := (ey) die z-Achse und die y-Achse. Sei die Abbildung f : R*> — R
gegeben durch f(e;) = f(ep) = 1. Dann gilt:
U nNnU, = {0} = f(U1 N UQ) = {0}
Aber f(Uy) = f(Usz) = R und daraus folgt
f(U) N f(Uz) = R # {0}
Also gilt die andere Inklusion in a) im Allg. nicht.
Fiir das zweite Gegenbeispiel sei V := R V/ := R? und f : R — R?

gegeben durch f(1) = ey + eq. Seien U7 := (e;) und U} := (e2) wieder die
x-Achse bzw. die y-Achse. Dann gilt:

fHU) =1{0} = f7H(U) = f7HUD) + f71(U3) = {0}
Zugleich gilt aber U] + U} = R?, also
U+ Ug) = f(R?) =R # {0}

Dies zeigt, dass die andere Inklusion in b) auch im Allg. nicht gilt. O

Aufgabe 3)

a)

Definiere U, := Bild(f) und U, := Kern(f). Es ist klar, dass fir u € U,
sofort f(u) = 0 gilt. Sei also u € U, dann existiert ein w € V mit
f(w) = u. Daraus folgt:

flw) = f(f(w)) = fA(w) = f(w) = u
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Damit erfiillen U; und U, die Bedingungen. Es bleibt zu zeigen: V =
Uy, & U,. Sei dazu zunéchst v € U; N Uy. Aufgrund der oben gezeigten
Eigenschaften gilt f(u) = u, da u € Uy, aber auch f(u) =0, da u € Us.
Daraus folgt u = 0, also gilt U; N Uy = {0}.

Sei nun v € V beliebig. Definiere w := v — f(v). Dann folgt:

flw) = flo=f(v)) = f)=f*(v) = f(v)=f(v) =0 = w € Kern(f) = Vs
Also lésst sich v zerlegen:
v=v—f(v)+ fv)=w+ f(v) e Uy + U

Sei (vq,...,v,) eine beliebige Basis von U; und (wy,...,w;) eine Basis
von Uy. DaV =U, & U, ist B:= (vy,...,0.,w1,...w;) eine Basis von V.
Die Matrix ME(f) erfiillt die geforderten Bedingungen, da nach Aufgabe
a) gilt: f(v;) =v; fir 1 <i<rund f(w;) =0fir 1 <j <lI. O

Aufgabe 4)

a)

Seien f,g € K|[T] beliebige Polynome und A € K. Seien Darstellungen
von f und g wie folgt gegeben:

f:zn:aiTi g:ibiTi
i=0 1=0

Ohne Einschrankung kann man dabei annehmen, dass beide Summen bis
n laufen: definiere n als das Maximum der Grade von f und ¢ und setze
fiir das jeweils andere Polynom die hoheren Koeffizienten gleich 0.

Nun rechnet man die Linearitédt von 0 nach:

o +g)=9 (Z(“i+bi)Ti> = ila; + )T

=0 =1
Andererseits gilt:

n n

5(f)+6(g) =Y ia T+ b T = i(a; + by) T
i=1 i=1 i=1
AuBerdem ist

n

Mo (f) = Azz‘am‘—l = i(Aa) T = 6(Af)

=1

Also ist ¢ linear. An der Definition erkennt man schon, dass fiir f € P,

folgt: (f) € Pn_1 C Py.
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b) Sei B := (1,T,T? ...,T%) eine Basis von P5. Fiir K = R betrachte die
darstellende Matrix von  beziiglich dieser Basis:

Sl

—~

(%)

S~—

I
SO DD DD DD OO oo
DO DD DD OO Wo o
OO OO OO kO oo
S OO OO TToOoO Oo o
SO DD OO OO o oo
S O 00O OO oo oo
S O OO OO oo oo

SO DD DO OO o
DO DD DODDOD OO O NO
S OO JOOoO oo oo

Die Matrix ist in Zeilenstufenform und hat offensichtlich den Rang 9.
Ist nun K = Z/pZ, so gilt dies immer noch, falls p > 9. Betrachte also
Primzahlen, die kleiner sind als 9:

p =7 Dadurch wird eine Zeile in der Matrix zu einer Nullzeile. Der Rang
verringert sich auf 8.
p =5 Wieder ist nur eine Zeile betroffen. Ebenfalls Rang 8.

p = 3 Hier werden die Zeilen 3, 6 und 9 zu Nullzeilen, wir erhalten also eine
Matrix vom Rang 6.

p = 2 In diesem Fall werden die Zeilen 2, 4, 6 und 8 zu Nullzeilen, die neue
Matrix hat also den Rang 5.

Damit wurden alle Fille betrachtet. O

Lars Scheele 4



