Aufgabe 1
Sei R ein Ring und S, S’ Unterringe von R.

a) Beh: SN S’ ist ein Unterring von R.
Beweis :

— Da sowohl S als auch S’ Unterringe von R sind, enthalten beide das
neutrale Element bzgl. der Addition Oz und das neutrale Element
bzgl. der Multiplikation 1.

Also gilt 1Ip € SNS" und O € SN S

— Seien nun z,y € SN S".
Weil S ein Unterring von R ist,ist x —y € Sund z-y € S.
Ebenso ist aber auch S ein Unterring von R und damit x —y € 5’
und z -y € 5.
Alsogilt t —ye SNS und x-y € SN Y.

g

b) Beh : Ist r € R invertierbar, so ist r~'Sr ebenfalls ein Unterring von R.
Beweis :

— Da S ein Unterring von R ist, enthélt es Oz und 1.
Also gilt 0 = r~10gr € =157
und 1g = r~1zr € r=19r.
— Seien nun z,y € r~1Sr, d.h. es gibt s,t € S mit x = r~lsr und
y =1 tr.
Da S ein Unterring von R ist, ist s —¢ € Sund s-t € S.
Also gilt 2 —y =r"tsr —r~Yr =r"Ys—t)r e r~1Sr
und x -y = (r~tsr)(r~tr) = r~1(st)r € r-15r.

1 b
c) Essei Nt ={[ 0 c || abce R}
0 1

S = Q

(Beachte N ist eine Untergruppe der GL(n, R), aber kein Ring.)

Fiir die sechs Permutationsmatrizen P € M (3 x 3, R) bestimmen wir die
folgende Untergruppe der GL(n, R): Nt N P~INTP.

Ss = {id, (12), (13), (23), (123), (132)}, folgendermafen zu lesen:

(12) meint 1 +— 2+ 1,3 +— 3, oder z Bsp. (123) meint 1 — 2 — 3 — 1.
Fir o € Sz ist I, := Ei1 1) + E24(2) + E34(3) zugehorige Permutations-
matrix.

Beobachtung: Bei einer Multiplikation P, A werden die Zeilen von A wie
folgt permutiert:

In der i-ten Zeile von P, A steht die o(i)-te Zeile von A.

M.a.W.: Die i-te Zeile von A, findet man in der o~ !(i)-ten Zeile von P, A




wieder. In Detail:

(Bro) + Eao) + Esoe)A =
Ei o)A+ Eyp)A + B3 g3 A =

3
E1 1) (Z Uo(1),i Eo(1),i) + Ea20(2) (Z Uo(2),iEo2)i) + E3.003) (Z U0 (3),i Eo(3))
=1 i=1 i=1
3 3 3
Z Ao (1), 01, + Z Uo(2),iE2i + Z ao(3),i E3i
=1 =1 =1

Aa(l),o
dh. A= [ Ay
Aa(3),o

Bei einer Multiplikation AP, werden die Spalten von A wie folgt permu-
tiert.

In der i-ten Zeile von AP, steht die o~ ()-te Zeile von A.

M.a.W.: Die i-te Zeile von A, findet man in der o(i)-ten Zeile von AP,
wieder. In Detail:

A(El,o(l) + Eop0) + E3,a(3)) =
AEI o + AE2 ,0(2) + AE3 ,o(3) —

Zaz lEzl Elo Zaz 2E7,2 E2o ZG'ZQSEZS E3cr(3)

i=1

3
Z a; 1 Ei o1y + Z ai2Eig2) + Z i 3Fio(3) =
i=1 j '
Z a'z k:Ez o ( Z Q; 0 =

i,k=1 zyl
3

3
E a; -1y Eig + E a; o102y B2 + E a; 513 i3
i—1 i=1

d.h. AP, = ( Aeo-1(1)y Aeo-12)y Aeo-1(3) )

l.o=id, o '=0
offensichtlich gilt N*TNI!NT[ = N*

2. 0=(12),07 ' =0
1 a b 01 ¢ 1 0 ¢
P(12) 01 ¢ P(12) = 1 a b P(12) = a 1 b
0 01 0 01 0 01

3.0=(13),07 =0
1 a b 0 01 1 00
P(lg) 01 ¢ P(lg) = 01 ¢ P(lg) = c 1
0 01 1 a b b a 1




1 00
also Nt N P(13)N+P(13) = { 010 }
0 01
4. 0 =(23),07 ' =0
1 a b 1 a b 1
P(23) 01 ¢ P(23) = 0 0 1 P(Qg) = 0
0 01 01 ¢ 0
1 b a
also Nt N P(Qg)N+P(23) = { 010 |CL, be R}
0 01
5. 0 = (123), 0! = (132)
1 a b 0 01 1
P(132) 01 ¢ P(123) = 1 a b P(123) = b
0 01 01 ¢
1 00
also Nt N P(132)N+P(123) = { 01 a ‘CL € R}
001
6. 0 = (132), o0~ = (123)
1 a b 01 ¢ 1
P(123) 01 ¢ P(lgg) = 0 01 P(132) = 0
0 01 1 a b a
1 ¢ 0
also N* N P(123)N+P(132) = { 010 |C S R}
0 01

Aufgabe 2
Sei R ein Ring und A, B,C € M(n x n, R).

a)

b)

Beh : A, A sind dhnlich.
Beweis : A=1-A-I"'und I € GL(n, R).
Also ist A dhnlich zu sich selbst.

Beh : Sind A, B dhnlich , dann sind auch B, A dhnlich.
Beweis : Sind A, B dhnlich,

dann gibt es ein P € GL(n, R) mit B=P-A- P~ '

= A=Q -B-Q 'mitQ=P'eGL(n,R).

Also nach Definition sind B, A dhnlich.

— O

—_

—_

o

O

Beh : Sind A, B dhnlich und B, C dhnlich, dann sind auch A, C' dhnlich.

Beweis : Sind A, B dhnlich und B, C' dhnlich,
dann gibt es P,Q € GL(n, R) mit
B=P-A-PlundC=Q- -B- Q_l

S C=Q-(PAPY)-Q 7' = (QP)- A-(QP)!

Da GL(n, R) multiplikativ abgeschlossen ist, ist 7' = QP € GL(n

und somit A, C' dhnlich.

Beh : Ist R kommutativ, und sind A, B dhnlich, dann ist
Spur(A) = Spur(B).

Beweis : Sind A,B &hnlich,

, )

g




dann gibt es ein P € GL(n, R) mit B=P-A- P~ '
Nach Aufgabe 4, Blatt 4 gilt:
Spur(B) = Spur(PAP~') = Spur(P~'PA) = Spur(A) O

Aufgabe 3
Sei K ein Korper und A, 4 € K.

Beh : Es gibt a,b € K mit <3 i) <g g)sindéhnlich@A#u.

. Al a 0 e ey
Beweis : ( 0 4 ), ( 0 b ) sind dhnlich

Al a 0
. . o1 B
< es gibt ein P € GL(2, K) mit P (O M)P_(O b)

(ich schreibe P = (v, w) mit v ist die erste Spalte von P und w die zweite)
< es gibt ein (v, w) € GL(2, K) mit

< 3 i)(v,w)z (v, w) <8 2) = (av, aw)

d.h. Al v = av und Al w = bw,
0 u 0 u

(Beachte: offensichtlich sind v und w nur bis auf skalare Vielfache eindeutig,
das meint: ist v eine Losung, so auch kv fiir alle k£ € K)
bzw.

AU + U9 = avy und Awq + wy = bwy
HU2 = ava pawy = bw,
e Ist v, =0, dann sind wegen (v,w) € GL(2, K): v; # 0 und ws # 0.

Also ergeben die Gleichungen :
A =aund g = b, und damit wy = (p — A\)wy.

Also sind in diesem Fall: v = ( U1 ) (mit v; € K beliebig) und

0
v ( (u _w;\)wl ) (mit w; € K beliebig) die Losungen.
Beachte hier (v,w) € GI(2, K) & A # pund v; # 0,w; # 0.

(denn det(v,w) = viwydet (1) (u i A) ) =vwi(p—A))

e Ist v, # 0 und wy = 0 erhalten wir analog zu oben:

v = ( ( Ul)\)v ) (mit v; € K beliebig) und
— AUy

w= %1 (mit w; € K beliebig)

Wieder: (v,w) € GI(2, K) < X # pund vy # 0,w; # 0.

e Ist vy # 0 und wy # 0, so ist 4 = a = b und

v = ” Ul)\)v ) (mit v; € K beliebig) und
- 1

w = < y w;m ) (mit w, € K beliebig).
- 1




Also in diesem Fall ist (v, w) ¢ GL(2, K).
Also gibt es eine Losung (v, w) € GL(2,K) < X # O

Aufgabe 4
Beh : Jede Permutation in S,,,n > 2 laft sich als Verkniipfung von Transposi-
tionen schreiben.
Beweis : Induktion nach n
n=2: 5 ={id, (12)} ,da id = (12)(12) ist der Fall klar.
n—n-+1:Sei o €.9,.
duktionsvoraussetzung ist dieser Fall schon bewiesen.
Sonst gibt es [ € {1,...,n} mito(n+1) =1
Fiir die Abbildung 7 = (I,n + 1) o o gilt dann
Tn+1)=[(,n+1)oo|(n+1)=[(,n+1)](I) = n+ 1, also gibt es Trans-
positionen 7, ...,7, mit T =71 0---0T,.
Damit ist aber ¢ = (I,n + 1) o 7 Produkt von Transpositionen. d




