Lineare Algebra 1 Zettel O

Aufgabe 1
Sei U C S,, 1., folgendermaflen definiert:

U:={0€Spim:0(i) <nVi<n}

U ist also gerade die Menge derjenigen Perumtationen, welche die ersten n
Elemente auf die ersten n Elemente verteilen. Wegen der Bijektivitéit einer
Permutation folgt fiir beliebiges o € U auch sofort: o(j) > n fiir alle j > n. Zu
o € U bezeichne die Einschrinkung auf die ersten n Elemente mit ¢ € .S,, und
die Einschrinkung auf die letzten m Elemente mit 6 € S,,. Nach der Formel
zur Berechnung des Signums gilt dann natiirlich auch: sgn(o) = sgn(s)-sgn(a).
Seien nun folgende Matrizen gegeben:
= (aij)m € M(?’L X n, R)

A

B=(

C = (cij)iy
D=

€ M(m x m, R)
= (dij)i; € M(n+m,n+m, R) mit
Qg5 falls Z,j <n
g — bij—n falls i <n,j >n
Y1) 0 fallsi >n,j <n

Ci—nj-n falls 7,7 > n

Fiir 0 € S ym\U gilt: es gibt ein ¢ > n mit o(i) < n. Fir dieses o folgt:

n+m

H dioiy =0
i=1

Also gilt fiir die Determinante:

n+m n m
det D = Z sgn(o) H di o) = Z sgn (o) H i 5(i)-5gn(0) H Cjo() = det A-det C
0E€Snim i=1 oeU i=1 j=1
Dies zeigt die Behauptung. O

Aufgabe 2
Zunéachst mit der Leibniz-Formel:

det B = Z sgn(o) H(—l)”"(")aw(i) = (—1)?Z=1idet A = det A

gESy i=1

Dies gilt, da fiir jedes o € .S,, folgt:
H(—l)”"(i) = (=1)Zi=m i) — (_])22nit = ]
i=1

Nun mit Hilfe des Determinanten-Produkt-Satzes.

Sei S = (s45)i; € M(n x n, R) definiert durch:

Y fallsi=
" 0 falls 7 # 5
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Damit ist S eine Diagonalmatrix und es gilt: S? = I,,. Definiere nun C =
(¢ij)ij € M(n x n,R) durch C' = SAS. Behauptung: C' = B. Denn es gilt:

n n
; .
Cij = E SikQklSi; = E SiiQi1S1j = SiiQijSj5 = (=1) (—1)%%']' = bi;

k=1 =1
Der Determinanten-Produkt-Satz liefert nun:

det B = det(SAS) = det(S?) - det A = det A
Damit ist alles gezeigt. O

Aufgabe 3
Zun € N seien aq,...,a, € R gegeben und eine Matrix B = (b;;);; € M(n X
n, R) definiert durch bzy =al '. Zeige per Induktion iiber n:

detB= T[ (a—a)

1<i<j<n

Fir n = 1 ist det B = det[l] = 1 und das ist auch der Wert des leeren
Produktes.
Sei also n > 1 und die Behauptung fiir £ < n bereits gezeigt.
Bilde nun die Matrix B’ = (b;);; € M(n x n, R) durch Spaltenumformungen
aus B wie folgt: durch Multiplikation mit geeigneten Faktoren ;;(x) von links
ziehe das a,-fache der vorletzten Spalte von der letzten Spalte ab. Danach ziehe
das a,-fache der vorvorletzten Zeile von der vorletzten ab und so weiter bis
schliesslich das a,-fache der ersten Spalte von der zweiten abgezogen wird.
Dann gilt:

yo— bz’j — Qy * bz’,j—l falls j >1

1 falls j =1
Fir1 <i¢<mnund 1< j <n gilt dann:
b;j = bij — Qp bi,j—l = ag_l — Qp ag_Q = (ai — an) . CLZ"_ = (ai — an) . bi,j—l
Insbesondere ist fiir j > 1 auch b;,; = 0. Da elementare Spaltenumformungen
obigen Typs die Determinante nicht dndern, gilt: det B = det B’. Entwickle
nun die Determinante von B’ nach der letzten Zeile:
det B' =Y (=1)""), det B, = (—1)"*" - det B},

j=1
Nun ist einerseits (—1)"*! = (—1)"~! und ausserdem gilt nach obigen Uberle-
gungen:

n—1

det B' = (—=1)"" [ [ (a; — an) det B = H n — a;) det B

i=1
Hierbei gilt: B = (by;)i; € M((n — 1) x (n — 1), R) mit b; = a!~'. Nach
Induktionsvoraussetzung folgt:

det B = H (Clj — CLZ‘)

1<i<j<n—1

Lars Scheele 2



Lineare Algebra 1 Zettel O

Zusammen ergibt sich:

detB=detB'= [] (a;—a)

1<i<j<n
Und das war zu beweisen. O
Aufgabe 4

" (i) = (i)

Gegeben sind invertierbare Matrizen L = (I;;);;, R = (r45)i; € M(n X
n, K) mit A = LR, wobei L eine untere und R eine obere Dreiecksmatrix
ist. Zu zeigen ist nun: fiir jedes ¢t € {1,...,n} gilt A; ist invertierbar.
Zunichst gilt: 0 # det L = [[;_, l;; und ebenso 0 # det R =[]\, ri.
Daraus folgt sofort: det L; # 0 und det R; # 0, das heisst L; und R; sind
fiir jedes 1 < t < n wieder invertierbar, da die Eintrége in einem Korper
liegen.

Weiter gilt fiir 4,5 € {1,...,t}:

n t n
Qij = E likTij = E likTij + E Likri;j
k=1 k=1

k=t+1

=0

Die letzte Summe ist gleich 0, da L eine untere Dreiecksmatrix ist und
fiir £ >t >4 folgt: l;;, = 0.

Damit gilt aber A; = L;- R; und folglich ist A; als Produkt invertierbarer
Matrizen selbst invertierbar.

" (i) = (i)

Behauptung: A lidsst sich durch Multiplikation von links mit Matrizen
der Form @;;(p) mit ¢ > j auf die Gestalt einer invertierbaren oberen
Dreiecksmatrix bringen. Beweis durch Induktion iiber n:

Der Fall n = 1 ist klar, denn jede (1x1)-Matrix ist in oberer Dreiecksform.
Sei also n > 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine (n—1) x (n—1)-
Matrix Q) = (gij)i; mit Q- A,—1 = S = (s;5);,; und S ist eine invertierbare
obere Dreiecksmatrix, d.h. fir i € {1,...,n — 1} gilt: s; # 0. Das @ ist
dabei Produkt von Matrizen @Q);;(p) mit i > j.

Definiere nun Q = (g;;)i; € M(n x n, K) durch:

—_J @ falls i, <n—1
Qi dij sonst

(@ ist natiirlich ebenfalls Produkt von Matrizen der geforderten Form (und
damit insbesondere eine invertierbare untere Dreiecksmatrix). Es gilt:

S11 S1,n—1 *

0 0 Sn—1,n—1 *
Ap1 Qpn—1 Qpn
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Fiir i € {1,...n — 1} multipliziere nun QA von links mit Qni(—%). Das
Produkt dieser Matrizen mit @ sei mit @’ bezeichnet - das ist wieder eine
invertierbare untere Dreiecksmatrix und es gilt Q’A = R, wobei R eine
invertierbare obere Dreiecksmatrix ist.

Damit ist die Behauptung per Induktion gezeigt. Daraus folgt nun leicht
Aussage (i):

Setze L := Q'~!, dann ist A = LR. O
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