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1.Aufgabe

Satz 1. Seien A = (a;;)i; € M(n xn,Z) und b,k € N, so dass:
Vi=1,...,n: /{:|Zaijbn_j.
j=1

Dann teilt k auch det(A).

Beweis. Sei A¥ = (agj)ij € M(n x n,Z) die komlementére Matrix zu A und sei

o bnfl
v = : =A :
U, b0

Dann teilt nach Voraussetzung & alle v;. Linksmultipliation mit A* ergibt:

bnfl
AfA : = Ay
bO
In der letzten Zeile steht dann:
det(A)b° = at ;.

i=1
Da k jeden Summanden der rechten Seite dividiert, teilt k£ auch die linke Seite,
die gleich det(A) ist. O

In dem Beispiel auf dem Aufgabenzettel ist £ = 17 und b = 10.

2.Aufgabe

Sei R ein kommutativer Ring. Ist A € M(m x n, R), so sei ‘A = (aj;); €
M(n x m,R) die Matrix mit a;; = aj fir i = 1,...,n,j 1,...,m. Sei-

en A = (al-j)ij,B = (bl])lj € M(TTI, X TL,R),C = (Cij)ij € M(n X 7“,7”). Sei
D= (d1]>1] =A + B und F = <€ij)ij = AC. Dann gllt

(a)
d;j = djz' = Qj; + bji = a;j + b;]

Also folgt:
"A+ B)="A+'B.
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(b) Nach Teil (a) gilt:
A+ (-A) =" (A+(=A4) =" 0=0
Da das Inverse zu ‘A eindeutig bestimmt ist, folgt:

(—A) = —'A,

n

n n
ro_ o I ’o
€ij = €ji = AjkChi = AgiCik = Ci, O
k=1

k=1 k=1

Also ist:
t(AC’) =t C'A.

(d) Sei A invertierbar. Dann gilt nach Teil (c):
tAt(A—l) _t (A_lA) _t I=17

Also ist auch 'A invertierbar mit inverser Matrix *(A~1).

3.Aufgabe

Sei R ein kommutativer Ring. Seien A, B € M(n x n, R). Dann ist das Lie-
Produkt definiert als: [A, B] = AB — BA.
Seien A, Ay, Ay, B, By, By, C € M(n x n, R) und A\, \; € R. Dann gilt:

1.
[A,B] = AB— BA=—(BA— AB) = —[B, 4]
2.
[)\1141 —|— )\21427 B] - ()\1141 + )\QAQ)B - B()\IAI + )\2142)
- )\11413 + )\21428 - B>\1A1 + B)\QAQ - )\1(1413 - BAl) —|— )\2(1428 - BAQ)
= M[A, Bi] + A2[As, B]
Wegen 1 gilt:
[A, \ By + Ao By] = —[A\1B1 + A2 Bs, A]
= —\i[B1, A] = Aa[Ba, Al = M[A, Bi] + Ao[A, Bo]

3.

[A, Al = AA — AA =0
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4.
[A,[B,C]] + [B,[C, A + [C, [A, B]
=[A,BC — CB] + [B,CA— AC|+[C,[A, B]|
= A(BC—-CB)—(BC—-CB)A+B(CA—AC)—(CA—AC)B+|C,[A, B]]
= ABC —ACB—-BCA+CBA+BCA—BAC—-CAB+ACB+|C,[A, B]]
= ABC + CBA— BAC — CAB +[C, [A, B]]
= (AB— BA)C — C(AB — BA)+[C,[A,B]] = [AB— BA,C] + [C,[A, B]]
=[[A,B],C]+[C,[A,B]] =0
Das letzte Gleichheitszeichen gilt wegen 1.
4.Aufgabe
(a) Sei K ein Korper. Zu zeigen ist, dass eine Matrix Z genau dann in-
vertierbar ist, wenn (@ b ) # (0 0 )undeskein A€ K mit (¢ d )=

)\( a b ) gibt.

Angenommen die Matrix ist invertierbar, dann ist ad — bc # 0. Also muss
entweder a # 0 oder b # 0 gelten. Sei nun angenommen, dass es ein A\ € K
mit ( c d ) :/\( a b ) gibt. Dann ist ad — bc = aAb — bAa = 0. Was ein
Widerspruch zur Invertierbarkeit ist. Also muss auch die zweite Bedingung
erfiillt sein.

Nun ist noch die Umkehrung zu zeigen. Seien also die beiden Bedingun-
gen aus dem Satz erfiillt. Angenommen ad — bc = 0. Falls a # 0 gilt, ist
( c d ) = )\( a b ) mit A = £ erfiillt, weil % = d ist. Falls umgekehrt
b # 0 gilt, ist ( c d ) = A ( a b ) mit A\ = % erfiillt. Beides ist ein Wider-
spruch, sodass ad — bc # 0 sein muss. Damit ist die Matrix invertierbar.

(b) Sei K ein Korper mit ¢ Elementen. Gesucht ist die Anzahl der inverteirbaren
(2 x 2)-Matrizen. Um die erste Bedingung aus Teil (a) zu erfiillen, hat man
¢®> — 1 Moglichkeiten a und b zu wihlen, da genau ein Paar von Elemen-
ten aus K ausgeschlossen ist. Um die zweite Bedingung zu erfiillen hat man
q*—q Moglichkeiten, da Vielfache von ( a b ) fiir die Wahl von ¢ und d aus-
geschlossen sind. Dies sind genau ¢ Moglichkeiten, da (a b ) # (0 0 ).
Insgesamt hat man also (¢*> — 1)(¢? — q) Méglichkeiten.

Es gilt also: |Gly(K)| = ¢* — ¢* — ¢* + q.



