Leitfaden: Lineare Algebra II

Einschub: Euklid’sche Ringe (Das Rechnen in Z und in K[T7).

Ist K ein Korper und f € K[T] ein Polynom, so nennt man f normiert, falls
f # 0 gilt und der hochste Koeffizient von f gleich 1 ist. (Natiirlich gilt: Jedes
von Null verschiedene Polynom 148t sich eindeutig als Produkt eines normierten
Polynoms und eines Elements ¢ € K \ {0} schreiben.)

Vorbemerkung. Wir diskutieren in diesem Abschnitt gemeinsame Eigen-
schaften des Rings Z der ganzen Zahlen und der Polynomringe K[T], wobei K
ein Korper ist. In diesen Ringen ist das “Teilen mit Rest” moglich, dies wird im
Begriff eines “euklid’schen Rings” axiomatisiert. Wir werden sehen, dafl es in de-
rartigen Ringen eine “eindeutige Primfaktorzerlegung” gibt. Ganz wichtig ist die
“Bézout’sche Regel”.

Teilbarkeit. Sei (H,-) eine kommutative Halbgruppe. Seien a,b € H. Wir
schreiben bla (und sagen b teilt a oder auch: b ist ein Teiler von a) falls es ein
b' € H gibt mit bb’ = a. Fiir jedes Element a € R schreiben wir 7 (a) fir die
Menge aller Teiler von a. Zwei Elemente a,a’ heiflen assoziiert, falls 7 (a) = 7 (a’)
gilt. (Beispiel in Z: es ist 7(3) = {£1,£3} = 7(—3). Zwei Elemente a,a’ € Z
sind genau dann assoziiert, wenn sie den gleichen Betrag haben. In R[T] enthélt
T(T? — 1) die Polynome 1, T+ 1, T — 1 und T? — 1, aber auch die skalaren
Vielfachen dieser Polynome mit skalarem Faktor ¢ € R\ {0}, also etwa auch 37+ 3
und 37" — 3.)

Sind aq,...,a, Elemente von H, so schreiben wir 7 (aq,...,a,) fir die Menge
der gemeinsamen Teiler von ay,...,an, also 7 (ai,...,an) = (); 7 (a;). Gibt es ein
Element b € R mit 7(b) = 7 (ay,...,ay), so nennt man b einen grifiten gemein-
samen Teiler (ggT) der Elemente aq,...,a,. Die Elemente aq,...,a, heilen teiler-
fremd, falls die Menge 7 (ay, ..., a,) nur die invertierbaren Elemente von H enthilt.

Wir nennen p € H ein irreduzibles Element, falls einerseits p nicht invertierbar
ist und falls andererseits aus p = p;po folgt, daBl p; oder ps invertierbar ist. Beispiel:
In (Z, ) sind die irreduziblen Elemente gerade die Zahlen +p, wobei p eine Primzahl
ist (das gleiche gilt in der Halbgruppe (Z\ {0},-).)

Wir sagen: (H,-) ist eine Halbgruppe mit eindeutiger Primfaktorzerlegung, falls

die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

(1) (Existenz) Jedes nicht-invertierbare Element a ldfit sich als Produkt a =
p1p2 - -+ pp mit irreduziblen Elementen p; (und n > 1) schreiben,

(2) (Eindeutigkeit) Ist pip2 - pn = q1G2 - - - ¢ mit irreduziblen Elementen p;,¢;,
so gilt n =m und es gibt eine Permutation o von {1,...,n} mit: p,(; ist zu
q; assoziiert, fiir 1 <i <n.

Warnung: Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ist nichts Selbstver-
sténdliches! Hier ein Beispiel einer Halbgruppe H ohne eindeutige Primfaktor-
zerlegung: die der “Viererzahlen” H = ({1,4,8,12,16,...},-) = ({1} U 4Ny,-).
Irreduzible Elemente sind:

4,8,12,20,24,28, ...
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dagegen sind nicht irreduzibel: 16 = 4-4, 32 = 4-8 usw. Verschiedene Faktorisierun-
gen haben:

64 = 82 = 43, 96 =8-12=4-24.

Eines der Ziele dieses Abschnitts ist zu zeigen, daf§ sowohl (Z \ {0}, -) als auch
(K[T]\ {0},-) (dabei sei K ein Korper) Halbgruppen mit eindeutiger Primfaktor-
zerlegung sind. Wir zeigen dies in zwei Schritten (Satz A und Satz B), dazu fiithren
wir den Begriff eines “euklid’schen Rings” ein.

Unter einem euklid’schen Ring vestehen wir einen kommutativen Ring R mit
einer Funktion p: R\ {0} — Ny mit folgenden Eigenschaften:

(1) (“Nullteilerfreiheit”) Sind a,b € R beide von Null verschieden, so ist auch ab
von Null verschieden.

(2) Sind a,b € R beide von Null verschieden und ist b nicht invertierbar, so ist
pla) < p(ab).

(3) (“Teilen mit Rest”) Sind a,b € R gegeben mit b # 0, so gibt es ¢, € R mit

a=gb+r und r =0 oder p(r) < p(b).

(Teilen mit Rest: r ist der Rest, wenn wir versuchen, a durch b zu teilen. Dabei
soll eben entweder r = 0 gelten (dann ist b Teiler von a) oder r soll zumindest
“klein” sein, und zwar “kleiner” als b, dies wird durch p(r) < p(b) formuliert.)

Satz A. Der Ring R =17 (mit p(z) = |z|) ist ein euklid’scher Ring. Ist K ein
Korper, so ist der Polynomring R = K[T| (mit p(a) = dega) ein euklid’scher Ring.

(Beachte den kleinen Unterschied: Im Fall R = Z ist p auf ganz R definiert,
im Fall R = K|[T] ist p nur fiir von Null verschiedene Elemente definiert, aber das
ist alles, was wir brauchen).

Beweis von (3) im Fall R = K[T]. Ist a = 0, so ist nichts zu zeigen (nimm
g =0, r =0). Also kénnen wir a # 0 voraussetzen. Sei a = Y .~ a;T" und
b= Z;L:1 b;T" mit a,, # 0 und b, # 0. Ist m < n, so ist nichts zu zeigen: Nimm
q=0und r =a, esist a=0-b+r und degr—dega<degb Sei nun m > n.
Bilde nun $=7™~" und bilde die Differenz ¢ = a — $=T™7"b. Wir bilden also
die leferenz zweier Polynome vom Grad m, diese leferenz hat demnach Grad
hochstens m. Der hochste Koeffizient ist a,, — ab—’;b =0, also ist degc < m. Nach
Induktion tiber den Grad koénnen wir voraussetzen, dafl sich ¢ durch b mit Rest
teilen 148t, etwa ¢ = ¢’b+ r’, mit degr’ < degb. Demnach ist

BT = (¢ + o

a=c+ M- ”b—qb+r+ 5

m—n /
b, T )b~|—r.

bn

Wir setzen also ¢ = ¢/ + ¢=27™~" und r’ =r.

Hier ein Beispiel fiir das Teilen mit Rest: Sei a =T* -T2 +7T -1, b=T13—1.
Dann ist

T =T34+ T —1=(T—-1)(T*-1)+ (2T - 2)

(hier ist also ¢ = T'— 1 und r = 27T — 2). Beim Rechnen geht man wie bei der
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schriftlichen Division vor:

(T*-13 +7 —1):(T°-1) = T -1

T 7 T
—T3 42T
—73 +1
2T —2

Folgerung. Sei f € K[T] und v € K. Genau dann gilt f(~v) =0, wenn T —~
ein Teiler von f ist.

Beweis. Einerseits: Sei (T' —«y)g = f. Ersetze T durch «. Links erhalten wir
0, also f(v) = 0. Umgekehrt: Sei f(y) = 0. Teile f duch T — ~ mit Rest, also
f=q-(T —~)+r mit Polynomen ¢, r, wobei entweder r = 0 gilt oder aber r # 0
und degr < deg(T' — ) = 1. In jedem Fall ist r ein konstantes Polynom. Ersetze
in f=¢q-(T'—7)+r die Variable T' durch . Wir erhalten r(v) = 0, d.h. einsetzen
von « in das konstante Polynom r liefert 0, das heifit aber: r = 0.

Satz (Bézout). Sei R ein euklid’scher Ring. Seien g1,...,g9, € R: Dann gibt
es h mit T(g1,-..,9n) = T(h). Und fiir jedes h mit T(g1,...,9n) = T(h) gibt es
Elemente a; € R mit h = a;g;. (Der Satz besagt also: je n Elemente haben einen
groBten gemeinsamen Teiler und dieser 18t sich als Linearkombination darstellen.)

Beweis: Es geniigt, den Fall n = 2 zu beweisen, der allgemeine Fall folgt dann
mit Induktion.

Seien f,g € R. Wir zeigen zuerst: es gibt a,b € R mit 7(f,g) = 7 (af + bg)
(also: es gibt einen ggT und dieser ist als Linearkombination darstellbar.)

Ist g =0, s0ist 7(f,g9) =7 (f). Also kénnen wir voraussetzen, dal f, g beide
von Null verschieden sind. Sei p(f) > p(g). Sei fo = f, f1 = g. Teile fy durch f;
mit Rest, also etwa fo = q1f1 + fo. Es ist entweder fo =0 oder p(f1) > p(f2). Ist
fa # 0, so teilen wir f; durch fo mit Rest, usw. Algemein erhalten wir eine Folge
von Gleichungen

fo=afi+ fo
fi=qfo+ f3

fici1=afi+ fir

mit p(f1) > p(f2) > -+ > p(fi) > p(fix1). Da jede absteigende Folge natiirlicher
Zahlen abbricht, mufl dieses Verfahren abbrechen, etwa nach n Schritten:

(*) fn—2ZQn—1fn—1+fn
fn—l = ann

Haben wir eine Gleichung der Form f = gg + r, so gilt offensichtlich 7(f,g) =
7 (g, 7). Wir sehen also hier:

7(f,9) =T(fo, /1) =T(f1, f2) = - T (fn-1, fn) = T (fn),
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das Element f, ist also ein grofiter gemeinsamer Teiler.
Die i-te Gleichung zeigt jeweils, dafl sich f;;1 als Linearkombination von f;_;
und f; ausdriicken 1at:

fiv1=fic1 —aifi.

Wir verwenden nun zuerst die Gleichung (%), um f, als Linearkombination von
fn_o und f,_1 auszudriicken

fn = fn—2 - qn—lfn—l

und ersetzen jeweils f;1q durch f;_1 —¢q;f;, firi=n—1,n—2,...,3,2. Dies zeigt:
fn 188t sich in der Form afy + bf1 = af + bg mit a,b € R schreiben.

Sei nun h beliebig mit 7 (h) = 7(f,g). Wegen 7 (h) =T (f,g9) = T (af + bg)
ist af + bg ein Teiler von h, etwa h = c(af + bg) fiir ein ¢ € R. Dann ist aber
h=a'f+bg mit ¢’ =ca und V' = cb. Damit ist der Satz bewiesen.

Man nennt dieses Verfahren den Euklid’schen Algorithmus zur Bestim-
mung des ggT. (Genauer: eines ggT, denn in einem beliebigen euklid’schen
Ring braucht es kein Verfahren zu geben, um in der Menge der Elemente h mit
T(h) =7(f,g) ein wohlbestimmten Element auszuwihlen. Im Ring Z nimmt man
im Fall dafl mindestens eines der Elemente f, g von Null verschieden ist, die (einzige)
positive Zahl h mit 7(h) = 7(f,g), im Polynomring K[T| das (einzige) normierte
Polynom h mit dieser Eigenschaft, und nennt dies den ggT von f und g.)

Beispiel 1. Betrachte die Zahlen 255 und 221. Es ist

(1) 255 = 1-221 + 34
(2) 221 =6-34 +17
(3) 34=2-17 +0

demnach ist 17 der ggT von 255 und 221. Zuriickrechnen liefert
172 291 —6.34

W 991 — 6 (255 — 221)

=7-221—-6-255

Beispiel 2. Betrachte die beiden Polynome f =73 +2 und g =71° + T2 + 1.
Wir teilen mit Rest:

(1) T3 +2= 1-(T3+T?4+1) 4+ (=T%+1)
(2) (T3 +T*+1)= (-T—-1)-(-T?+1) + (T +2)
(3) (-T?*+1)= (-T+2)-(T+2) + (=3)

(4) (T+2)= (=357 -3)(-3)
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Wir sehen also: die Polynome f und ¢ sind teilerfremd. Rechnen wir riickwérts, so
erhalten wir:

=3 = (17 +1) = (=T +2)(T +2)
@iy (T 2)((T3 + T2 +1) = (=T —1)(=T2 + 1))
= (1-(-T+2)(T+1))(- — (=T +2)(T°+T% +1)
(T? =T —1)(-T? +1)—(—T+2)(T3+T2+1)
Q@2 -7 —1)((1° +2) = (T3 + T2 +1)) — (=T + 2)(T* + T% + 1)
= (T*-T-1)(T°+2)+ (—(T*-T—-1)— (-T+2))(T*> +T* + 1)
= (T* =T - 1)f + (=T*+ 2T — 1)g,
also auch

1
1= —T2+T—|—1)-f+§(T2—2T+1)-g

3
Folgerung. Sei R ein euklid’scher Ring. Ist p € R irreduzibel und ist p ein
Teiler von wv (u,v € R), so ist p ein Teiler von u oder von v.

Beweis: Sei etwa pc = uv. Wir nehmen an, dafl p kein Teiler von u ist. Dann
sind p, u teilerfremd, also gibt es a,b € R mit 1 = ap+bu. Also ist v = (ap+bu)v =
apv + buv = apv + bpc = p(av + be).

Satz B. Ist R ein euklid’scher Ring, so ist (R\ {0},) eine Halbgruppe mit
eindeutiger Primfaktorzerlequng.

Beweis: Als erstes zeigen wir die Existenzaussage: jedes nicht-invertierbare Ele-
ment a 148t sich als Produkt a = pyps---p, mit irreduziblen Elementen p; (und
n > 1) schreiben. Sei also a € R\ {0} nicht-invertierbar. Wir verwenden Induktion
nach p(a). Ist a selbst irreduzibel, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls kénnen wir
a in der Form a = bc schreiben, wobei keiner der beiden Faktoren b, ¢ invertierbar
ist. Dann ist aber p(b) < p(a) und auch p(c) < p(a), wegen der Bedingung (2) in
der Definition eines euklid’schen Rings. Nach Induktion lassen sich b, ¢ beide als
Produkte von irreduziblen Elementen schreiben, also auch a.

Nun die Eindeutigkeit: Sei a = p1p2---pn = q1q2 - - - ¢ mit irreduziblen Ele-
menten p;,q;. Hier verwenden wir Induktion nach n. Wir sehen, daf§ p; ein Teiler
von qi - --@m ist, also ist p; ein Teiler von g; fiir ein j; nach Umnumerieren der
¢; konnen wir voraussetzen j = 1, also ist p; ein Teiler von q;, etwa p1p] = q1.
Da ¢ irreduzibel ist, mul p)| invertierbar sein, also sind die Elemente p; und ¢
assoziiert. Falls n =1 folgt aus p1 = p1(pig2 - qm), daB piga--- ¢ = 1 gilt, denn
R ist nullteilerfrei und p; # 0. Daraus folgt aber m = 1.

Sei nun n > 1. Wieder verwenden wir die Nullteilerfreiheit und schlieen aus
PiD2- - Pn = P1P1G2 - Gm, daB gilt pop, = piga- - ¢m. Da p) invertierbar ist, ist
mit go auch pjge irreduzibel, also steht rechts ein Produkt von m — 1 irreduziblen
Faktoren. Nach Induktion sehen wir n —1 = m — 1, und es gibt eine Permutation o
der Indizes 2,...,n, so dal p,(2) und pjge assoziert sind und entsprechend fiir i > 2
jeweils p,(;) und ¢; assoziiert sind. Natiirlich ist dann auch p,1) zu g2 assoziiert.
Da wir schon wissen, dafl p; und ¢; assoziert sind, folgt die Behauptung.
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Eindeutige Primfaktorzerlegung im Ring Z. Jede von Null verschiedene
ganze Zahl a laft sich eindeutig als Produkt

a=€p1...Pn
schreiben mit € = £1 und Primzahlen p1 < ps < --- <p, mit n > 0.

Eindeutige Primfaktorzerlegung in Polynomringen. Sei K ein Korper.
Jedes von Null verschiedene Polynom f € K|[T| lifst sich in der Form

f=2p1...pn

schreiben mit v € K \{0} und normierten irreduziblen Polynomen py,pa, ..., pn mit
n>0. Ist yp1...pn = 0q1 ... qm mit v,0 € K\ {0} und normierten irreduziblen
Polynomen p;,q;, so ist n = m, v = 0, und es gibt eine Permutation o wvon
{1,2,...,n} mit p,;y = q; fir alle 7.

Wir verwenden, dafl in Z jedes irreduzible Element zu einer positiven Primzahl
assoziiert ist, und daf§ entsprechend in K[T] jedes irreduzible Polynom zu einem
normierten irreduziblen Polynom assoziiert ist. In Z haben wir zusétzlich die Mog-
lichkeit, die auftretenden Primzahlen der Grofle nach zu notieren, auf diese Weise
erhalten wir eine eindeutige Faktorisierung. In K[T] erhalten wir Eindeutigkeit bis
auf Permutation.

Ist f="p1---pp, mit v € K\ {0} und normierten irreduziblen Polynomen p;,
so nennt man die Anzahl der Indizes 7 mit p = p; die Vielfachheit von p in f. Ist
p=T—0 mit § € K, so nennt man die Vielfachheit von T'— ¢ in f die Vielfachheit
der Nullstelle 9.

Irreduzible Polynome. Fiir jeden Korper K sind die Polynome der Form
T —a mit a € K irreduzibel. Ob dies die einzigen normierten irreduziblen Polynome
sind, hangt vom Korper K ab. Hier einige Spezialfille:

C. Der “Fundamentalsatz der Algebra” besagt gerade, dal jedes irreduzible
Polynom iiber C linear ist; die einzigen normierten irreduziblen Polynome in C[T]
sind also die Polynome der Form 7" — a mit a € C.

R. Der “Fundamentalsatz der Algebra” 148t sich auch so formulieren: jedes
irreduzible Polynom iiber R hat Grad 1 oder 2. Die normierten irreduziblen Poly-
nome in R[7T] vom Grad 2 sind gerade die Polynome der Form T2 + a;T + ao mit
a? < 4ap (und dies sind gerade die Polynome der Form (1" — a)? + ¢ mit a,c € R
und ¢ > 0).

Q. Zu jeder natiirlichen Zahl n > 1 gibt es irreduzible Polynome in Q[T'] vom
Grad n, zum Beispiel 7" — 2. Das Studium der irreduziblen Polynome in Q[T ist
eine wichtige Aufgabe von Algebra und Zahlentheorie.

Z/pZ, mit p Primzahl. Auch hier gibt es zu jeder natiirlichen Zahl n > 1
irreduzible Polynome in Z/pZ[T] vom Grad n.

Bemerkung. Wir haben gesehen: In euklid’schen Ringen kann jedes von Null
verschiedene Element als Produkt von irreduziblen Elementen geschrieben werden.
Eine derartige Faktorisierung zu finden kann aber mit viel Aufwand verbunden sein!
Man verwendet dies heute zum Verschliisseln von Nachrichten. Leicht dagegen ist die
Bestimmung grofiter gemeinsamer Teiler, denn hier gibt es ein effektives Verfahren,
den euklid’schen Algorithmus.
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Das Minimal-Polynom einer quadratischen Matrix. Sei K ein Koérper
und A € M(nxn,K). Sei pa € K[T] ein normiertes Polynom kleinstmoglichen
Grads mit pa(A) =0. Ist f € K[T] ein Polynom mit f(A) =0, so ist ua ein Teiler
von f. (Beweis: Teile f durch ps mit Rest, etwa f = qua +r und setze die Matrix
A ein, wir erhalten r(A) = 0. Da nach Voraussetzung p4 den kleinstmdoglichen
Grad hat, muf§ » = 0 gelten.) Daraus folgt:

(a) Das Polynom 4 ist eindeutig bestimmt (man nennt p4 das Minimalpolynom

von A).

(b) Das Minimalpolynom p 4 ist ein Teiler des charakteristischen Polynoms x 4 .
(c) Ahnliche Matrizen haben das gleiche Minimalpolynom. (Seien A, B #hnliche

Matrizen, also B = S71AS mit einer invertierbaren (n x n)-Matrix S. Es ist

0=pup(B)=pup(S™tAS) =S 1ug(A)S, also up(A) = 0 und demnach ist

ein Teiler von pup. Entsprechend ist aber up auch ein Teiler von g4 ).

Lemma. Sei K ein Korper, sei A € M(n x n,K). Hat das Minimalpoly-
nom pa den Grad m, so gilt: Alle Potenzen A* mit i € Ny liegen im Unterraum
span(I, A, A2, ..., A™1) des Vektorraums M(n x n, K).

Beweis: Sei pa(T) = Z;nzo a;T7 mit a; € K und a,, = 1. Wegen pa(A) =0
gilt Z;'n:() a;A7 =0, also

m—1
A™ == a0 Al
j=0

Multiplizieren wir diese Gleichung mit A® mit s > 0, so erhalten wir
m—1
AmEs = N " AT
Jj=0

Dies zeigt: Die Matrizen der Form A™1S mit s > 0 lassen sich als Linearkombina-
tionen von Matrizen der Form A" mit r < m + s schreiben. Induktiv sieht man,
daB sich die Matrizen der Form A™*¢ mit s > 0 als Linearkombination der Matrizen
der Form A" mit r < m schreiben lassen.

Folgerung. Sei K ein Korper, sei A € M(n x n,K). Das Minimalpolynom
1A habe den Grad m. Ist v € K", so sind die Vektoren v, Av,..., A™v linear
abhdngig.

Beweis: Es ist A™ € span(l, A, A%,...,A™7 1), also A™ = Z;igl c; A' mit
c; € K. Dann ist A™v = Z?i_ol c; Al

Lemma. Seien cy,...,c,_1 € K. Die Matrix
T R
1 . C
A=10 1 Co
Lo o0
[0 -+ 0 1 c¢p_q
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hat das Minimalpolynom T™ — Z;:Ol ¢;T*. (Man nennt diese Matrix A die Begleit-
matriz zum Polynom 77 — S\ ¢, T%).

n—1

Beweis: Man rechnet leicht nach x4 =17" - ., c;T". 7u zeigen ist, daB das
Minimalpolynom den Grad n hat. Esist Ae; = e;11, fir 0 <7 <n—1, demnach ist
Ale; = e; 11, ebenfalls fiir 0 < i <n — 1. Insbesondere sehen wir, daf die Vektoren
Ate; mit 0 < i < n — 1 linear unabhingig sind. Also hat das Minimalpolynom
den Grad n. Da pu4 Teiler von x4 ist, mul p4 = xa gelten.

Folgerung. Ist p ein normiertes Polynom in K[T| vom Grad n, so gibt es
Ae M(nxn,K) mit pg=p.

Wir wissen, dal das Minimalpolynom g4 ein Teiler des charakteristischen Poly-

noms x4 ist. Schreiben wir also x4 = p{'---p% mit paarweise verschiedenen
normierten irreduziblen Polynomen pq,...,ps und natiirlichen Zahlen e; € Ny, so
sieht man

pa =pd - p%  mit Vielfachheiten 0 < d; < e;.

S

Bemerkung: Man kann zeigen, dafl immer 1 < d; gilt: Jeder irreduzible Faktor
von x4 ist auch Faktor von p 4 ; die beiden Polynome x 4 und p4 unterscheiden sich
hochstens durch die Vielfachheiten, mit denen ein solcher Faktor auftritt. (Fiir den
allgemeinen Fall mufl auf die Vorlesung ALGEBRA verwiesen werden. Ist p; =T —~
ein linearer Faktor von x4, so sieht man sehr einfach, dal p; auch ein Faktor von
pa sein muf}: Ist T'—~ Teiler von x 4, so ist v ein Eigenwert von A, es gibt also einen
Vektor 0 # v € K™ mit Av = yv. Wére T — v kein Faktor des Minimalpolynoms
ia, so wiaren die Polynome pyg und T — v teilerfremd. Es géibe dann Polynome
a,b mit a-ps+b- (T —~) = 1. Setze hier die Matrix A ein und wende beide
Seiten, also a(A)-pua(A)+0b(A)-(A—~I,) und I,, auf v an: links erhalten wir den
Nullvektor, rechts den Vektor v. Dies ist unmoglich, denn Eigenvektoren sind von
Null verschieden.)

(4.5) A-invariante Unterrdume.

Sei A € M(n xn,K). Ein Unterraum U C K™ heit A-invariant, falls gilt:
Ist u € U, so ist Au € U. Entsprechend wird definiert: Ist f: V — V ein Endo-
morphismus eines Vektorraums V', so heifit ein Unterraum U C V' f-invariant, falls
f(u) € U fiir alle u € U gilt.

Ist v ein Eigenvektor von f: V — V, so ist span(v) ein f-invarianter Unter-
raum von V', der eindimensional ist. Auch umgekehrt gilt: Ist U ein eindimen-
sionaler f-invarianter Unterraum von V', so ist jeder von Null verschiedene Vektor
v € U ein Eigenvektor.

Wofiir braucht man A-invariante Unterrdume?

Offensichtlich gilt: Sei U ein A-invarianter Unterraum von K™ der Dimension

m. Sei uq,..., U, eine Basis von U, setze sie durch u,,11,...u, zu einer Basis von
K™ fort. Beziiglich dieser Basis (u1,...,u,) hat fa eine Matrizen-Darstellung der
Form

v el
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dabei ist B eine (m x m)-Matrix.

Sind A-invariante Unterrdume U,V mit UNV =0 und U+ V = K™ gegeben,
so nennt man das Paar (U, V') eine A-invariante Zerlegung des K™. Wahlt man eine

Basis u1,...,uy, von U und eine Basis u;,+1,...,u, von V', so hat f4 beziiglich
dieser Basis (uq,...,u,) eine Matrizen-Darstellung der Form

B 0

0o C|’

dabei ist B wieder eine (m x m)-Matrix.

Seien U, W Unterrdume eines Vektorraums V. Gilt UNW =0 und U+W =V,
so schreibt man U@ W =V und sagt, da3 V' die direkte Summe der Unterrdume U
und W ist. Beachte: genau dann gilt V =U & W, wenn sich jedes Element v € V'
eindeutig in der Form v = v + w mit u € U,w € W schreiben 148t.

Allgemeiner: Sind Uy,...,Us; Unterrdume eines Vektorraums V' und laft sich
jedes Element v € V' eindeutig in der Form v = Zle u; mit u; € U; schreiben, so
nennt man V die direkte Summe der Unterraume U; und schreibt V = @;1 U, =
Uy @U@ - @®Us. Genau dann gilt V = @;_, U;, wenn einerseits V =>"_ U,
gilt und andererseits U; N}, . U; =0 fiir alle 1 < j < s gilt.

Ist f: V — V ein Endomorphismus und 148t sich V' als direkte Summe V =
@le U; schreiben mit f-invarianten Unterrdumen U;, und wihlen wir Basen der
Unterrdume U,,, so erhalten wir als Vereinigung eine Basis von K™ und beziiglich
dieser Basis hat f eine Matrizendarstellung der Form

{ Ay 0 - 0 -‘
e
: . -0
0 .-~ 0 A,
dabei ist A; eine Matrizendarstellung der Einschriankung der Abbildung f auf U;.
Zur Abkiirzung schreibt man A = @;_; A; oder auch nur A =@, 4;.

Wie findet man A-invariante Unterrdume?

Lemma. Sind A,B € M(nxn,K) mit AB= BA, so ist Ker fg = {ve K" |
Bv =0} ein A-invarianter Unterraum.

Beweis: Sei Bu = 0. Dann ist auch B(Au) =0, denn BAu = ABu = A0 = 0.

Wie findet man zu einer Matrix A Matrizen B mit AB = BA? Am einfachsten:
man nimmt fiir B eine Matrix der Form B = p(A) mit p € K[T].

Sei A € M(n x n, K) mit charakteristischem Polynom x4 . Schreibe

XA — gl e gs
mit paarweise teilerfremden Polynomen g1, ..., gs. Fiir jedes Polynom g; setze

U(gi) ={v e K" | gi(A)v = 0}.
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Lemma. Alle Unterrdume U(g;) sind A-invariant und es ist K™ = @;_, U(g;).

Beweis: Fiir jedes i schreiben wir
XA = gih;, dabeiist h; =g1--gi-19i+1- " gs-

Beachte: Die Polynome hq,...,hs sind teilerfremd, also gibt es Polynome a; mit
Zle a;h; = 1. Da ¢g; und h; teilerfremd sind, gibt es Polynome b;,c; mit b;g; +

(1) Wegen A-g;(A) = g;(A)- A wissen wir, dafi U(g;) ein A-invarianter Unter-
raum ist.

(2) Esist V.= > U(g;). Denn sei v € K™. Setze v; = a;(A)h;(A)v. Dieser
Vektor v; gehort zu U(g;), denn

gi(A)v; = gi(A)a;(A)h;(A)v = a;(A)xa(A)v = 0.

Wegen >°7  ah; =1 ist Y v; = v.

(3) Fiir jedes 7 gilt U(g;) N >_,,;U(g;) = 0. Zum Beweis bemerken wir,
daB h;(A)U(g;) = 0 fiir jedes ¢ # j gilt, da g; ein Teiler von h; ist. Daraus folgt
hi 32,2 U(g;) = 0. Ist nun w im Durchschnitt U(g;)N}_;,; U(g;) = 0, so ist sowohl
gi(A)u =0 als auch h;(A)u = 0. Also ist u = (b;(A4)gi(A) + c;(A)hi(A))u = 0.

(4.4) Die Jordan’sche Normalform.

Sei K ein Korper. Sei A € M(n x n, K) eine Matrix, deren charakteristisches
Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Sei also

XA= T =) (T —s)°

mit paarweise verschig_denen v; € K und mit natiirlichen Zahlen e; € Nj.
Wir wenden die Uberlegungen des letzten Abschnitts mit g; = (7" — ;)¢ an.
Wir betrachten also fiir jedes ¢ den Unterraum

Uy, ={veK"| (A —7ilp)%v = 0},

man nennt ihn den Hauptraum zum Eigenwert -;.

Alle Unterrdume U,, sind A-invariant und es ist

K”:@Ui.

Wihlen wir Basen der Unterrdume U, , so erhalten wir eine Basis von K™ und
beziiglich dieser Basis hat A eine Matrizendarstellung der Form

Al () 0
0 A :

e}
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dabei ist A; eine Matrizendarstellung der Einschrankung der Abbildung u — Au
auf U,,.

Nach Definition von U,, ist die Einschrénkung der Abbildung u +— Au auf U,,
eine Abbildung g; mit (g;—~;-1)¢ = 0. Es bleibt also die Aufgabe, Endomorphismen
f eines endlich-dimensionalen Vektorraums zu beschreiben, fiir die (f —~-1)¢ =0
fiir ein v € K und e € Ny gilt.

Satz. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum, sei v € K. Set f: V —V ein
Endomorphismus mit (f —~-1)¢ = 0. Dann gibt es eine Partition A von n, so
daf$ f beziiglich einer geeigneten Basis von V die Matriz-Darstellung I, + J(\)
hat.

Die Matrizen, die wir hier betrachten, haben also die Form ~I,, + J()\); hier als
typisches Beispiel wieder der Fall A = (5,4,2,2,1,1) :
(7 1
71
2l

2=

...................... -
vhis + J((5,4,2,2,1,1)) = v

Satz. Sei K ein Kdrper. Sei A € M(n x n,K) eine Matriz, deren charakte-
ristisches Polynom in Linearfaktoren zerfdillt. Dann gibt es paarweise verschiedene
Elemente y1,...,7s € K und zu jedem ~; eine Partition X9, so dafi A dhnlich zur

Matriz @, (viln, + J(AD)) ist.

Ist A dhnlich zur Matriz @;_, (vil,, + J(AD)), wobei v1,...,7vs paarweise
verschiedene Elemente aus K sind, jedes \¥) eine Partition von n; ist, fir 1 <i < s
(mit Y, n; =mn), so sind die v; die Eigenwerte von A, die Vielfachheit von T — ;
in xa st n;, die Vielfachheit von T —; in pa ist )\(Zl).

Man nennt eine Matrix der Form @, (viln, +J(A?)) eine Jordan’sche Normal-
form.

Eindeutigkeit. Vertauscht man die einzelnen Blécke 7;I,, + J(A®*)) unter-
einander, so erhilt man eine zur gegebenen Matrix dhnliche Matrix. Bis auf derar-
tige Vertauschungen ist die Jordan’sche Normalform eindeutig: Sind zwei Matrizen
@D, (viln, + JAD)) und @, (6:1,, + J(D)) dhnlich, so gibt es eine Permutation
o mit v = 05(;) und A = (@) Dies folgt zum Beispiel daraus, dal man zu
jedem Eigenwert v; die zugehoérige Partition A9 wie folgt berechnen kann:

Verfahren zur Bestimmung der Jordan’schen Normalform. Sei v = ~;
ein Eigenwert von A. Wie sieht die zugehérige Partition A = A\(¥) aus? Betrachte
die Matrizen der Form

v, — A, (v, — A)Q, (vI, — A)3, ...
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Sei r; der Rang der Matrix (yI, — A)® fiir 4 > 1 und ro = n (dies ist natiirlich
gerade der Rang der Matrix (vI, — A)? = I,). Es ist (ro — 71,71 — 72,...) die zu
A duale Partition.

Hier alle Jordan’schen Normalformen von Matrizen mit charakteristischem Poly-
nom (1" — 2)4(T — 3)2:

[2 1 (21 21 (21 2
21 21 2 2 2
21 2 21 2 2
2 2 2 2 2
3" 37 3 3" 3"
3 3 3| 3 3
[2 1 (21 21 (21 2
21 21 2 2 2
21 2 21 2 2
2 2 2 2 2
3 3 3 3 3
3 3 3] 3 3

Folgerung. Sei K ein Kiorper. Sei A € M(n x n,K) eine Matriz, deren
charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfdllt. Dann lifit sich A als Summe
einer diagonalisierbaren Matriz A’ und einer nilpotenten Matriz A", mit A’A" =
A" A" schreiben.

Beweis: Wir wissen, da A zu einer Matrix der Form B = @, (yiln, + J(A®))
ahnlich ist, es gibt also eine invertierbare Matrix S mit A = S 'BS. Wir kénnen
B = B’ + B” schreiben mit B’ = @,7:l,, und B” = @, J(A\?). Die Matrix B’
ist eine Diagonalmatrix, B” ist nilpotent, und man sieht leicht, dafli B’B” = B" B’
gilt. Setze A’ = S71A’S und A” = S~'B”S. Dann ist A’ diagonalisierbar, A"
nilpotent, und es ist

A/A// — S—lB/SS—lB//S — S—lB/B//S — S—lB//B/S — A”A/.

Warnung: Ob ein Polynom in Linearfaktoren zerfillt oder nicht, ist davon
abhéngig, welchen Korper man als Grundkorper betrachtet. Ist f ein Polynom, so
gibt es einen endlichen Erweiterungskorper, tiber dem f in Linearfaktoren zerfdllt.
(Algebra I) Jeder Korper ist einbettbar in einen “algebraisch abgeschlossenen” Kor-
per: in ihm zerfiillt jedes Polynom in Linearfaktoren (Algebra I). Arbeiten wir mit
dem Korper R der reellen Zahlen, und ist f € R[T7], so zerfillt f iiber dem Korper
C der komplexen Zahlen in Linearfaktoren (dies ist der schon 6fters erwihnte “Fun-
damentalsatz der Algebra”).



