HALBGRUPPEN-1 ELEMENTARE ZAHLENTHEORIE

Halbgruppen, Gruppen, Ringe

Einige Bezeichnungen.

Die Menge Ny der natiirlichen Zahlen 0,1,2,....

Die Menge N = N; der von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen.

Die Menge Z der ganzen Zahlen, also ...,—2,—1,0,1,2,....

Die Menge Q der rationalen Zahlen (eine rationale Zahl hat die Form
a,b € Z und b #0.)

Die Menge R der reellen Zahlen.

mit

Slls)

Ist R ein Ring (siehe unten), so bezeichnen wir mit R* die Menge der inver-
tierbaren Elemente in R.

Das Produkt zweier Mengen. Abbildungen.

Seien A, B Mengen. Das Produkt A x B der Mengen A, B ist die Menge aller
Paare (a,b) mit a € A, b € B. Eine Abbildung f: A — B ist eine Teilmenge
f € A x B mit folgenden Eigenschaften:

(Al) Zu jedem a € A gibt es ein b € B mit (a,b) € f.
(A2) Gehoren die Paare (a,b1) und (a,bs) zu f, mit a € A und by,bs € B, so ist
by = bs.
Sei f: A — B eine Abbildung. Meist schreibt man statt (a,b) € f lieber f(a) =b
oder auch a — b.

Halbgruppen.

Sei S eine Menge. Eine Verkniipfung auf S ist eine Abbildung pu: S xS — S,
statt p(si,s2) schreibt man manchmal s; + sy oder syso oder sq * s oder sp 0 s9
oder ... .

Eine Halbgruppe H = (H,x*) ist eine Menge H mit einer Verkniipfung (die
(h1,ha) — hy * hy geschrieben wird), mit folgenden Eigenschaften:

(H1) Fir alle hy, ho, hg € H gilt (hy % ha) * hg = hy % (he * hs) (Assoziativitit).
(H2) Es gibt ein Element e € H mit exh = h = hxe fiir alle h € H. (Einselement).

Lemma. Fine Halbgruppe H hat nur ein Finselement. (Beweis: Sind Elemente
e,/ € H gegeben mit exh =h =hxe und ¢ *h =h = hx¢ fiiralle h € H, so
ist e = exe’ = ¢’.) Dieser Beweis zeigt sogar: Das Einselement einer Halbgruppe ist
die einzige “Rechts-Eins” und die einzige “Links-Eins”; dabei ist eine “Rechts-Eins”
ein Element r mit h xr = h fiir alle h € H, eine “Links-Eins” ... . Man schreibt
manchmal 1y fiir das Einselement der Halbgruppe H. Ist H eine Halbgruppe, so
heit h € H idempotent, falls h x h = h gilt. Das Einselement einer Halbgruppe ist
idempotent, im allgemeinen wird es aber in einer Halbgruppe weitere idempotente
Elemente geben.

Eine Halbgruppe H heif3t kommutativ oder auch abelsch falls gilt: hy * hy =
ho % hy fir alle hq, ho € H. In abelschen Halbgruppen bezeichnet man oft die Ver-
kniipfung mit dem Symbol + und man spricht dann statt vom Einselement der
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Halbgruppe von der Null der Halbgruppe (Rechenregel: 0+ h = h = h + 0, fiir alle
heH).

Ist H = (H,-) eine Halbgruppe und U eine Untermenge von H, so sagt man,
daBB U wunter der Multiplikation abgeschlossen ist, falls gilt: Sind wq,us € U, so ist
auch ujus € U. Eine Untermenge, die unter der Multiplikation abgeschlossen ist und
die das Einselement enthilt, ist selbst wieder eine Halbgruppe.

BEISPIELKLASSEN VON HALBGRUPPEN:

Um Beispiele von Halbgruppen zu finden, sehe man sich die Beispiele von Grup-
pen an (jede Gruppe ist eine Halbgruppe), auch sehe man sich die Beispiele von Rin-
gen und von Koérpern an (ist R ein Ring, so sind (R,+) und (R,-) Halbgruppen;
ist R sogar ein Korper, so ist zusétzlich auch (R*,-) eine Halbgruppe). Insbesonde-
re ist die Menge M (n x n, R) fiir jeden Ring R beziiglich der Multiplikation eine
Halbgruppe (natiirlich auch beziiglich der Addition). Und (Np,+) und (Np,-) sind
ebenfalls Halbgruppen. Hier einige derartige Halbgruppen:

Zahlbereiche, die Halbgruppen sind:

(N07+)7 (No,'>, (N17')7
(Zv +)7 (Zv'>7 (Z\{0}7>7
(Q7 +)7 (Q7 ')7 (Q*v ')7
(Rv +)7 (Rv ')7 (R*7 )

Die Potenzmenge als Halbgruppe. Sei M eine Menge und P(M) die Po-
tenzmenge von M , also die Menge aller Teilmengen von M. Es ist (P(M),U) eine
Halbgruppe, jedes Element dieser Halbgruppe ist idempotent, und die leere Menge
() ist Einselement.

Auch (P(M),nN) ist eine eine Halbgruppe, jedes Element dieser Halbgruppe ist
idempotent, und die Menge M ist Einselement.

Ein Element h einer Halbgruppe (H,-) heifit invertierbar, wenn es ein h’ € H
mit hh' = h'h = 1y gibt. Existiert ein derartiges Element h’, so ist es eindeutig
bestimmt und wird das zu h inverse Element genannt, und man schreibt h=! statt
R’ (die Eindeutigkeit sieht man so: ist auch hh” = h"h =1y, soist ' =h' -1y =
R'(hh") = (R'h)h" = 1 - h” = h"). Sind die Elemente hy,hy € H invertierbar, so
ist auch hyhy invertierbar und es gilt (hihy)~' = hy 'h{! (beachte die Reihenfolge).

Gruppen. Eine Gruppe G = (G, ) ist eine Halbgruppe, in der zusétzlich gilt:
(G) Zu jedem Element g € G gibt es ein ¢’ € G mit gg' = 15.

Ist G eine Gruppe, und gilt gq' = 1g, so gilt auch g'g = 1g, es ist also
g = g7!; jedes Element in G ist also invertierbar. (Beweis: Sei g¢’ = 1g. Zu ¢’
gibt es ebenfalls ein Element ¢’ € G mit ¢’¢”" = 1¢. Dann ist aber g = g - 1 =

9(9'9") = (99")9" =1c - g" =g". Also gilt g'g = ¢'g" =1¢.)

In einer Gruppe G ist das Einselement e das einzige idempotente Element. (In
einer Halbgruppe kann es viele idempotente Elemente geben, wie die Halbgruppe
(P(M),A) des ersten Ubungsblatts zeigt.)
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Untergruppen. Sei G = (G; %) eine Gruppe. Eine nicht-leere Teilmenge U
von G heiflit Untergruppe, falls U unter der Multiplikation und unter der Inversen-
Bildung abgeschlossen ist (es gelten also die beiden Regeln: Sind wy,us € U, so ist
auch uy * up € U. Und: Ist u € U, so auch v~! € U. (Man beachte, dass daraus
unmittelbar folgt, daf§ das Einselement 14 zu U gehort: wir setzen ja voraus, dal U
nicht leer ist, sei etwa u € U; dann ist auch v=! € U und demnach 1g =u*u~!' €
U .) Natiirlich ist eine Untergruppe selbst eine Gruppe.

Sei G = (G, *) eine Gruppe und S eine beliebige Teilmenge. Sei S’ = SU{s™! |
s € S} (wir fiigen also alle Elemente hinzu, die zu Elementen aus S invers sind;
beachte, dass S’ abgeschlossen unter Inversen-Bildung ist - denn es ist (s71)~! = s).
Sei nun S” die Menge aller Produkte x1 *xxo*---*xy mit xz; € S, fiir alle 1 < i <t;
dabei sei ¢t > 0. (Hier verwendet man die in der Mathematik {ibliche Konvention,
dass solche Mehrfachprodukte mit ¢ Faktoren auch fiir ¢ = 1 und sogar fiir ¢ = 0
definiert sind: Fiir ¢t = 1 versteht man unter xq * x9 * - - - * x; das Element xq, fir
t = 0 bezeichnet der Ausdruck xq * x5 * - - - x x; das Einselement 15 ; dies ist eine
vielleicht willkiirliche, aber praktische Festsetzung). Beachte: S” ist offensichtlich
unter Multiplikation abgeschlossen (denn gehoren die Elemente x1 * zg % - - % z; und
Yyp kYo k- ok yp zu S, 80 auch Ty kT k- -k Ty kY1 x Yo * - - - * Yy ), aber auch unter
Inversen-Bildung (denn gehort zy * xo%- - -xx; zu S, so auch (zy*To*---xx) "L =
x; ka7, Daauch 1g zu S” gehort, ist S nicht leer (selbst wenn S leer sein
sollte). Also ist S” eine Untergruppe, und zwar eine Untergruppe, die S enthilt. Und
offensichtlich gilt: S” ist die kleinste Untergruppe von G, die S enthdlt (denn ist U
eine Untergruppe von G mit S C U, so gilt S C U, da U unter Inversen-Bildung
abgeschlossen ist, und dann auch S” C U, da U unter Multiplikation abgeschlossen
ist.

Lemma. Sei H eine endliche Halbgruppe mit folgender Eigenschaft: Sind g, hy, ho
Elemente von H mit ghy = ghs, so ist hy = hy (Linkskiirzungs-FEigenschaft). Dann
ist H eine Gruppe. Beweis: Sei g € H, wir suchen ein Element ¢’ mit g¢’ = 1. Die
Halbgruppe H habe n Elemente und hi,...,h, sei die Liste aller Elemente von
H . Da die Elemente gh,...,gh, paarweise verschieden sind, sind dies wieder alle
Elemente, insbesondere ist das Einselement 1z eines dieser Elemente. Dies zeigt,
daB es ein Element h; mit gh; =1 gibt.

Gruppen-Homomorphismen. Sind G = (G,*) und H = (H,o) Gruppen,
und f: G — H eine Abbildung, so nennt man f einen Gruppen-Homomorphismus,
falls fiir alle g1,90 € H gilt

f(g1%g2) = f(g1) o f(g2)-

Einen Homomorphismus, der bijektiv ist, nennt man einen Isomorphismus.

Ist f: G — H ein Gruppen-Homomorphismus, soist f(1g) = 1y und f(g~!) =
f(g)™1, fiir jedes g € G. (Beweis: Esist f(1g)? = f(1%) = f(1g). Und f(g7 ') f(9) =
flg7lg) = f(lc) = 1u.)

Ist f: G — H ein Gruppen-Homomorphismus, so nennt man Ker(f) = {g €
G| f(g) =1y} den Kern von f. Dies ist eine Untergruppe von G .
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BEISPIELKLASSEN VON GRUPPEN:
Zahlbereiche, die Gruppen sind: (Z,+), (Q,+),Q* = (Q \ {0}, ), usw.

Geometrisch motivierte Gruppen. Sei n > 3. Sei F,, ein regelméfliges n-
Eck in der Ebene. Sei D,, die Menge aller Symmetrien der Ebene, die das n-Eck auf
sich abbilden (also Drehungen und Spiegelungen). Insgesamt gibt es n Drehungen
(némlich mit den Drehwinkeln %360 mit 0 < i < n) und n Spiegelungen. Es gilt
also |D,| = 2n. Ist n > 3, so ist D,, nicht abelsch.

Die zyklischen Gruppen. Sei n > 1. Sei nZ die Menge der Vielfachen von
n, also die Menge der ganzen Zahlen, die durch n ohne Rest teilbar sind. Fiir jede
ganze Zahl a setze @ = a + nZ. Beachte: Es gilt a1 = a3 genau dann, wenn a, — as
durch n teilbar ist. Ist 0 < a < n, so ist @ die Menge der ganzen Zahlen, die bei
Division durch n den Rest a liefern (man nennt dies eine Restklasse modulo n ). Man
schreibt Z/nZ fiir die Menge der Restklassen modulo n, und man definiert auf dieser
Menge eine Addition vermoge ay + a3 = a1 + as. (Zu zeigen: dies ist wohl-definiert).
Mit dieser Addition ist Z/nZ eine Gruppe, die zyklische Gruppe der Ordnung n.
Fiir n > 3 ist dies gerade die Drehgruppe des reguldren n-Ecks. Man nennt diese
Gruppen (Z/nZ,+) die endlichen zyklischen Gruppen. Zusitzlich nennt man (Z, +)
die unendliche zyklische Gruppe. Um zu verstehen, warum die endlichen zyklischen
Gruppen “zyklisch” heiflen, empfiehlt es sich, die Elemente im Kreis anzuorden und
die Abbildung +1 zu betrachten: Hier die Bilder fiir n = 3,4, 5, 6.

TN N TN TN

0 2 0 ( 0 3 0
§J \\g/ 3\1/ \ng/

Das entsprechende Bild fiir die unendliche zyklische Gruppe wire die (ganzzahlige)
Zahlengerade, also ein “Zykel mit unendlichem Radius”:

— —1—0—1—2 —

Die Abbildung Z — Z/nZ mit z — Z ist ein Gruppen-Homomorphismus, sein
Kern ist nZ.

Ist G eine Gruppe und g € G, so erhdlt man durch ¢4: Z — G mit ¢,(2) = ¢*
einen Gruppen-Homomorphismus. Ist ¢, injektiv, so erhélt man einen Isomorphis-
mus Z — {g* | z € Z} und {¢g* | z € Z} ist die von ¢ erzeugte Untergruppe von G.
Andernfalls wéhle die minimale natiirliche Zahl n mit ¢4(n) = 1. Dann erhalten
wir einen Isomorphismus Z/nZ — {g* | z € Z}.
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Ringe.
Definition: Ein Ring R = (R, +,-) ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen

+ und -, so daf} die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(R1) (R, +) ist eine abelsche Gruppe.

(R2) (R,-) ist eine Halbgruppe.

(R3) Sind 7,71, 72 Elemente von R, so gilt r(rq1 +1r2) = rry + rre und (rq 4+ ro)r =

TT + Tor.

Das Einselement von (R, +) bezeichnet man mit Og oder einfach mit 0 und
nennt es die Null des Rings. Das Einselement von (R, -) bezeichnet man mit 1z oder
einfach mit 1 und nennt es die Fins von R. Ein Element r € R heif3t invertierbar,
wenn es als Element der Halbgruppe (R,-) invertierbar ist, wenn es also ein ' € R
mit 7’ = 1z = r’r gibt, und man schreibt dann r=! statt r’. Ist (R,-) abelsch, so
nennt man R einen kommutativen Ring.

Einfach zu zeigen ist: Ist R ein Ring, und r € R, so ist 0-r =0 =1r-0. Beweis:
Esist 0-7 = (04+0)-7 =0-7+0-r, alsoist 0-r ein idempotentes Element der Gruppe
(R, +). Das einzige idempotente Element einer Gruppe ist aber ihr Einselement.

Ist R ein Ring und gibt es eine natiirliche Zahl n > 1 mit 1 +1+---+1 =0,

so nennt man die kleinste derartige Zahl n die Charakteristik des Rings R und man
schreibt char R = n. Gibt es keine solche Zahl n, so schreibt man char R = 0.

Sind R = (R,+,-) und S = (S, +,-) Ringe, so ist ein Ring-Homomorphismus
f: R — S eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:
(1) f: (R,+)— (S,+) ist ein Gruppen-Homomorphismus.
(2) (7"1 r9) = f(r1) - f(re) fiir alle 71,79 € R.
(3) f(1r) = 1s.

BEISPIELKLASSEN VON RINGEN.
A) Die Zahlbereiche Z,Q,R sind kommutative Ringe

B) Sei n > 1. Auf der abelschen Gruppe Z/nZ definiert man eine Multiplikation
durch a@7-a3 = ayaz (wieder ist zu zeigen, dafl dies wohl-definiert ist). Auf diese Weise
wird Z/nZ zu einem kommutativen Ring. Beachte: Im Ring Z/nZ gilt:

141+4--+1=0,

n

Z/nZ ist ein Ring der Characteristik n .

Sei nun ein Ring R gegeben. Es gibt eine Vielzahl von Mdoglichkeiten, um mit
Hilfe von R neue Ringe zu konstruieren.

C) Der Matrizenring M(n x n,R). Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Die
Menge der (n x n)-Matrizen mit Koeffizienten in R ist beziiglich der Addition und
der Multiplikation von Matrizen wieder ein Ring. Ist n > 2 und hat R mindestens
zwei Elemente, so ist M (n x n, R) nicht kommutativ.
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D) Der Funktionenring Abb(S,R). Sei S eine Menge, sei Abb(S, R) die
Menge der Abbildungen S — R. Definiere auf Abb(S, R) Addition und Multiplika-
tion komponentenweise (d.h.: sind f,g: S — R Abbildungen, so definiere f + ¢ und
fg durch

(f+9)(s) = f(s)+g(s), und (fg)(s) = f(s)g(s) fir seb5.

Mit diesen Verkniipfungen ist Abb(S, R) ein Ring. Ist R kommutativ, so ist der
Ring Abb(S, R) kommutativ.

Ist s € S, so definiert man egs: Abb(S, R) — R durch es(f) = f(s) (man nennt
dies die Auswertung von f an der Stelle s). Die Abbildung es: Abb(S, R) — R ist

ein Ring-Homomorphismus.

E) Der Polynomring R[T]. Sei R[T] die Menge der Folgen (ag,a1,...) von
Elementen a; € R fiir die a; = 0 fiir ¢ > 0 gilt (es gibt also ein n € Ny mit
a; =0 falls i > n). Wir betrachten auf R[T] die komponentenweise Addition (also
(ag,a1,...) + (bo,b1,...) = (ap + bg, a1 + b1, ...). Die Multiplikation ist folgender-
maflen definiert:

(ao,al,...>-(b0,b1,...>: (Co,Cl,...)

mit ¢ = agbr, + a1bp—1 + - +arby = Z aibj.
i+j=k

Elemente in R[T] werden iiblicherweise in folgenderweise notiert: Statt (ag,aq,...)
schreibt man >, ;7" (dabei ist also 1 = T° = (1,0,...),7 = T* = (0,1,0,...)
und so weiter).

Die Abbildung e: R[T] — Abb(R, R) mit e(f)(r) = f(r) fir f = f(T) € R[T]
und r € R ist ein Ring-Homomorphismus.



