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1.5. Das Wachstum der Primzahlen.
Wir bezeichnen mit p die k-te Primzahl, also p; = 2, ps = 3, p3 = 5, usw.
Satz. Es gibt positive reelle Zahlen A <1 < B, mit

A-n-lnn < p, < B-n-lnn,

zum Beispiel A = und B = %.

_1
6-In2°

Remark: Die zweite Ungleichung liefert einen weiteren Beweis fiir den Satz von

Euklid.

Beweis des Satzes: Wir wissen, dass es b > 1 gibt mit 7(z) < b- ~. Nun ist
7(pn) = n, also gilt:

Pn Pn
—7(p,) <b —p
n=mlpa) < Inpy, In py,
also
> 1 1 > 1 |
DPn > 2 n-lnp, > 2 n-lnn

1

(denn p,, > n). Nimm also A =

S

Nun zur oberen Abschétzung. Verwende die Formel at— < 7w(x) fiir z = p,,, also

w(pn) = n:
Pn

In p,

< ﬂ-(pn> =n,

also ) ) 9
pp<—-n-lnp, <--n-Inn?)==-n-lnn
a a

S|

(dabei verwenden wir p,, < n?). Nimm also B = 2.

Folgerung. Die Reihe Ep IHTP ist divergent.

Beweis: Wegen p,, > n und p, < B-n-Inn gilt
m

S 2
n=1 p, B-n-lnn

Die Reihe Zp NP majorisiert also das %—Fache der harmonischen Reihe ) % Nun
ist aber die harmonische Reihe divergent, daraus folgt die Behauptung.

Hinweis. Es gilt sogar: Die Reihe Ep % ist divergent, siehe 1.6.2.
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1.6. Noch einmal: Es gibt unendlich viele Primzahlen.

1.6.1. Eulers Beweis: Die harmonische Reihe als Produkt geometrischer

Reihen. Seien p, ..., p, paarweise verschiedene Primzahlen. Dann ist
[ +pmt0=2
7 Pi p" nGX

dabei ist X die Menge der natiirlichen Zahlen, deren Primteiler die Form p4, ..., p, ha-
ben (trivialerweise gilt >; es gilt < wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung).
Die Faktoren der linken Seiten sind geometrische Reihen, also von der Form

1 1 P
1+ -4 — 4.2
p  p? p—1

Demnach ist die linke Seite gleich

14+—4+=+...)= .
H Pi P? Z_pi—l

Es folgt dass X eine echte Teilmenge von N sein muss, da die harmonische Reihe
> nen = divergiert. (Beachte: das Produkt absolut konvergenter Reihen ist wieder kon-
Vergent)

1.6.2. Die Reihe Z% divergiert. Angenommen, Ep% = B € R. Fiir jede

natiirliche Zahl n sei (n) die Menge der quadratfreien Zahlen m < n, und @ die
Menge aller quadratfreien natiirlichen Zahlen. Jede Zahl in Q(m) 148t sich als Produkt
von Primzahlen p < n schreiben, daher ist

1 1

- < 14 =
meQ(n) p<n

Fiir jede Zahl x > 0 gilt 1 + = < exp(x) (wegen der Reihenentwicklung von exp), also

ist
[Ta+- <] eXp = exp() | %) < exp(f).

p<n p<n p<n

Dies zeigt, dass die Reihe )
beschrénkt sind.

meQ m L konvergiert, da die Partialsummen ZmEQ(n) 1

Bekanntlich konvergiert auch >, 5. Es ist aber
1 1
-0 )
neN meQ

die harmonische Reihe, und die harmonische Reihe konvergiert nicht! (Wir verwenden
hier, dass sich jede natiirliche Zahl eindeutig als Produkt einer Quadratzahl und einer
quadratfreien Zahl darstellen 148t.)
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1.6.3. Fir n > 2 gibt es eine Primzahl p mit n < p < nl.

Beweis: Wegen n > 2 ist n! — 1 > 1. Sei p der kleinste von 1 verschiedene Teiler
von n! — 1. Dies ist eine Primzahl, es ist p < n!. Ware p < n, so ware p Teiler von n/!
und von n! — 1, also von 1, Widerspruch.

1.6.4. Beweis mit Hilfe der Fermat’schen Zahleq. Die Zahlen der Form
F,, = 22"+1 mit n > 0 nennt man Fermat’sche Zahlen. Zeige (Ubungsaufgabe): Je zwei
Fermat’sche Zahlen sind teilerfremd.

1.7. Wie findet man Primzahlen? Das Sieb des Eratosthenes.

Man beginnt etwa mit einer Tabelle der Zahlen grofler oder gleich 2 (und zum
Beispiel kleiner oder gleich n = 100). Man markiert im 1.Schritt die Zahl 2, und
streicht alle anderen Vielfache der 2. Dann markiert man im 2.Schritt die Zahl 3, und
streicht alle weiteren Vieflache von 3. Im n-ten Schritt sucht man die erste Zahl, die
weder markiert noch gestrichen ist — dies ist die n-Primzahl p,, und man streicht alle
echten Vielfachen dieser Zahl.

Lemma (Primzahltest). Sei n > 1 eine natiirliche Zahl mit folgender FEigen-
schaft:
(T) Ist p eine Primzahl mit p < \/n, so ist p kein Teiler von n.
Dann ist n eine Primzahl.

Beweis: Sei p der kleinste Primteiler von n. Ist n keine Primzahl, so ist 1 < p < n.
Also ist n/p > 1. Ist p’ ein Primteiler von n/p, so auch von n, also ist p < p’ und
demnach p < p’ < n/p. Es folgt p? < n, also p < \/n.

Um also die Primzahlen n < 100 zu finden, muss man die Primzahlen p < /100 =
10 kennen, also p = 2,3,5,7. Eine Zahl 1 < n < 100 ist genau dann Primzahl, wenn
sie nicht durch 2, 3,5, 7 teilbar ist.

1.8. Anhang: Bericht iiber den Primzahlsatz.

Seien Funktionen f,g: [a,00) — R\ {0} gegeben mit a € R. Wir schreiben f ~ g

falls lim,_, o0 % =1 gilt (dies bedeutet: Zu jedem € > 0 gibt es g € [a, 00), sodass
fa) < € fiir alle x > x¢ gilt).
g(x)

Der Primzahlsatz liefert eine Reihe von Funktionen f mit f ~ w. Neben der

Funktion f = % ist hier die Funktion li(x) (“logarithmisches Integral”) von Interesse,

Inx
mit
. <1
li(z) = / —dt.
5 Int

Der Primzahlsatz (Hadamard, de la Vallée Poussin). Es ist

w(z) ~ — ( v Nli(m)>.

Inzx ~ Inx —1
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Vermutet wurde dieser Satz von Gauf}, bewiesen wurde er 1895 von Hadamard und
de la Vallée Poussin. Der Beweis ist nicht ganz einfach und kann hier nicht gegeben
werden. FEinige Anmerkungen zum Versténdnis der Aussage sollen hier aber eingefiigt
werden.

Eigenschaften der Relation ~. Seien f, g, h: [a,00) — R\ {0}.

(1) Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation, es gilt also: Es ist f ~ f. Ist f ~ g,
so auch g ~ f. Und aus f ~ g, g ~ h folgt f ~ h.

(2) Ist f ~ cf fiir ein c € R, so ist ¢ = 1.

(3) Ist f = g+ h und gilt lim, . M2 =

(2)+h(z) h(z) o)
g(x x) T
i@ = L)

(4) Insbesondere gilt: Ist f unbeschrankt, so ist f + ¢ ~ f fiir jede Konstante
c € R. (Denn lim,_, o ﬁ =0).

f(=
g(x

—

0, so ist f ~ g (denn es ist

~

Beweis von = ~ li(r). Wegen der Eigenschaft (4) reicht es zu zeigen: - ~
feoo ﬁ dt. Die Ableitung der Funktion - ist ﬁ — ﬁ, also ist

x e Yot 1 |
Lo (SYar= [ —di— [ ——dy
Inz Ine /(3 (lnt) /(3 Int /6 (Int)?

Wir zerlegen das Integral

| & dt—/ﬁ e [ a
. (Int)2 " ), (Int)2 vz (Int)2

Beim ersten Summanden verwenden wir: aus ¢t > e folgt Int > 1, also ist die zu
integrierende Funktion ﬁ < 1. Das Integrationsintervall hat Linge < /z, also gilt

Ve

Beim zweiten Summanden verwenden wir: aus t > /z folgt ﬁ < %, also ist die
zu integrierende Funktion durch ﬁ nach oben beschrinkt. Das Integrationsintervall
hat Lange < x, also ist

\/x LIV
vz (Int)? (Inx)?

Insgesamt sehen wir:

lnx/m( 1 dt<1nx_x1/2+lnm.x 4 Inzx 4

Xz

Int)2 — =z x (Inx)2  z1/2  Inz’

daher ist lim,_,o, 22 [* ﬁ dt = 0. Die Behauptung folgt nun aus (3).

xT



