2-1 ELEMENTARE ZAHLENTHEORIE

2. Zahlentheoretische Funktionen.

Sei @ die Menge der Abbildungen N — R, derartige Abbildungen nennt man zah-
lentheoretische Funktionen (oft betrachtet man allgemeiner Abbildungen mit Werten
in C).

Zahlentheoretische Funktionen, an denen wir interessiert sind:
I(n)=0 fiir n>1 und I(1)=1

Un)=1 fiir n>1
E(n)=n fiir n>1

7(n) = (Anzahl der Teiler von n)

o(n) = (Summe der Teiler von n)
Ganz wichtig ist die Eulersche ¢-Funktion, die in 2.6 eingefiihrt wird, aber auch die
Mobius-Funktion u, siehe 2.5.
2.1. Die Faltung.

Wir definieren auf ® ein Produkt * (Dirichlet-Produkt, Faltung) auf folgende Weise:
Seien f,g € ®. Setze

(f*9)(n Zf = Y fldg

dido=n

(dabei bedeutet die letzte Summenbildung, dass iiber alle Paare (d1,d2) € N? summiert
werden soll, fiir die dids = n gilt). Beispielsweise gilt:

T=UxU, oc=FExU.

Ist f eine beliebige zahlentheoretische Funktion, so betrachtet man oft f % U
und nennt dies die zugehorige summatorische Funktion: beachte, dass (f x U)(n) =
>_djn f(d), es wird hier also die Summe der Werte f(d) fiir alle Teiler d von n gebildet.

2.1.1. Die Menge ® ist beziiglich x eine kommutative Halbgruppe mit neutralem
Element I.

Beweis: Ubungsaufgabe! Zum Assoziativgesetz sollte man anmerken: Seien f, g, h
zahlentheoretische Funktionen. Dann ist (f * g * h)(n) = >, 4 4. f(d1)g(d2)h(d3),
wobei man iiber alle Tripel (dy, d2, ds) mit didads = n summiert.

Zusatz (Ubungsaufgabe 4.1): Nehmen wir zusitzlich noch auf ® die punktweise
Addition als Addition, so erhalten wir einen kommutativen Ring.
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2.1.2. Eine Funktion f € ® ist genau dann beziiglich x invertierbar, wenn f(1) # 0
gilt.

Beweis: Sei f*g = I. Dann ist 1 = I(1) = f(1)g(1), da n = 1 nur den einzigen
Teiler d = 1 hat. Aus f(1)g(1) = 1 folgt, dass f(1) nicht Null sein kann. Umgekehrt
sei nun f eine zahlentheoretische Funktion mit f(1) # 0. Wir definieren eine zahlen-

theoretische Funktion g induktiv wie folgt: sei g(1) = f(1)~!. Sei nun n > 2 und seien
schon die Werte g(1),...,g(n — 1) definiert. Wir setzen

)

s

g ==Y gD

(die Summierung erfolgt also iiber alle Teiler d von n mit d < n; fiir derartige Zahlen d
ist ja g(d) schon definiert). Auf diese Weise erhalten wir eine Funktion g mit g(1) f(1) =
1=1(1) und

I =0 =g f)+ Y, o) = (o= N)n)
fiir n > 2. Es ist also g = f~1.

2.2. Multiplikative Funktionen. Wir interessieren uns vor allem fiir “multipli-
kative” Funktionen: Eine Funktion f € ® heifit multiplikativ, falls f nicht die Nullfunk-
tion ist und falls gilt: Sind n,n’ teilerfremd, so ist f(nn') = f(n)f(n’). (Insbesondere
gilt dann f(1) = 1; denn wére f(1) = 0, so wére f wegen f(1-n) = f(1)f(n) die
Nullfunktion, dies ist ausgeschlossen; aus f(1) = f(1-1) = f(1)f(1) und f(1) # 0 folgt
aber f(1) =1.)

Warnung: In der Algebra wiirde man eine Funktion nur dann “multiplikativ”
nennen, wenn die Regel f(nn’) = f(n)f(n') fiir alle n, n’ gilt, nicht nur fiir teilerfremde
Paare. In der Zahlentheorie heiflen derartige Funktionen “vollstdndig multiplikativ”,
diese Klasse von Funktionen spielt aber keine grofie Rolle! Beachte: Sind die Funktionen
f, g vollstindig multiplikativ, so ist f % g multiplikativ, meist aber nicht vollsténdig
multiplikativ. Beispiel: die Funktion U ist vollstédndig multiplikativ. Aber 7 := U %« U
ist nicht vollsténdig multiplikativ (7(n) ist die Anzahl der Teiler von n, und es ist
7(2) = 2, und 7(4) = 3 # 22 = 7(2)?).

Offensichtlich gilt fiir f multiplikativ: Kennt man die Werte f(p°), fiir alle Prim-
zahlen p und alle natiirlichen Zahlen e, so kennt man f, denn fiir n = p7*---p;* mit
paarweise verschiedenen Primzahlen pq, ..., p; gilt

f@ft---pet) = fp7") - - f(pE*)-

Umgekehrt kann man eine multiplikative Funktion g dadurch definieren, dass man
beliebige Werte g(p©) (fiir p Primzahl, e € N) wéhlt, und diese Abbildung “multiplikativ
fortsetzt”:

g(pi* - pi*) = g(") - g(pi")
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(fiir paarweise verschiedene Primzahlen pq,...,p; und alle e; € N).

2.2.1. Sind f, g muliplikativ, ist ist auch f * g multiplikativ.

Beweis: Seien ni,ns teilerfremde natiirliche Zahlen. Ist d ein Teiler von nins,
so lasst sich d eindeutig in der Form d = djds mit dq|ny und da|ny schreiben (es ist
dy = (d,n1) und dy = (d,ns)). Da ny, ny teilerfremde Zahlen sind, sind auch die Zahlen
dy, dy teilerfremd. Entsprechend sind auch die Zahlen n;/d; und ns/ds teilerfremd.

(f*g)(mna) = > f(d nmz

d|nins
’I’Ll p)
= (d1d2)
g%f 1ds) %dg
ny
d _Z
d§2 f 1 d1 ) (d2 )

(m )(m )
= (f*g)(n1)-(f*g)(n 2)7

dabei gilt das Gleichheitszeichen mit (x), weil f und g multiplikativ sind.
2.2.2. Ist f multiplikativ und f(1) # 0, so ist auch f~1 multiplikativ.

Beweis. Definiere g wie folgt: Es sei g(p’) = f~1(p’) fiir jede Primzahl pund j € N
(nach Voraussetzung ist f invertierbar), und wir setzen diese Abbildung multiplikativ
fort. Auf diese Weise erhalten wir eine multiplikative Funktion g. Da f, g multiplikativ
sind, ist nach 2.2.1 auch f % g multiplikativ. Wir zeigen: f x g = I. Da die beiden
Funktionen f % g und I multiplikativ sind, brauchen wir nur (f * g)(p®) = I(p®) fiir
Primzahlpotenzen p® zu zeigen. Es ist

(Fra)) =D, f0a ™)

5 peare T

= (f* 0% =10,

dabei gilt (x), da pe_e/ eine p-Potenz ist, und die Abbildungen ¢ und f~! nach der
Definition von g auf p-Potenzen iibereinstimmen.

Die Funktionen I,U, E sind offensichtlich multiplikativ, also sind auch 7 und o
multiplikativ.

2.3. Die Funktion 7. Es ist 7(p°®) = e + 1, also gilt

T(p§t - pft) = H(ei +1)
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(falls py, ..., ps paarweise verschiedene Primzahlen sind).

Beispiel 1. 7(200) = 7(235%) = 4 - 3 = 12. Zugehériges Schokoladen-Bild:

1

Die Teiler bilden ein Rechtecksraster, beschriftet wurden nur die beiden unteren Kanten
(hier findet man alle Primpotenzteiler) — die weitere Beschriftung erhdlt man durch
die jeweiligen Produkt-Bildungen. Ganz allgemein gilt: Ist n = p7*p5? mit Primzahlen
p1 # p2, so bilden die Teiler ein derartiges Rechteck.

Beispiel 2. 7(2-3-5) =2-2-2 = 8. Zugehoriges Wiirfelbild:

PN
2 3 5)
1
2.4. Die Funktion o. Es ist
e+1
e\ b -1
o(p°) o

Beweis: Die Zahl p® hat die Teiler pe/ mit 0 < e’ < e und deren Summe ist

e+1
el — e € — pi_ 1
2:%dyp =lbpto =T
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2.5. Die Mo6bius-Funktion p. Die Funktion U ist nach 2.1.2 invertierbar. Setze
= U~1, man nennt dies die Mébius’sche Umkehrfunktion. Die Funktion p wird vor
allem wegen der trivialerweise geltenden Formel

f=f*U)*p

gebraucht — diese Formel besagt: Kennt man die summatorische Funktion f U, so
kann man durch Faltung mit p die Funktion [ zurick gewinnen.

Andere Formulierung:

st Fn)=)_  f(d), soist f@):deF(d)u(g).

2.5.1. Die Funktion = U~ ist multiplikativ (wegen 2.2.2).
2.5.2. Wir berechnen die Werte u(p®). Es ist u(p) = —1 und u(p®) = 0 fiir e > 1.
Beweis: Es ist pu(1) = 1. Fiir e > 1 gilt

0=1(p")=Usp)@)=>Y_ _ pp)

0<i<e

Fiir e = 1 liefert dies 0 = u(1) + p(p) = 1 + p(p), also u(p) = —1. Fiir e > 2 sehen wir:

0= Zogige w(p*) und auch 0= Z%Ke w(p'),

also ist u(p®) = 0.

Also erhalten wir die Formel:

0 falls n nicht quadratfrei,
p(n) =

(—1)t falls n = py - - - p; mit paarweise verschiedenen Primzahlen p;.

dabei schliefit die zweite Zeile auch den Fall n = 1, also ¢t = 0 ein: Es ist p(1) = 1.

2.5.3. Die Mertens’sche “Vermutung”.
Betrachtet wird die Funktion ) . p(n). Offensichtlich ist | )", .. p(n)| < z und
Mertens vermutete 1897, dass sogar gelten sollte: a

> ) < Ve

(er bestétigte dies fiir x < 10000). Odlyzko und te Riele zeigten 1983, dass die Be-
hauptung falsch ist: sie zeigten, dass es Gegenbeispiele geben muss. Pintz zeigte 1987,
dass es ein Gegenbeispiel x < exp(3,21 - 1054) geben muss. Genaueres weil man aber
nicht!
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2.6. Die Eulersche ¢-Funktion. Definition:

¢(n) = (Anzahl der Zahlen 1 <m < n mit (m,n) =1)

2.6.1. Es ist

pxU =FE.

Beweis: Sei F(d) die Menge der natiirlichen Zahlen a < d mit (a,d) = 1. Es ist
also ¢(d) = |F(d)|. Ist m eine natiirliche Zahl, so liefert die Multiplikation mit m eine
injektive Abbildung F'(d) — {1,2,...,md} und zwar erhélt man genau die Zahlen b
mit 1 < b < md und (b, md) = m.

Fangen wir umgekehrt mit [1,n] = {1,2,...,n} an, und bezeichnen wir mit 7'(n)
die Menge der Teiler von n, so kénnen wir die Abbildung f = (—,n): [1,d] — T'(n)
betrachten — sie ordnet jedem b mit 1 < b < n den gréfiten gemeinsamen Teiler (b, n)
zu. Fiir n = dydy ist f~1(dy) = d1F(ds) (dies ist die Menge der Zahlen 1 < b < n mit
groBtem gemeinsamen Teiler (b,n) = d;.

2.6.2. Folgerung: ¢ ist multiplikativ. Denn ¢ = E % u, und E und g sind multi-
plikativ.

2.6.3. Es ist ¢(p®) = p® — p°~ ! fiire > 1.

Beweis: Es gibt genau p®~! Zahlen, die kleiner oder gleich p® sind, und die durch
p teilbar sind.

Umformulierung: ¢(p®) = p*(1 — %) Demnach gilt

1
o) =n-T[0- 2.

pln




