6-1 ELEMENTARE ZAHLENTHEORIE

6. Farey-Folgen.
Die Menge F,, der rationalen Zahlen % mit 1 <b<n und 0 <a <b (zusammen
mit der Ordnung <) nennt man die n-te Farey-Folge, zum Beispiel ist

0 1 1 1 2 1 3 2 3 4 1
F5:{T<g<z<§<g<§<g<§<z<g<T}.

Offensichtlich gilt: F; = {¥, 1}, also |F1| = 2. Ist n > 2, so ist |F,,| = [Fp_1| + ¢(n).
Also ist

[F) =1+ d(a).

Gehdren die Briiche § < 5 zu F,,, und gibt es kein x € F,, mit { < x < 7, so nennen
wir § < § Farey-Nachbarn (falls notwendig, mit dem Zusatz: in F, ).

6.1. Lemma:
(a) Aus ¢ < v <3 (mit b,y,d € N) und bc —ad =1 folgt y > b+ d.
(b) Gilt ¢ < § (mit b,d € N) so ist
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(c) Sind § < § Farey-Nachbarn in F, , so ist b+d >n.

a

Beweis von (a): Aus § < % folgt ay < bz, also bx —ay > 1. Aus % < ¢ folgt
xd < yc, also yc — xd > 1. Wir sehen daher:

y = y(bc — ad) = ybc — yad
= ybc — xbd + xbd — yad = b(yc — xd) + d(xb — ya) > b+ d.

Beweis von (b): ¢ < § liefert ad < be. Alsoist a(b+d) < b(a+c) und (a+c)d < c(b+d).

Beweis von (c): Seien § < ¢ Farey-Nachbarn in F,,. Wire b +d < n, so wire

auch $F¢ in F,,. Aber nach (b) liegt $5¢ zwischen ¢ und §, Widerspruch.

6.2. Satz. Seien 0 < ¢ < 5, geschrieben in gekiirzter Form. Genau dann sind
dies Farey-Nachbarn, wenn gilt bc —ad = 1.

Beweis: Seien § < ¢ Farey-Nachbarn in F,,. Nach Vorausetzung ist (a,b) = 1,
also gibt es eine Losung der Bézout’schen Gleichung bz — ay = 1. Mit [z, y] sind auch
die Paare [x + ta,y + tb] Losungen, man kann daher voraussetzen, dass n —b <y <n
gilt (wegen m —b > 0 ist y > 0, also auch z > 0, denn bx —ay = 1). Es ist also
£ e F,.Aus bx—ay > 0 folgt bz > ay, also % > ¢, demnach haben wir % > <. Wiire
# <, so wenden wir 6.1.(a) auf ¢ < § < % und erhalten d > b+ y. Aber wegen
eF, und n—b<y gilt d <n <b+y. Dieser Widerspruch zeigt, dass % = g gilt,
also x = ¢,y = d und demnach bc — ad = bx — ay = 1.

Sei nun umgekehrt bc—ad = 1. Sei n das Maximum von b und d. Nach Definition

gehdren dann ¢ und 5 zu F,,. Wéren sie keine Farey-Nachbarn in F,,, so gébe es

Qloe |[ge
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einen Bruch ¥ in F, mit § < ¥ < . Aus 6.1 (a) folgt y > b+d, aber b+d > n,

Widerspruch.

z
Y

6.3. Sind § < ¢ Farey-Nachbarn, so nennt man zjr'g den Medianten von ¢, <.

Folgerungen. Seien ¢ < & Farey-Nachbarn. Dann gilt:

(a) Sowohl § < Zj_’g als auch Zj_’fl < & sind Farey-Nachbarn.

(b)Eszstfl—%:i.

Beweis: (a) Aus bc — ad = 1 folgt sowohl b(a + ¢) — a(b + d) = 1 als auch
(b+d)c—(a+c)d=1.
(b) g_%_bc—ad_i

d ~  bc ~ bc’

Veranschaulichung in der Ebene: Wir betrachten Briiche der Form ¢ mit a €
No, b € N, dabei kénnen wir voraussetzen (a,b) = 1. Die Gitterpunkte {Z] , die uns

interessieren, liegen oberhalb der Diagonale: es ist a < b.). Links, als Beispiel, das
Farey-Paar § = % < % = <, mit dem Medianten % Zusammen mit dem Ursprung

bilden sie ein Parallelogramm mit Flicheninhalt 1 (denn det [} ] = bc — ad = 1).
Rechts sieht man die Punkte in R?, die den Elemente von Fj entsprechen.

6.4. Lemma. Sei m € N vorgegeben, sei 0 < o < 1 rrational. Dann gibt es
Farey-Nachbarn § < § (gekiirzt) mit § < o < § und sowohl b > m, als auch d > m.

SIS

Betrachte die Zahlen [a —£| mit £ € Fy,, und bilde ihr Minimum €. Es ist € > 0,
denn F,, ist endliche Menge und « ist nicht rational. Wihle eine natiirlliche Zahl
n > %, also % <e.In F, gibt es Farey-Nachbarn ¢ < ¢ mit § < a < ¢. Da F, alle
Zahlen = mit 0 < u < n enthélt, ist der Abstand zweier benachbarter Zahlen in F,
hochstens &, daher ist |a — %] < L |a— <] < 1. Wegen 1 < ¢ sehen wir: weder ¢,
noch ¢ gehort zu Fy,,, also b > m, d > m.
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6.5. Satz von Hurwitz. Ist a € R irrational, so gibt es unendlich viele Briiche
7 mit
1

V5b2

Beweis: Seien § < ¢ Farey-Nachbarn in F, mit § < a < 7. Betrachte den

. a+c . . . . . . g E a+c . .
Medianten i - Wir zeigen: Mindestens eine der drei Zahlen 3, <, ¢ d kann fiir die

Behauptung des Satzes gew#hlt werden. Wenn nicht, dann gilt:

\a—g\<
b

(1) a—$ >
(2) iz Am

a+c 1
(3> |Oé - b_|_d| Z \/g(b—l—d)z

Die Summe der ersten beiden Ungleichungen (2) und (1) liefert

b= (% + &)

c
bd d

a _ ¢ _ _a
p=q ata—g5 =2

Sl
ot
oS

Fall 1: Z‘Tﬂ; < «, dann ist also

/ __ a+tc 1
(3") ¥ brd = VBt

Addieren wir die Ungleichungen (2) und (3’), so erhalten wir wie eben:

1 1 1 1
Grad = 2 ﬁ((b+d)2 + )
Fall 2: Zig > «, also
" atc _ 1
(37) s V5(b+d)?

Diesmal addieren wir (3”) und (1) und erhalten

1 1 1 1
wrap = 2 75 (Grae T o)
In beiden Fillen ergibt sich ein Widerspruch, wegen des folgenden Lemmas:

Lemma. FEs gibt keine natiirliche Zahlen x,y mit

L>

Lo d(Ld)  ad i > (ko).

Y z(z+y)

Sl

Beweis: Die beiden Ungleichungen liefern:

Viozy > x? + y? und Vox(x +y) > 22 + (x +y)? = 222 + 2zy + 2.
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Addition ergibt
V522 4+ 2v5xy = V5(x? + 2zy) > 32 + 22y + 242,
Wir multiplizieren mit 2 und verschieben die linkte Seite nach rechts:

0> —2v522 — 4v52y + 622 4 4ay® + 4y°
= 4y? — 4(vV5 — Dy + (5 — 2V5 + 1)a?
= (2y— (VB - 1)z)’.

Daraus folgt: 2y — (\/3 — 1)z = 0, und demnach V5 = 2% + 1. Aber /5 ist nicht

rational!

Wegen Lemma 6.4 wissen wir, dass b und d (und damit auch b+ d) beliebig grof3
gewihlt werden konnen. Damit ist der Satz bewiesen.

Bemerkung. Sucht man zu einer irrationalen Zahl « rationale Zahlen mit
la — ¢] < 4, so braucht man nur Lemma 6.4: Dies liefert Farey-Nachbarn ¢ < <

(gekiirzt) mit ¢ < a < £ und b > n,d > n. Bilde den Medianten &

b+d
a-+c : : a a+tc atc _ g _
Ist oo < 3775, so liegt o zwischen § und §7-7. Esist 3=7 b(b+d) < b2 Also

ist |O€-g|<b2. ,
a+

Ist dagegen o > Zj_’fi, so betrachtet man entsprechend das Intervall zwischen £

c : . c 1
und § und sieht: |a — 5| < 5.

Slis)

6.6. Zusatz. Die Konstante /5 im Satz von Hurwitz ist best-mdglich. Es gilt
namlich die folgende Aussage: Ist 3 > /5, so gibt es irrationale Zahlen o, sodass es

nur endlich viele rationale Zahlen % mat

o= 1< 5

gibt (zum Beispiel gilt dies fiir a = # ).

Beweis: Sei |%—%|< . Setzen wir v =b-(a— 2 — 2\/5), so ist

1
Bb
W =bla—%— VB = 0?1558 — ¢ < L.
Die v definierende Gleichung schreiben wir um:
a-4—4VB+7

und quadrieren sie:
2
a? —ab+ ibQ = %b2+7\/5+ iz

also )
a2 —ab—b2=~V5+ 1z
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Die linke Seite kann nicht Null sein, denn sonst wére 7 eine Nullstelle des Polynoms

X? — X — 1, aber dessen Nullstellen sind 112\/57 also nicht rational. Daher ist

1<hVE+ % < hVE+E < 3v5+ 2,

also

— $V5 < 55,

Wir setzen 3 > V5 voraus, also 1 > %\/3, daherist 0 < 1—= \/_ = %( 2—5\/5).

Wir erhalten )

32— V5
Wir sehen also: b ist betragsméflig beschréankt: es gibt also nur endlich viele mégliche
b und demnach auch nur endlich viele mégliche Briiche 7.

b2 <

6.7. Die Hurwitz-Ungleichung

1
V5b?

kénnen wir auch in folgender Form schreiben:

a
|Oé—g|<

lbae — al <

fb

(a) Ist « irrational, und € > 0, so gibt es b € N, sodass im Intervall |bav—e, ba+€]
eine ganze Zahl liegt.

BeweiS' Wiéhle [a,b] € Z x N mit |ba — al < ﬁ und b geniigend grof}, genauer:
b> \/— . Dann ist |[ba—a| < €. Die ganze Zahl a liegt also im Intervall |ba— €, bar+€].
(b) Irrationalitétskriterium. Eine reelle Zahl « ist genau dann irrational,

wenn die Ungleichung |ba—a| < § unendlich viele teilerfremde Losungen (a,b) € ZxN
hat.

Beweis: Ist « irrational, so wissen wir, wie man unendlich viele derartige Lésungen
findet. Sei umgekehrt a rational, also etwa a = . Gesucht sind Losungen von |b3r —
al < 3, also |bu — av| < ¥

Ist bu — av = 0, so ist
Losung gilt

= =, dies ist natiirlich eine Losung. Fiir jede andere

Slls)

1§\bu—av\<%,

also b < v. Es gibt aber sicher nur endlich viele Briiche 2 mit Nenner 1 < b < v, fiir
die |% — 7| < 1 gilt, hier wird aber sogar |* — 7| < b2 verlangt.

>
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6.8. Den Satz von Hurwitz konnen wir folgendermafien umformulieren: Ist o € R
irrational, so gibt es unendlich viele § sodass « in jedem Intervall

]2_; E_L{
b 52’ b /512

liegt. In 6.6 haben wir gesehen: Ist 8 > /5, so gibt es irrationale Zahlen «, die nur in
endlich vielen Intervallen

liegen. Fiir v = 4 gilt sogar:

Satz. Die Zahl %\/ﬁ liegt in keinem der Intervalle

mit a € Z,b € N.

Beweis: Angenommen, es gibe a € Z,b € N mit

a 1 1 a 1
——— < 3V2 < -4 —.
b 4b? 2\/_ b * 4b2
Mutliplikation mit b liefert
1 1 1
- — sV2b —.
a 1 < 2\/_ < a+ m

Offensichtlich muss a positiv sein: Ware a < 0, so liefert die rechte Ungleichung
%\/ﬁb< 4%), also b2 < %, aber b>1.

Die linke Ungleichung liefert a < (%\/ﬁ + %)b < b, denn %\/5 ~ 0,707.

Da a positiv ist, ist 1 < 4ab, also 4%) < a. Demnach handelt es sich hier um
Ungleichungen mit drei positive Zahlen, durch Quadrieren erhalten wir entsprechende

Ungleichungen:

a 1 1

2_ 4 < 12 < 24 2
L TR TR T T
Wir subtrahieren a? und multiplizieren mit 2:
a 1 a 1
——F— < V¥ -2 < -+ —.
T “ =T

Wegen a < b sehen wir

—1<—9<—g+i und 4 -
b b 8b? b 8 b b
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Insgesamt erhalten wir
~1<b*—2a*> < 1.

Da b? — 2a? eine ganze Zahl ist, ist b — 2a? = 0, also Z—z = 2. Dies widerspricht aber

der Irfrationalitit von v/2.
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Zusatz. Es gibt viele mathematische Aussagen, die Uberdeckungen der rationalen
Zahlen durch offene Intervalle betreffen, und die sehr iiberraschend sind. Im Rahmen
der Maf3theorie lernt man folgendes Beispiel: Bekanntlich ist die Menge der rationalen
Zahlen (oder auch die der rationalen Zahlen im Einheitsintervall ') abzdhlbar. Sei also
q1,q2, ... eine derartige Abzdhlung der rationalen im Einheits-Intervall I. Betrachte
die Vereinigung der folgenden Intervalle:

Uh=la—t,a+i], Ue=|eo— T e+, Us=]a—55.6+35],--

(also U; = |g; — 572, q1 + 5= | ). Das i-te Intervall U; hat die Linge 57, also das
“Borel-Ma8” ;(U;) = 5 . Die Vereinigung U = |J, U; hat demnach das Borel-Maf

u(U) = M(Ui Ui) = 221 21’1+1 - %

Das Komplement [\ U hat demnach das Maf

p(IN\NU)=pI) —p(INU)=1-p(INU)21—plU)>1—-35 =

1
5

N[

Es ist also I\ U eine (abgeschlossene) Menge, die nur aus irrationalen Zahlen besteht,
und die “messbar” ist, mit MaB p(I\ U) > %. (Wir haben hier zwei wichtige Eigen-
schaften des Borel-Mafles verwendet: Die (Sub-)Additivitét fiir abzdhlbare Vereini-

gungen messbarer Mengen und die Additivitét fiir komplementére messbare Mengen).

6.9. Sei a € R, Wir betrachten die Zahlen

na— |nal €0,1]={reR|0<r <1}
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o _ . : 12 v—1
_— 5 e 9 - 9 _, - LRI ]
Ist & = ¥ mit (u,v) = 1, so erhélt man als na—[na] eine der Zahlen 0, ;

v
also nur endlich viele Werte. Dagegen gilt:

Satz (Kronecker). Sei o € R irrational, sei 0 < 8 < 1 beliebig, und € > 0.
Dann gibt es ein n € N mit
|na — [na| — G| <e.

(Das heifit: die Zahlen na — [na] liegen im Intervall [0, 1[ dicht. (Wir betrachten hier
die ganzzahligen Vielfachen na von a und eine vorgegebene Zahl 3 und sehen, dass
die Differenz na— 3 in R/Z beliebig klein wird: Es gibt zu jedem e > 0 ganze Zahlen
a,n mit n >0 und |na—fF —a| <e.)

Beweis: Nach 6.7 (a) gibt es b € N, sodass im Intervall Jba — €, ba + €] eine ganze
Zahl a liegt, also ist |ba — al < e.
Ist ba > a, soist |ba] = a, und ba — |ba] < e. Die Folge der Zahlen
ba — |ba], 2ba — |2ba], 3ba — |3ba, ...

ist aufsteigend und liefert Punkte im Intervall [0, 1] mit jeweiligem Abstand < e. Zu
[ gibt es ein ¢t mit

(t—1)ba — [ (t — 1)ba] < B < tba — [tba],

also wihle n = tb.
Ist ba < a, soist |ba] = a — 1. Auch hier betrachten wir die Folge der Zahlen

ba — |ba], 2ba — |2ba], 3ba — |3ba, ...,

diesmal ist dies eine absteigende Folge. Sie liefert wieder Punkte im Intervall [0, 1[ mit
jeweiligem Abstand < e. Zu [ gibt es ein t mit

tha — |tha] < B < (t —1)ba — | (t — 1)bar],

also wahlen wir wieder n = tb.

Das Intervall [0, 1] kann man (und sollte man) mit der Faktorgruppe R/Z identi-
fizieren, und zwar vermoge der Abbildung

fr (R, 4+) — (C*, ), mit f(t) = exp(2mit) fir t € R.

Bekanntlich ist dies ein Gruppen-Homomorphismus. Das Bild dieser Abbildung ist der
Einheitskreis

Slz{x+iy|x,y€R, m2—|—y2:1}:{z€C||z|:1},

dies ist eine Untergruppe von (C*,-). Der Kern ist die Untergruppe (Z,+) C (R, +).



