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Einführung

In diesem Workshop wollen wir uns mit der derivierten Kategorie Db(X)
der Kategorie der kohärenten Garben auf einer Varietät X beschäftigen. Im
ersten Treffen wollen wir Db(X) als Invariante für X betrachten.

Es ist ein klassisches Resultat von Gabriel [Gab], dass die k-lineare Kate-
gorie Coh(X) der kohärenten Moduln auf einer k-Varietät X diese bis auf
Isomorphie bestimmen. Für die derivierte Kategorie Db(X) := Db(Coh(X))
gilt dies im Allgemeinen aber nicht: Mukai [Muk] bewies, dass für eine abel-
sche Varietät X immer Db(X) ∼= Db(X∨) gilt (X∨ bezeichnet die duale
abelsche Varietät). Auf der anderen Seite sind im Allgemeinen X und X∨

nicht isomorph. Ist allerdings X projektiv glatt und sein kanonischer Divi-
sor ample oder anti-ample, so haben Bondal und Orlov [BO2] gezeigt, dass
Db(X) die Varietät X bis aus Isomorphie bestimmt. Dieses Resultat wird
der Startpunkt unseres Workshops sein.1

Mukai realisiert die Äquivalenz von Db(X) und Db(X∨) für eine abel-
sche Varietät X durch die folgende Konstruktion (nun Fourier-Mukai-Trans-
formation genannt)

ΦP : Db(X)→ Db(X∨), E 7→ q∗(p∗E ⊗ P),

wobei P das Poincaré-Bündel auf X × X∨ und p : X × X∨ → X und
q : X × X∨ → X∨ die Projektionen bezeichnen. Hierbei sind q∗, p∗ und ⊗
die derivierten Funktoren zwischen den derivierten Kategorien (auch wenn
in diesem Fall p∗ und ⊗ die nicht abgeleiteten Funktoren sind, da p flach und
P lokal frei ist). Diese Konstruktion verallgemeinert sich und man erhält für
je zwei Varietäten X und Y und für P ∈ Db(X × Y ) eine “Fourier-Mukai-
Transformation”

ΦP : Db(X)→ Db(Y ).

Dies ist ein exakter Funktor, und Bondal und Orlov geben in [BO1] ein
Kriterium, wann ΦP voll treu ist. Umgekehrt hat Orlov in [Orl2] bewiesen
(ergänzt durch Resultate von Bondal und Van den Bergh [BvdB]), dass jeder

1Balmer [Bal] bewies, dass jedes quasikompakte reguläre Schema aus Db(X) rekon-
struiert werden kann, wobei man Db(X) als Tensor -(triangulierte Kategorie) via des deri-
vierten Tensorprodukts auffasst; genauer hat er gezeigt, dass jedes reduzierte noethersche
Schema aus der derivierten Kategorie der perfekten Komplexe Dperf(X) zusammen mit
seinem Tensorprodukt rekonstruiert werden kann.
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exakte voll treue Funktor Φ: Db(X) → Db(Y ) (X, Y glatt projektiv) eine
Fourier-Mukai-Transformation ΦP für ein eindeutig bestimmtes P ist. Dieser
Satz erlaubt es auch, auf relative einfache Weise zu zeigen, dass Db(X)
bestimmte Invarianten von X (z.B. dim X, die Ordnung des kanonischen
Bündel ωX oder den kanonischen Ring von X) bestimmt.

Beim zweiten Treffen soll es darum gehen, dass gewisse Konstruktionen aus
Moris Minimales-Modell-Programm die Kategorie Db(X) nicht ändern. Leit-
linie ist die Vermutung von Bondal und Orlov, dass wann immer eine bira-
tionale Korrespondenz
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zwischen glatten projektiven komplexen Varietäten X und Y mit f∗ωX
∼=

g∗ωY existiert, Db(X) ∼= Db(Y ) gilt. Dafür starten wir mit einem Über-
sichtsvortrag über Mori’s Programm und betrachten dann Beispiele von
Flips und Flops. Das Treffen schließt mit einem Überblick (leider ohne Be-
weis) über bekannte Resultat in Dimension ≤ 3.

Beim dritten Treffen soll es dann um singuläre Varietäten X gehen: Wir be-
trachten den Quotient von Db(X) nach der triangulierten Unterkategorie der
perfekten Komplexe (welcher trivial ist, wenn X regulär ist). Dieser Quoti-
ent ist unter anderem von Orlov studiert worden, der zum Beispiel gezeigt
hat, dass dieser Quotient (genauer, seine idempotente Komplettierung) eine
Invariante von Singularitäten sind. In Beispielen ist es auch möglich, mehr
über diese Invarianten zu sagen. Für diesen Fall wollen wir uns orientieren
an [Orl4] und [Orl6].

Für eine Vielzahl von interessanten Resultaten und Verbindungen werden
wir in diesem Workshop leider keine Zeit haben. Als Beispiele seien genannt:

1. Kategorielle Auflösung von Singularitäten: Db(X) ist immer
äquivalent zur Kategorie der perfekten Komplexe über einer dg-Algebra
([Rou1], Bemerkung in Abschnitt 2.2.3.; [Rou2]). Van den Berghs nicht-
kommutative Auflösungen [VdB1], [VdB2]. Kuznetsovs kategorielle
Auflösungen [Kuz].

2. Spiegelsymmetrie für Fano-Varietäten: Z.B. für gewichtete pro-
jektive Räume [AKO1]

3. Vollständige exzeptionelle Folgen: Flaggenvarietäten (Kapranov [Kap]);
torische Varietäten (Kawamata [Kaw]); etc.
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4. Modulräume für Bondal-Köcher: siehe [BePr] (hier nimmt man
die Existenz einer vollständigen exzeptionellen Folge an. Besteht sie
aus Vektorbündeln, so erhält man eine natürliche Abbildung in einen
Modulstack von Darstellungen des zugehörigen “Bondal-Köchers”.)

Vorkenntnisse : Folgendes wird als bekannt vorausgesetzt und sollte nicht
im Workshop erklärt werden: Triangulierte Kategorien und exakte Funkto-
ren, derivierte Kategorien und derivierte Funktoren, kohärente Garben auf
Varietäten, Kohomologie kohärenter Garben, Serre-Dualität. Allerdings mag
es didaktisch sinnvoll sein, einige Begriffe in einem Nebensatz noch einmal
zu wiederholen. Zur Wiederholung dieser Begriffe als Vorbereitung auf den
Workshop seien die ersten drei Kapiteln von [Huy] empfohlen.

Notation : Es sei k immer ein fester Körper. Eine Varietät über einem
Körper k ist für uns (per definitionem) ein quasi-projektives Schema über
k. Punkte sind immer abgeschlossene Punkte. Da es uns weniger um die
größtmögliche Allgemeinheit sondern mehr darum geht, dieses Gebiet ken-
nenzulernen, ist es jedem Vortragenden freigestellt, nur den Fall “k algebra-
isch abgeschlossen” oder sogar “k = C” zu betrachten.
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1. Treffen: Derivierte Kategorien kohärenter Gar-
ben als Invarianten

Als Leitfaden benutzen wir den Artikel [Rou1] von Rouquier über seinen
Vortrag im Séminaire Bourbaki. Der Inhalt der Vorträge des ersten Treffens
ist aber (zum allergrößten Teil) auch in dem Buch [Huy] von Huybrechts
bestens dokumentiert.

1 Rekonstruktion von Varietäten mit (anti-)amplem kanoni-
schen Divisor aus ihrer derivierten Kategorie (60 Minuten)

• Serre-Funktoren (abstrakte Definition und geometrische Motivation;
[Huy] 1.28 und 3.12).

• Rekonstruktionssatz von Bondal und Orlov ([Rou1] Théorème 2.1); Rou-
quier skizziert drei Beweise, aber uns reicht eine ausführlich erklärte
Version (1 oder 3, nach Wahl des Vortragenden).

2 Semi-orthogonale Zerlegungen (60 Minuten)

• (Semi-)orthogonale Zerlegung einer triangulierten Kategorie und (stark)
vollständige exzeptionelle Folgen ([Rou1] Abschnitt 2.2 oder [Huy] Ab-
schnitt 1.4)

• Der Zerlegungssatz von Bondal, Kapranov, Van den Bergh ([Rou1]
Théorème 2.3); ohne Beweis

• [Rou1] Prop. 2.4
• Erkläre, wie stark vollständige exzeptionelle Sequenzen (E1, . . . , Em)

in Db(X) eine Äquivalenz zwischen Db(X) und Db(End(
⊕

Ei)) liefern
([Bon]); betrachte das Beispiel X = Pn im Detail ([Bei] und [Huy] Ab-
schnitt 8.3; dies ist der Schwerpunkt dieses Vortrags); erwähne (ohne
Beweis) die analoge Aussage für projektive Bündel ([Rou1] 4.2.1).

3 Die Fourier-Mukai-Transformation (75 Minuten)

• Definition der Fourier-Mukai-Transformation und erste Beispiele ([Rou1]
Abschnitt 3.1, [Huy] Abschnitt 5.1)

• Fourier-Mukai-Transformation ist exakt und besitzt rechts- und linksad-
jungierte Funktoren ([Huy] Prop. 5.9)

• Orlovs Satz ([Rou1] Théorème 3.7; ohne Beweis—siehe Vortrag 4)
• Anwendung von Orlovs Satz auf die Rekonstruktion von dim X ([Huy] Co-

rollary 5.23), den kanonischen Ring R(X) und die Kodaira-Dimension
von X ([Huy] Prop. 6.1; kurze Wiederholung dieser Begriffe, z.B. [Huy] Ab-
schnitt 6.5) und von X falls das kanonische Bündel ωX (anti-)ampel ist
(neuer Beweis des Satzes von Bondal-Orlov)

• Eventuell Beschreibung von Aut(Db(X)), wenn ωX (anti-)ampel ist
([Huy] Prop. 4.17).
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4 Beweis des Satzes von Orlov (75 Minuten)

Beweis(skizze) von [Rou1] Thm. 3.7 (siehe Referenzen in [Rou1] 3.1.4)

2. Treffen: Derivierte Kategorien und birationale
Geometrie

5 Minimales Modell Programm (MMP) (60 Minuten)

Überblick und Beschreibung von Moris MMP. Insbesondere sollte erklärt
werden:
• Flips und Flops
• Diskrepanz eines birationalen Morphismus; krepante Auflösungen
• Ein kurzer Überblick, was und was nicht bekannt ist, insbesondere in

Dimension ≤ 3 (vor allem Existenz und Terminierung von Flips und
Flops; Ketten von Flops, die zwei minimale Modelle verbinden; Existenz
krepanter Auflösungen)

• Erkläre die Vermutung von Bondal und Orlov ([Rou1] Conjecture 1.1,
[Huy] Conjecture 6.24)

Einige Referenzen: [Cad], [Cor], [Deb], [Kol], [KoMo], [Mat], [Rei], für neuere
Entwicklungen siehe auch [CHKLM], [Dru] und die dort gegebenen Referen-
zen (insbesondere die Arbeiten von Birkar, Cascini, Hacon und McKernan),
aber das soll hier nicht der Fokus sein.

6 Derivierte Kategorien und Aufblasungen (60 Minuten)

Beweis von Orlov über semi-orthogonale Zerlegungen der derivierten Ka-
tegorie von Aufblasungen glatter projektiver Varietäten in glatten Unter-
varietäten der Codimension ≥ 2 ([Orl1], siehe auch [Huy] Prop. 11.18 oder
[Rou1] Théorème 4.2; für den Beweis müssen einige Vorbereitungen getroffen
werden, siehe z.B. [Huy] Abschnitt 11.1).

7 Standard Flip und Standard Flop (45 Minuten)

Zeige, dass Standard-Flips voll treue Funktoren und Standard-Flops Äqui-
valenzen der derivierten Kategorien induzieren ([Huy] Abschnitt 11.3, ins-
besondere Prop. 11.23, und [Rou1] Abschnitt 4.3)

8 Der Mukai-Flop (45 Minuten)

Dies ist ein Beispiel eines Flops, bei dem sich wiederum die derivierte Kate-
gorie nicht ändert, aber wo diesmal die Äquivalenz zwischen den derivierten
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Kategorien nicht durch die birationale Korrespondenz induziert wird (siehe
[Huy] Abschnitt 11.4 und [Rou1] Abschnitt 4.4).

9 Dimension ≤ 3 (60 Minuten)

Gib einen Überblick über die bekannten Resultate in Dimension≤ 3 (Kurven
vom Geschlecht 6= 1 sind durch das Theorem von Bondal und Orlov abge-
deckt, für abelsche Varietäten siehe [Huy] Kapitel 9; für Flächen siehe [BrMa]
und [Rou1] 3.4). Gib das Theorem von Bridgeland an ([Huy] Theorem 11.34,
[Rou1] Abschnitt 4.5), und erläuter es. Selbst für eine Beweisidee wird leider
keine Zeit sein.

3. Treffen: Derivierte Kategorien und Singularitäten

Während bei den ersten beiden Treffen alle Varietäten glatt waren, wol-
len wir nun das Augenmerk darauf legen, wie sich die Singularitäten ei-
ner Varietät X in der derivierten Kategorie widerspiegeln. Ein Ansatzpunkt
hier ist, dass auf einer regulären Varietät jede kohärente Garbe eine end-
liche Auflösung durch lokalfreie Garben besitzt, was wir so umformulieren
können, dass die derivierte Kategorie der kohärenten Garben übereinstimmt
mit der Kategorie der perfekten Komplexe. Im allgemeinen ist letztere eine
volle triangulierte Unterkategorie, und man kann den Quotienten der beiden
Kategorien als ein Maß für die Singularitäten von X ansehen.

Diesen Quotienten nennt Orlov die triangulierte Kategorie DSg(X) der
Singularitäten von X, und hat ihn in mehreren Arbeiten ausführlich studiert.
Wir beginnen mit der Arbeit [Orl4] von Orlov; siehe auch den Vorgänger
[Orl3]. Hier wird die Konstruktion für eine graduierte k-Algebra (k Körper)
durchgeführt, und man erhält die Kategorie Dgr

Sg(A). Orlov stellt für Go-
rensteinsche Algebren einen Zusammenhang mit der derivierten Kategorie
Db(qgr(A)) her, wobei die abelsche Kategorie qgr(A) der Quotient der Ka-
tegorie der endlich erzeugte graduierten A-Moduln nach der Unterkategorie
der Moduln endlicher k-dimension ist (falls A kommutativ und von Ele-
menten im Grad 1 erzeugt ist, so ist qgr(A) äquivalent zur Kategorie der
kohärenten Garben auf Proj A2).

Weiter schauen wir uns die Arbeit [Orl6] an, wo Orlov beweist, dass unter
gewissen Voraussetzungen die idempotenten Vervollständigungen der Sin-
gularitätenkategorien von X und X ′ äquivalent sind, wenn die formalen
Komplettierungen von X und X ′ entlang der Singularitäten isomorph sind.

2Ist A nicht notwendig von Elementen im Grad 1 erzeugt, so ist qgr(A) äquivalent zur
Kategorie der kohärenten Garben auf dem Stack Proj(A).
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Im letzten Vortrag soll auf den Unterschied zwischen DSg(X), dem Quo-
tienten Db

Sing(X)(cohX)/PerfSing(X)(X) (siehe [Orl6] §1 für die Definition)
und ihren idempotente Komplettierung eingegangen werden.

Das Studium der triangulierten Kategorien von Singularitätem ist auch
inspiriert durch homologische Spiegelsymmetrie. Diesen Aspekt werden wir
aber in diesem Workshop (leider) nicht berühren können.

10 Triangulierte Kategorie der Singularitäten für Gorenstein-
Algebren (75 Minuten)

In diesem Vortrag soll Theorem 2.5 und sein Beweis aus [Orl4] erklärt wer-
den. Eine Reihe der Begriffe aus §1 sind bei den bisherigen Treffen bereits
erklärt worden. Definition und Eigenschaften von “Gorenstein” sollten kurz
wiederholt werden.

11 Anwendungen (45 Minuten)

Hier sollen die Anwendungen von Theorem 2.5 in [Orl4] (besonders Corol-
lary 2.6 bis Example 2.9; Theorem 2.12 bis Prop. 2.15) erklärt werden.

12 Triangulierte Kategorie der Singularitäten als Invariante
der Singularitäten (90 Minuten)

Hier sollen [Orl6] §1–§3 erklärt werden. Das Ziel ist die Interpretation und
der Beweis von Theorem 2.10 und Corollary 3.5, die grob gesprochen aussa-
gen, dass die idempotente Komplettierung von DSg(X) nur von der Gestalt
(formal oder étale) lokal von X an seinem singulären Ort abhängt. Es wäre
gut, diese Aussagen für komplexe Varietäten mit Hilfe der komplex analyti-
schen Topologie zu illustrieren.

13 DSg(X) und seine idempotente Komplettierung (60 Mi-
nuten)

Die triangulierte Kategorie DSg(X) enthält die volle Unterkategorie
Db

Sing(X)(cohX)/PerfSing(X)(X) (siehe [Orl6] §1 für die Definition), und ihre

idempotenten Komplettierungen DSg(X) sind gleich. In diesem Vortrag soll
der Unterschied zwischen diesen Kategorien erläutert werden. Beispiele sind
die unterschiedlichen (aber analytisch gleichen) Doppelpunkte aus [Orl6] §1
und [Orl5] Theorem 2.1 (bzw. [Orl6] Theorem 4.3). Außerdem wäre es schön,
die exakte Sequenzen von K-Gruppen in [Orl6] §4 zu erklären, insbesondere

0→ K0(DSg(X))→ K0(DSg(X))→ K−1(Perf(X))→ 0
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und

0→ K0(Db
Sing(X)(cohX)/PerfSing(X)(X))→ K0(DSg(X))

→ K−1(PerfSing(X)(X))→ 0

und Definition und Unterschied von K−1(Perf(X)), K−1(PerfSing(X)(X)).
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Séminaire Bourbaki, Astérisque No. 177-178 (1989), Exp. No. 712,
303–326.

[KoMo] J. Kollar, S. Mori, Birational geometry of algebraic varieties, with
the collaboration of C. H. Clemens and A. Corti, Cambridge Tracts
in Mathematics 134, Cambridge University Press (1998).

[Kuz] A. Kuznetsov, Lefschetz decompositions and categorical resolution
of singularities, Sel. math., new ser. 13 (2008), 661-696.

[Mat] K. Matsuki, Introduction to the Mori program, Universitext.
Springer-Verlag (2002).

[Muk] S. Mukai, Duality between D(X) and D(X̂) with its application to
Picard sheaves, Nagoya Math. J. 81 (1981), 153–175.

[Orl1] D. Orlov, Projective bundles, monoidal transformations and derived
categories of coherent sheaves, Math. USSR Izv. 38 (1993), 133–144.

9



[Orl2] D. Orlov, Equivalences of derived categories and K3 surfaces, Al-
gebraic geometry 7, J. Math. Sci. (New York) 84 (1997), no. 5,
1361–1381.

[Orl3] D. Orlov, Triangulated categories of singularities and D-branes
in Landau-Ginzburg models, Tr. Mat. Inst. Steklova 246 (2004),
Algebr. Geom. Metody, Svyazi i Prilozh., 240–262; translati-
on in Proc. Steklov Inst. Math. 2004, no. 3 (246), 227–248
arXiv:math.AG/0302304v2.

[Orl4] D. Orlov, Derived categories of coherent sheaves and triangulated
categories of singularities, arXiv:math.AG/0503632v2.

[Orl5] D. Orlov, Triangulated categories of singularities and equivalences
between Landau-Ginzburg models, Sbornik Math. 197:12 (2006),
1827–1840.

[Orl6] D. Orlov, Formal completions and idempotent completions of trian-
gulated categories of singularities, arXiv:0901.1859v1.

[Rei] M. Reid, Young person’s guide to canonical singularities, Algebraic
geometry, Bowdoin, 1985, 345–414, Proc. Sympos. Pure Math. 46,
Part 1, Amer. Math. Soc. (1987).
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