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É
pr

eu
ve

SM
F

28
av

ri
l 2

00
8
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VARIÉTÉS CARQUOIS DE NAKAJIMA

[d’après Nakajima, Lusztig, Varagnolo, Vasserot, Crawley-Boevey, ...]

par Olivier SCHIFFMANN

1. INTRODUCTION

Les variétés de Nakajima trouvent leurs origines au début des années 90 dans la

construction d’espaces de modules de connexions anti-autoduales – les espaces de

modules d’instantons – sur certaines classes de variétés réelles hyperkählériennes de

dimension quatre – les espaces ALE – cf. [1], [40], [41]. Pour un bon choix de structure

complexe dans la famille hyperkählérienne, ces espaces s’identifient à des espaces de

modules de fibrés holomorphes sur les résolutions minimales ·�C2 // Γ des singularités de

Klein (ou plutôt sur leur compactification naturelle). Via la correspondance de McKay

[19], elle-même basée sur une observation remarquable de McKay, ces derniers espaces

de modules admettent une description explicite comme quotient hyperkählérien d’un

certain espace de représentations d’un carquois de type affine (A
(1)
n , D

(1)
n ou E

(1)
6,7,8).

Ce modèle explicite a permis à Nakajima de construire, sur l’homologie de ces « va-

riétés de carquois », une action de l’algèbre de Kac-Moody affine ĝ – de même type

A
(1)
n , D

(1)
n ou E

(1)
6,7,8 – par convolution par certaines correspondances bien choisies. On

obtient ainsi une représentation intégrable de plus haut poids deg. Ce pont entre la

géométrie des espaces de modules d’instantons d’un côté et la théorie des représenta-

tions des algèbres de Kac-Moody affines de l’autre est très utile pour les deux parties

prenantes : il permet de relier les nombres de Betti à certains caractères de représen-

tations de ĝ, de construire des symétries relevant, au niveau des espaces de modules,

l’action du groupe de Weyl, etc. ; il permet aussi de réaliser géométriquement certains

invariants fins des représentations de ĝ, comme le cristal de Kashiwara (cf. Section 6.).

La définition de ces « variétés de carquois de Nakajima » se généralise sans

difficulté à n’importe quel carquois Q. On obtient ainsi une famille de triplets

(M(v,w),M0(v,w), π) où M(v,w) est une variété algébrique symplectique lisse,

M0(v,w) est une variété affine (en général singulière) et où π :M(v,w)→M0(v,w)
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est un morphisme propre (cf. [60]). Ici v,w sont deux vecteurs de dimensions (arbi-

traires) pour Q. Les constructions géométriques de représentations mentionnées plus

haut s’étendent aussi à ce cadre général [62] et on obtient ainsi des représentations

d’algèbres de Kac-Moody (symétriques) arbitraires. Même si, comme expliqué plus

haut, la motivation initiale est d’ordre purement géométrique (voire même de géomé-

trie différentielle), ce travail trouve naturellement sa place dans la continuité de ceux

de Ringel [71] et Lusztig [45] sur les groupes quantiques et les carquois.

Il apparâıt très clairement que le triplet (M(w),M0(w), π) (où on a poséM(w) =⊔
vM(v,w) et M0(w) =

⋃
vM0(v,w)) est un analogue de la désingularisation de

Springer T ∗B → N du cône nilpotent d’une algèbre de Lie simple C par le fibré co-

tangent de sa variété drapeaux B. La construction de Nakajima de représentations

intégrables d’algèbres de Kac-Moody s’apparente ainsi à la construction de Springer de

représentations de groupes de Weyl dans l’homologie des fibres de Springer. Un théo-

rème fameux de Kazhdan-Lusztig [38] et, indépendamment, Ginzburg [16] réalise la

correspondance de Deligne-Langlands en construisant toutes les représentations irré-

ductibles de dimension finie d’une algèbre de Hecke affine dans la K-théorie des fibres

de Springer ; Nakajima a obtenu dans [64] un résultat similaire : les représentations

irréductibles des algèbres affines quantiques se réalisent dans la K-théorie des fibres

de l’application π : M(w) → M0(w). On en déduit une formule de caractère pour

ces représentations irréductibles faisant intervenir une nouvelle classe de polynômes,

quelque peu semblables aux polynômes de Kazhdan-Lusztig.

Il existe néanmoins quelques différences notables avec la désingularisation de Sprin-

ger. Par exemple, les variétésM(w) ont plusieurs composantes connexes (celles-ci sont

reliées entre elles par la structure de cristal de Kashiwara). De plus, les variétés car-

quois sont définies pour toutes les algèbres de Kac-Moody alors que les constructions

de variété drapeaux et de résolutions de Springer pour les groupes de Kac-Moody

sont beaucoup plus délicates. Notons enfin qu’il existe un autre modèle géométrique

pour les représentations d’une algèbre de Lie simple g, basé, lui, sur la grassmanienne

affine Gr de g (cf. e.g. [54]). Le problème, qui nous parâıt important, de comprendre

le lien unissant ce modèle avec celui des variétés de Nakajima est encore largement

ouvert (cf. [55] en type A).

Le plan de cet exposé est le suivant. Les sections 2 et 3 sont consacrées au schéma

de Hilbert de points sur C2 et aux espaces de modules de fibrés équivariants sur P2, qui

sont des exemples concrets de variétés de Nakajima (associées au carquois de type A
(1)
0

et aux carquois affines respectivement) et dans lesquels la plupart des phénomènes

sont déja présents. Les variétés de Nakajima (pour un carquois général) sont définies

dans la section 4. Les constructions de Nakajima de représentations en homologie

et en K-théorie sont le sujet des sections 5 et 7 respectivement. La section 6 est

dédiée aux propriétés de fibrations des variétés carquois et à la structure de cristal de
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Kashiwara dont on peut munir l’ensemble des composantes irréductibles. La dernière

section se veut un pointeur vers quelques-uns des développements plus récents ; le

lecteur intéressé trouvera plus de détails dans les nombreux autres survols du sujet

[65], [59],...

Remerciements.— L’auteur remercie chaleureusement P. Baumann, D. Hernandez,

H. Nakajima et É. Vasserot pour leur aide dans la préparation de cet exposé.

2. SCHÉMA DE HILBERT DE POINTS DE C2

2.1. Définition

Soit n ≥ 1 un entier et soit (C2)[n] le schéma de Hilbert paramétrant les sous-

schémas de dimension zéro et de longueur n de C2. À un tel sous-schéma Z ⊂ C2, on

peut associer son anneau de fonctions régulières AZ et son idéal de définition IZ

0 // IZ // C[x, y] // AZ // 0

et, ensemblistement, on a

(C2)[n] =
{
I idéal de C[x, y] | dim C[x, y]/I = n

}
.

On sait depuis Grothendieck que (C2)[n] peut être muni d’une structure de variété

algébrique. De plus, (C2)[n] est lisse (car C2 est une surface, [13]), irréductible, de

dimension 2n, et l’application de Hilbert-Chow

π : (C2)[n] → SnC2

qui associe à un sous-schéma Z son support (compté avec multiplicité) est une réso-

lution de singularités. En d’autres termes, π est un morphisme propre qui se restreint

en un isomorphisme

π : π−1(Sn(1n)C
2)
∼→ Sn(1n)C

2

où

Sn(1n)C
2 =

{
(z1, . . . , zn) ∈ SnC2 | zi 6= zj pour i 6= j

}
est le lieu lisse de SnC2. La fibre exceptionnelle la plus intéressante est (C2)

[n]
0 :=

π−1((0, 0, . . . , 0)), appelée schéma de Hilbert ponctuel.
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2.2. Description de (C2)[n] à l’aide de carquois

Nous allons donner une interprétation algébrique du triplet
(
(C2)[n], SnC2, π

)
en

termes d’espaces de modules de représentation d’un carquois très simple. À un idéal

I de C[x, y] de codimension n, associons le quadruplet (V,B1, B2, v) avec

V = C[x, y]/I,

v = 1 ∈ V,

B1 ∈ End(V ), u 7→ xu,

B2 ∈ End(V ), u 7→ yu.

On voit aisément que

i) [B1, B2] = 0,

ii) le vecteur v engendre tout V sous l’action de B1 et B2.

Inversement, tout quadruplet (V,B1, B2, v) avec dim V = n satisfaisant à i) et ii)

provient d’un unique idéal I ⊂ C[x, y] défini par

I =
{
f(x, y) ∈ C[x, y] | f(B1, B2) · v = 0

}
.

Enfin, deux quadruplets (V,B1, B2, v) et (V ′, B′1, B
′
2, v
′) déterminent le même idéal

I si et seulement si il existe g : V
∼→ V ′ pour lequel gv = v′, gB1g

−1 = B′1 et

gB2g
−1 = B′2. En d’autres termes, et toujours ensemblistement, (C2)[n] s’identifie au

quotient

(2.1)

®
(B1, B2, v) ∈ (End Cn)2 × Cn

∣∣∣∣∣ [B1, B2] = 0

v engendre Cn sous B1, B2

´
/GLn(C).

Exemple 2.1. Voyons comment la structure de (C2)[n] se reflète dans le modèle (2.1).

Étant donné que B1 et B2 commutent, il sont simultanément trigonalisables. Soit

E = (e1, . . . , en) une base de trigonalisation ; notons λ1, . . . , λn, resp. µ1, . . . , µn, les

coefficients diagonaux de B1 et B2 dans E. Si (λi, µi) 6= (λj , µj) pour i 6= j, on voit

facilement que B1 et B2 sont simultanément diagonalisables. Ceci correspond aux

points de l’ouvert

{Z = {z1, · · · , zn} | zi 6= zj pour i 6= j} ⊂ (C2)[n].

En général, le morphisme de Hilbert-Chow associe à la GLn(C)-orbite du triplet

(B1, B2, v) le point

π (GLn(C) · (B1, B2, v)) = ((λ1, µ1), . . . , (λn, µn)) ∈ SnC2.
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Pour voir un exemple de phénomène qui apparâıt lorsque B1 ou B2 ne sont pas

diagonalisables, prenons n = 2, et

B1 =

Ç
λ α

0 λ

å
, B2 =

Ç
µ β

0 µ

å
, (α, β) 6= (0, 0).

Comme v engendre C2 sous l’action de B1 et B2, on peut, à conjugaison près, supposer

que v = e2. Dans ce cas, l’idéal correspondant Iλ,µα,β de C[x, y] est engendré par les

éléments

α(y − µ)− β(x− λ), (x− λ)2, (y − µ)2.

Notons que Iλ,µα,β ne dépend que de (λ, µ) et du point (α : β) ∈ P1. On voit ainsi que,

pour n = 2, le schéma de Hilbert (C2)[2] est isomorphe à l’éclaté de S2C2 le long de

la diagonale.

La théorie des représentations des carquois fournit le bon cadre à l’étude de varié-

tés telles que celle définie par (2.1). Rappelons brièvement qu’un carquois n’est rien

d’autre qu’un graphe orienté fini Q = (I,Ω), où I désigne l’ensemble des sommets,

Ω celui des arêtes orientées et où Ω est muni d’applications s : Ω → I (source) et

t : Ω→ I (but, « target »). Une représentation V = (Vi, xσ)i,σ de Q sur un corps k

est la donnée de k-espaces vectoriels de dimension finie Vi, i ∈ I et d’applications

k-linéaires xσ : Vs(σ) → Vt(σ), σ ∈ Ω. Les représentations de Q sur k forment une ca-

tégorie abélienne Repk Q. On note d(V ) = (dim Vi)i ∈ NI le vecteur de dimension

de V .

Ainsi, la variété définie par (2.1) avant le quotient par GLn(C) s’identifie-t-elle à

l’espace des représentations du carquois

T0 = 1 2

3

1

2

avec V1 = Cn, V2 = C, qui vérifient de plus

i) [x1, x2] = 0.

ii) Tout sous-espace S ⊆ V contenant Im x3 et stable par x1, x2 est égal à V .

La même variété définie par (2.1) prise après le quotient par GLn(C) s’identifie à

l’espace des représentations V de T0 de vecteur de dimension d = (n, 1) et vérifiant i)

et ii), mais à isomorphisme près.
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La théorie géométrique des invariants de Mumford [58] permet précisément de

construire de tels espaces de modules. Rappelons-en rapidement les grandes lignes.

Soit G un groupe algébrique réductif complexe et soit M une G-variété. Pour faire

le quotient de M par G au sens de Mumford, considérons le fibré en droites trivial

M × C muni de la G-linéarisation

g · (x, z) = (g · x, χ(g)−1z),

où χ : G → C∗ est un caractère. Par définition, un point x ∈ M est dit semi-stable

si, pour tout z 6= 0, l’adhérence de l’orbite G · (x, z) n’intersecte pas M ×{0}. Notons

Mss ⊂M la sous-variété formée des points semi-stables. Un point x ∈M est dit stable

si, pour tout z 6= 0, l’orbite G · (x, z) est une sous-variété fermée de M × C, et si le

stabilisateur de x dans G est fini. On note Ms ⊂M la sous-variété formée des points

stables. La théorie de Mumford nous dit que Mss est un ouvert (éventuellement vide)

et qu’il existe un quotient géométrique

M /χ G := Mss // G.

En termes d’anneaux de fonctions régulières, on a

Mss // G = Proj

Ñ⊕
l≥0

AG,χ
l

é
,

où A = C[M ] et où, pour l ≥ 0,

AG,χ
l

:=
{
f ∈ A | g · f = χ(g)lf pour tout g ∈ G

}
est l’espace des semi-invariants relatifs au caractère χl. L’inclusion AG = AG,χ

0 ⊂⊕
l≥0A

G,χl induit un morphisme propre π′ : M /χ G → M // G. Enfin, l’ouvert de

M/χ correspondant aux points stables est lisse.

Appliquons cette technique à la sous-variété algébrique fermée M(n,1) de

Hom(C,Cn)× End(Cn)2 formée des représentations (x1, x2, x3) de T0 vérifiant i). Le

groupe G = GLn(C) opère naturellement sur M(n,1).

Proposition 2.1. — Pour χ = det, il existe des isomorphismes canoniques

M(n,1) /χ G ' (C2)[n], M(n,1) // G ' SnC2

et l’application π′ s’identifie au morphisme de Hilbert-Chow π. De plus, Mss
(n,1) =

Ms
(n,1), i.e. tout point semi-stable est stable.

Preuve. — On doit montrer que x = (x1, x2, x3) est un point semi-stable de M(n,1) si

et seulement si il vérifie la condition ii). Supposons que x ne satisfasse pas à ii) ; soit

S′ un supplémentaire au sous-espace strict S ⊂ Cn engendré par Im x3 sous l’action

de x1, x2. En considérant l’action sur un point (x, z) ∈ M(n,1) × C∗ du sous-groupe

à un paramètre λ : C∗ → GLn(C), t 7→ IdS ⊕ t−1IdS′ on voit aisément (en faisant
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tendre t 7→ 0) que x n’est pas semi-stable. Inversement, supposons que x = (x1, x2, x3)

vérifie la condition ii). On va montrer que x est alors semi-stable, et même stable. Soit

g ∈ GLn(C) un élément du stabilisateur de x. Alors le noyau de g− Id contient Im x3

et est stable par x1, x2. On en déduit que g = Id et donc que x est de stabilisateur

trivial. Maintenant, si x n’est pas stable, alors il existe un z 6= 0 pour lequel l’orbite

GLn(C)·(x, z) n’est pas fermée. D’après le critère de Hilbert-Mumford, on peut trouver

un sous-groupe λ : C∗ → GLn(C) pour lequel lim
t 7→0

λ(t) · (x, z) existe et n’appartient

pas à GLn(C) · (x, z). Écrivons la décomposition de Cn comme λ-module

Cn =
⊕
m∈Z

Vm, λ(t)|Vm = tmId.

Comme lim
t7→0

λ(t) · (x, z) existe, on a xi(Vm) ⊂
⊕

l≥m Vl et Im x3 ⊂
⊕

l≥0 Vl. De la

condition ii) on déduit donc que Cn =
⊕

m≥0 Vm. Mais en particulier det λ(t) = tN

pour un N > 0, ce qui contredit la convergence de λ(t) · (x, z) = (λ(t) ·x, t−Nz). Donc

x est stable et la première égalité de l’énoncé est démontrée. Noter qu’on a par la

même occasion démontré que Ms
(n,1) = Mss

(n,1).

L’identification M(n,1) // G ' SnC2 ainsi que l’assertion concernant le morphisme

de Hilbert-Chow sont évidentes (cf. Exemple 2.1).

En d’autres termes, on a réalisé (C2)[n] et SnC2 de manière précise comme des es-

paces de modules de représentations du carquois T0 de dimension d = (n, 1), vérifiant

la condition i). On va voir au paragraphe suivant que cette condition est elle-même

très naturelle. À l’aide de la proposition 2.1, les propriétés du morphisme π (pro-

preté, désingularisation, ...) peuvent se voir comme des conséquences de la théorie

géométrique des invariants.

2.3. Structure symplectique de (C2)[n]

Par un théorème de Fujiki, le schéma de Hilbert X [n] de n points sur une surface

symplectique complexe (X,ω) est lui aussi muni d’une forme symplectique ω[n] (ob-

tenue par extension de la forme ωn définie sur l’ouvert X
[n]
(1n) = {(z1, . . . , zn) | zi 6= zj

pour i 6= j}). Comme on va le voir, lorsque X = C2, cette structure symplectique

admet elle aussi une interprétation naturelle en termes d’espaces de modules de re-

présentations de carquois.

Pour cela, considérons le carquois
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T =

1

2

et notons E(n,1) = End(Cn)⊕Hom(C,Cn) l’espace des représentations de dimension

(n, 1). Le groupe G = GLn(C) opère naturellement sur E(n,1). On peut donner un

sens à l’espace de module E(n,1) = E(n,1)/G mais l’objet qui nous intéresse ici est

plutôt le « fibré cotangent » T ∗E(n,1) de E(n,1). Pour le définir, on considère le quotient

symplectique, ou quotient de Marsden-Weinstein deT ∗E(n,1) par G, construit de la

manière suivante. L’espace

E(n,1) = End(Cn)2 ⊕Hom(C,Cn)⊕Hom(Cn,C)

des représentations de dimension (n, 1) du carquois T double de T :

T =

2

1

dont nous noterons les éléments (B1, B2, i, j) s’identifie, via la fonction trace

(B1, B2, i, j) 7→ Tr(B1B2 + ij),

à T ∗E(n,1) et la forme symplectique canonique ω s’y écrit

(2.2) ω ((B1, B2, i, j), (B
′
1, B

′
2, i
′, j′)) = Tr (B1B

′
2 −B2B

′
1 + ij′ − i′j) .

L’application moment relative à l’action de G sur T ∗E(1,n) se calcule facilement :

µ : E(n,1) → g∗ = gln(C)∗ ' gln(C)

(B1, B2, i, j) 7→ [B1, B2] + ij.

Par définition, le quotient symplectique de E(n,1) par G est le quotient de µ−1(0)

par G. Là encore, on peut effectuer un tel quotient de deux manières : « à la Mum-

ford » µ−1(0) /χ G en choisissant un caractère χ : G→ C∗, ou de manière « algébro-

géométrique » brutale µ−1(0) // G.
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Proposition 2.2. — Pour χ = det, on a canoniquement :

µ−1(0) /χ G 'M(n,1) /χ G ' (C2)[n],

µ−1(0) // G 'M(n,1) // G ' SnC2

et le morphisme naturel µ−1(0)/χ G � µ−1(0) //G est égal au morphisme de Hilbert-

Chow π.

Preuve. — En utilisant la proposition 2.1, il suffit de montrer que, pour tout

(B1, B2, i, j) stable et vérifiant [B1, B2] + ij = 0, on a j = 0. Ceci résulte d’un calcul

direct (voir [63], Prop. 2.8.).

Ainsi, on peut interpréter (C2)[n] comme étant le fibré cotangent à l’espace des

modules des représentations du carquois T de dimension (n, 1) (sans relations).

Corollaire 2.3. — Le schéma de Hilbert (C2)[n], équipé de la forme (2.2), est une

variété symplectique.

On vérifie sans peine en utilisant la forme explicite (2.2) de ω que le schéma de

Hilbert ponctuel (C2)
[n]
0 est une sous-variété coisotrope de (C2)[n]. De fait, π−1(∆x) '

(C2)
[n]
0 ×C (où ∆x =

{
(z, . . . , z) | z ∈ C ⊂ C2

}
est la diagonale de SnC ⊂ SnC2) est

une sous-variété lagrangienne de (C2)[n].

2.4. Cohomologie de (C2)[n]

La (co)homologie de (C2)[n] est connue depuis les travaux d’Ellingsrud et Strømme

[12]. Soit Πn l’ensemble des partitions de l’entier n. La longueur d’une partition λ est

notée l(λ).

Théorème 2.4 ([12]). — On a, pour tout 0 ≤ i ≤ n

dim H2i((C2)[n],Q) = #{λ ∈ Πn | l(λ) = n− i},(2.3)

dim H2i+1((C2)[n],Q) = 0.(2.4)

Preuve (esquisse). — Considérons l’action du tore T = (C∗)2 sur C2 définie par

(t1, t2) · (x, y) = (t1x, t2y) ; soit ρ : T × (C2)[n] → (C2)[n] l’action induite sur le

schéma de Hilbert. Les points fixes de ρ correspondent aux idéaux I ⊂ C[x, y] de

codimension n qui sont engendrés par des monômes. On montre que de tels idéaux

sont en bijection naturelle avec les partitions λ de n via la correspondance

λ = (λ1, . . . , λr) 7→ ξλ =
〈
yλ1 , xyλ2 , . . . , xr−1yλr , xr

〉
.
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Ces points fixes étant isolés, on en déduit une décomposition cellulaire « à la

Bialynicki-Birula » de (C2)[n] :

(C2)[n] =
⊔
λ∈Πn

Cλ,(2.5)

Cλ =
{
ξ ∈ (C2)[n] | lim

z 7→0
z · ξ = ξλ

}
.(2.6)

La relation (2.4) s’ensuit. Pour obtenir (2.3), il reste à voir que Cλ ' Cn+λ1 =

Cn+l(λ′), ce qui découle d’un calcul précis de l’action de T sur l’espace tangent

Tξλ(C2)[n].

En particulier, si on note Pt(X) =
∑
l≥0 dimH l(X,Q)tl le polynôme de Poincaré

d’une variété algébrique X, on a

Pt((C2)[n]) =
∑
λ∈Πn

t2(n−l(λ))

et en formant la série génératrice, on obtient
∞∑
n=0

qnPt((C2)[n]) =
∞∏
l=1

1

1− t2l−2ql
.

En d’autres termes, il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels bigradués

(2.7) Ψ :
⊕
n≥0

⊕
i≤n

H2i((C2)[n],Q)
∼→ C[p1, p2, . . . ],

où on a posé deg(pi) = (2(i − 1), i). L’espace de droite de (2.7) apparâıt souvent en

physique, notamment en théorie conforme des champs, sous le nom d’espace de Fock

bosonique. Il est naturellement muni d’une action de l’algèbre de Heisenberg

H := C[p±1, p±2, . . . ]/ 〈[pi, pj ] = iδi+j,0, i, j ∈ Z∗〉

(cf. [31]). Nakajima [63] (voir aussi [21]) a construit géométriquement, à l’aide de

correspondances bien choisies, une action de H dans
⊕

n≥0

⊕
i≤nH

2i((C2)[n],Q), et

en particulier a défini un isomorphisme canonique Ψ comme dans (2.7), respectant

les structures de H-modules.

Plus remarquable encore, et répondant à une question de Vaffa et Witten [75],

Nakajima a étendu ce résultat à une surface quasiprojective lisse X arbitraire : l’espace⊕
n≥0

⊕
i≤nH2i(X

[n],Q) s’identifie alors à l’espace de Fock de l’algèbre de Clifford-

Heisenberg modelée sur le super-espace vectoriel H∗(X,Q) (voir [61]). Les nombres

de Betti de X [n] avaient été précédemment déterminés par Göttsche ([20]).

La théorie des variétés carquois de Nakajima, dont (C2)[n] peut être considéré

comme un exemple quelque peu dégénéré, fournit de nombreuses autres constructions

de telles représentations intéressantes d’origine géométrique. Avant de voir, dans la

prochaine section, une autre classe d’exemples de variétés de carquois liées cette fois
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aux espaces de modules de faisceaux sans torsion sur P2, terminons par quelques

remarques :

Remarque 2.5. — i) Il existe un autre moyen, applicable lui aussi à toute surface

quasiprojective lisse X, de calculer la cohomologie de X [n], qui se base sur des tech-

niques de cohomologie d’intersection et sur le fait remarquable suivant : le morphisme

de Hilbert-Chow π : X [n] → SnX est « semi-small » au sens de Goresky-Macpherson.

ii) La structure multiplicative de H∗((C2)[n],Q) s’exprime elle aussi de manière

agréable via l’isomorphisme Ψ de (2.7) (voir [82], [43]).

iii) La (co)homologie du schéma de Hilbert ponctuel est également bien comprise :

(C2)[n] est irréductible ([5]) et admet une décomposition cellulaire similaire à (2.5).

De fait, (C2)
[n]
0 est une rétraction par déformation de (C2)[n].

3. ESPACE DE MODULES DE FAISCEAUX SANS TORSION

SUR P2

Il y a (au moins) deux directions dans lesquelles on peut généraliser le problème

de modules duquel (C2)[n] est la solution. D’une part, on peut interpréter (C2)[n]

comme l’espace des modules des faisceaux cohérents de torsion sur C2, et considérer

de manière plus générale les faisceaux cohérents de rang r. D’autre part, pour tout

sous-groupe fini Γ ⊂ SL(2,C), on peut s’intéresser au schéma de Hilbert (C2)
[n]
Γ

paramétrant les sous-schémas de longueur n de C2 qui sont Γ-invariants, ou plus

généralement aux faisceaux cohérents de rang r sur C2 munis d’une Γ-structure.

Comme on va le voir, il existe, dans ces deux situations aussi, une description de

l’espace de module en question en termes de représentations de carquois.

3.1. Faisceaux sans torsion de rang supérieur

Plutôt que des faisceaux cohérents de rang r sur C2, il est préférable, du point de

vue des espaces de modules, de considérer les faisceaux cohérents de rang r sur P2

munis d’une trivialisation le long de la droite P1
∞ ⊂ P2 à l’infini.

Théorème 3.1 ([70]). — L’espace des modules M(n, r) paramétrant les faisceaux

sans torsion F sur P2 de rang r, vérifiant c2(F) = n et munis d’une trivialisation

φ : F|P1
∞
' O⊕rP1

∞
est isomorphe au quotient de l’espace des quadruplets

(B1, B2, i, j) ∈ End(Cn)2 ⊕Hom(Cr,Cn)⊕Hom(Cn,Cr)

vérifiant

i) [B1, B2] + ij = 0,

ii) Im i engendre Cn sous l’action de B1 et B2,
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par l’action naturelle du groupe GLn(C).

Preuve (esquisse). — On utilise la résolution (de Koszul) du faisceau structural de la

diagonale ∆ ⊂ P2 × P2

(3.1)

0 // Λ2 (OP2(−1) �Q) // OP2(−1) �Q // OP2×P2 // O∆
// 0 ,

où Q est le « faisceau d’Euler » défini par la suite exacte canonique

0 // OP2(−1) // O⊕3
P2

// Q // 0 .

Tout faisceau cohérent F s’écrit

(3.2) F = (p1)∗(p
∗
2F ⊗O∆)

où p1, p2 désignent les deux projections P2 × P2 → P2. On peut développer (3.2) en

tenant compte de (3.1) à l’aide d’une suite spectrale. Lorsque F est sans torsion, cette

suite spectrale dégénère au rang deux et le rang un se réduit à

(3.3)

OP2(−1)⊗H1(F(−2))
a // OP2 ⊗H1(F(−1)⊗Q)

b // OP2(1)⊗H1(F(−1))

avec donc Ker a = Coker b = 0 et Ker b/Im a ' F . Le complexe (3.3) est appelé

monade de Beilinson associée à F . Posons V = H1(F(−2)), V ′ = H1(F(−1)) et

W = H1(F(−1) ⊗ Q). De c1(F) = 0, c2(F) = n, on déduit en utilisant Riemann-

Roch que dim V = dim V ′ = n et dim W = 2n + r. En prenant z0, z1, z2 comme

coordonnées homogènes sur P2, on peut écrire

a = a0z0 + a1z1 + a2z2, b = b0z0 + b1z1 + b2z2

avec ai ∈ Hom(V,W ) et bi ∈ Hom(W,V ′). À l’aide de l’isomorphisme φ : F|P1
∞
' O⊕rP1

∞

on montre par une étude précise que b1a2 : V
∼→ V ′ permet d’identifier V etV ′, et

que la suite

V ⊕ V
(a1 a2)

// W

Ä
b1

b2

ä
// V ⊕ V

permet d’identifier W à V ⊕ V ⊕W où W = Ker b1 ∩Ker b2 et dim W = r. On peut

ainsi se ramener, grâce à la relation ab = 0, à

a1 =

Ö
1V
0

0

è
, a2 =

Ö
0

−1V
0

è
, b1 =

Ä
0 1V 0

ä
, b2 =

Ä
1V 0 0

ä
,

et

a0 =

Ö
B1

B2

j

è
, b0 =

Ä
−B2 B1 i

ä
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avec Bi ∈ End(V ), i ∈ Hom(W,V ) et j ∈ Hom(V,W ). De la relation a0b0 = 0 on

tire la relation i) : [B1, B2] + ij = 0. Enfin, on montre que l’injectivité de a et la

surjectivité de b sont équivalentes à la condition ii) de l’énoncé du théorème.

De cette manière, on associe à (F , φ) un quadruplet (B1, B2, i, j) défini à conjugai-

son près et vérifiant i) et ii). Il reste à remarquer que cette opération est inversible,

et fonctorielle.

Remarque 3.2. — i) On retrouve, pour r = 1, la description de (C2)[n] de la sec-

tion 2.1. En effet, si F est un faisceau sans torsion de rang un, alors F∗∗ est localement

libre, trivial car c1(F∗∗) = 0, et le quotient F∗∗/F est de torsion. On obtient ainsi un

isomorphisme

M(n, 1)
∼→ (C2)[n], (F , φ) 7→ F∗∗/F .

ii) Il existe, pour r > 1, un analogue du morphisme de Hilbert-Chow. Soit

Mreg
0 (n, r) l’espace des modules des faisceaux localement libres F sur P2, vérifiant

c2(F) = n et munis d’une trivialisation φ : F|P1
∞
' O⊕rP1

∞
. Posons

M0(n, r) =
⊔

0≤k≤n

Mreg
0 (n− k, r)× Sk(C2).

L’application de Hilbert-Chow s’écrit alors (au niveau des points)

π :M(n, r)→M0(n, r), (F , φ) 7→ (F∗∗, φ, supp(F∗∗/F)).

C’est un morphisme propre (voir le théorème 3.5 pour une description deM0(n, r) et

π en termes de carquois).

3.2. Faisceaux cohérents Γ-équivariants

Fixons à présent un sous-groupe fini Γ ⊂ SL(2,C), et considérons l’extension du

théorème 3.1 au cadre Γ-équivariant. Il nous faut d’abord introduire quelques nota-

tions relatives à Γ.

Soit {Si | i ∈ I} l’ensemble des représentations simples de Γ, et soit L la représen-

tation naturelle de Γ dans C2. Pour a ∈ I on a une décomposition

Sa ⊗ L '
⊕
b∈I

S⊕ρabb .

Comme Γ ⊂ SL(2,C) = SP (2,C), L est autoduale d’où ρab = ρba. Le graphe de

McKay de Γ est le graphe GΓ d’ensemble de sommets I et dans lequel les sommets a

et b sont reliés par ρab arêtes (non orientées). McKay a fait l’observation remarquable

suivante : l’application Γ 7→ GΓ établit une bijection entre les sous-groupes finis non

triviaux de SL(2,C) (pris à conjugaison près) et les diagrammes de Dynkin affines

simplement lacés :
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TypeGroupe Γ Graphe GΓ

E
(1)
6Tétraédral

Diédral D2n

Cyclique Cn+1

D(1)
n

A(1)
n

Octaédral

Icosaédral E
(1)
8

E
(1)
7

On peut rajouter à ce tableau une ligne correspondant au cas dégénéré de Γ = {Id} :

Trivial A
(1)
0

Considérons le carquois TΓ dont l’ensemble des sommets est I ′ = I × {0, 1}, dans

lequel ρab arêtes orientées relient le sommet (a, 1) au sommet (b, 1) et dans lequel

les sommets (a, 1) et (a, 0) sont reliés par une paire d’arêtes d’orientation opposée.

On notera Ω l’ensemble des arêtes reliant des sommets (a, 0), (b, 0) pour a, b ∈ I.

L’inversion du sens des flèches définit une involution (sans points fixes) h 7→ h de Ω.

Exemple 3.1. Si Γ est de type D
(1)
5 , alors TΓ est égal à :
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(976) VARIÉTÉS CARQUOIS DE NAKAJIMA 309

Soit (v,w) ∈ NI×NI = NI′ un vecteur de dimension de TΓ, avec v = (va)a∈I ,w =

(wa)a∈I . Posons Va = Cva et Wa = Cwa . L’espace des représentations de TΓ de

dimension (v,w) est

Ev,w =
⊕
h∈Ω

Hom(Vs(h), Vt(h))⊕
⊕
a∈I

Hom(Wa, Va)⊕
⊕
a∈I

Hom(Va,Wa).

Les éléments de Ev,w seront notés (Bh, ia, ja)h,a. Les groupes Gv =
∏
a∈I GL(Va) et

Gw =
∏
a∈I GL(Wa) opèrent par conjugaison sur Ev,w.

Pour finir, on choisit une fonction ε : Ω→ {±1} vérifiant ε(h) + ε(h) = 0.

Théorème 3.3 (Nakajima). — Soient V,W deux représentations de Γ de dimen-

sion finie. Posons v = (va)a∈I ,w = (wa)a∈I avec

va = dim Hom(Sa,V), wa = dim Hom(Sa,W).

L’espace des modulesMΓ(v,w) paramétrant les faisceaux sans torsion Γ-équivariants

F sur P2 satisfaisant H1(F(−1)) ' V, et munis d’une trivialisation Γ-équivariante

φ : F|P1
∞
' OP1

∞
⊗W, est isomorphe au quotient de l’espace des représentations

(Bh, ia, ja)h,a ∈ Ev,w de TΓ vérifiant

i) ∀ a ∈ I, ∑
h∈Ω
s(h)=a

ε(h)BhBh + iaja = 0,

ii)
⊕

a Im ia engendre
⊕

a Va sous l’action des opérateurs Bh (h ∈ Ω),

par l’action du groupe Gv.
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Preuve (esquisse). — La preuve, que l’on trouvera écrite dans [77], se base sur une

version Γ-équivariante de la description de Beilinson de faisceaux cohérents sur P2 en

termes de monades (cf. preuve du théorème 3.1).

Remarque 3.4. — La version Γ-équivariante du morphisme de Hilbert-Chow est la

suivante. Soit MΓ,reg
0 (v,w) ⊂ MΓ(v,w) la sous-variété paramétrant les faisceaux F

localement libres ; posons

MΓ
0 (v,w) =

⊔
0≤k≤n

MΓ,reg
0 (v′,w)× (Sl(v,v

′)(C2))Γ,

avec l(v,v′) =
∑
a(va − v′a)dim Sa. L’application de Hilbert-Chow s’écrit alors

π :MΓ(v,w)→MΓ
0 (v,w), (F , φ) 7→ (F∗∗, φ, supp(F∗∗/F)).

C’est un morphisme propre (ici aussi, une description deMΓ
0 (v,w) et π en termes de

carquois est donnée dans le théorème 3.5).

3.3. Structure symplectique

Tout comme (C2)[n], les espacesM(n, r) etMΓ(v,w) possèdent une structure sym-

plectique naturelle, héritée de celle de P2. Et comme pour (C2)[n], on peut interpréter

les constructions de M(n, r) et MΓ(v,w) données au paragraphe précédent comme

des quotients symplectiques.

Par simplicité, nous traiterons les cas Γ = {Id} et Γ 6= {Id} de manière simultanée

en considérant que le graphe de McKay de {Id} est le carquois de type A
(1)
0 . Fixons

donc un sous-groupe Γ de SL(2,C). Soit TΓ un carquois obtenu à partir du graphe

GΓ en orientant de manière arbitraire les arêtes, en rajoutant pour chaque sommet

de GΓ un autre sommet ainsi qu’une arête orientée du nouveau sommet vers l’ancien.

Un exemple rendra la construction plus claire : si Γ est de type D
(1)
5 on peut prendre

TΓ comme suit :

ASTÉRISQUE



É
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Notons qu’il existe plusieurs choix pour TΓ, et que le carquois TΓ peut se voir

comme le « double » (au niveau des arêtes) de TΓ. Comme au paragraphe précédent,

on notera I ′ = I × {0, 1} les sommets de TΓ et Ω les arêtes de TΓ qui proviennent de

GΓ, de sorte que Ω soit le double de Ω. Pour tout vecteur de dimension (v,w) de TΓ,

on pose Va = Cva ,Wa = Cwa et on note

Ev,w =
⊕
h∈Ω

Hom(Vs(h), Vt(h))⊕
⊕
a∈I

Hom(Wa, Va)

l’espace des représentations de TΓ de dimension (v,w). Comme toujours, les groupes

Gv =
∏
aGL(Va) et Gw =

∏
aGL(Wa) opèrent sur Ev,w. Conformément aux nota-

tions du paragraphe précédent nous écrirons (Bh, ia)h,a les éléments de Ev,w. Enfin,

on choisit l’application ε : Ω→ {±1} de telle sorte que ε(h) = 1 si h ∈ Ω.

Identifions T ∗Ev,w à Ev,w via l’accouplementÄ
(Bh, ia)h,a, (B

′
h
, j′a)h,a

ä
= Tr

(∑
h∈Ω

ε(h)BhB
′
h

+
∑
a

iaja

)
.

La forme symplectique induite sur Ev,w s’écrit

ω : ((Bh, ia, ja)h,a, (B
′
h, i
′
a, j
′
a)h,a) = Tr

Ñ∑
h∈Ω

ε(h)BhB
′
h +

∑
a

(iaj
′
a − i′aja)

é
.
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L’action de Gv sur Ev,w est symplectique, d’application moment

µ : Ev,w → g∗v ' gv

(Bh, ia, ja)h,a 7→
∑
a

Ü ∑
h∈Ω
s(h)=a

ε(h)BhBh + iaja

ê
.

En particulier, la condition i) du théorème 3.3 n’est rien d’autre que l’équation de

moment µ((Bh, ia, ja)h,a) = 0. Le quotient symplectique de l’action de Gv sur Ev,w

est par définition le quotient de µ−1(0) par Gv, quotient que l’on peut effectuer de

deux manières :

Théorème 3.5. — Pour χ = det : Gv → C∗, (ga)a 7→
∏
a det(ga), on a

µ−1(0)/χ Gv 'MΓ(v,w),

µ−1(0) // Gv 'MΓ
0 (v,w),

et le morphisme naturel µ−1(0)/χ Gv → µ−1(0) // Gv cöıncide avec le morphisme de

Hilbert-Chow.

Preuve (esquisse). — Pour montrer la première assertion, il faut vérifier que la condi-

tion de stabilité pour χ = det cöıncide avec la condition ii) du théorème 3.3. La

démonstration est essentiellement la même que celle de la proposition 2.1. Pour les

autres assertions, voir [77].

Corollaire 3.6. — Pour tout sous-groupe fini Γ ⊂ SL(2,C), MΓ(v,w) est une

variété symplectique.

3.4. Résolutions de singularités de Klein

Ceci correspond au cas r = 1 et Γ non trivial.

Théorème 3.7 (Kronheimer, Ginzburg-Kapranov, Ito-Nakamura)

Soit Γ un sous-groupe non trivial de SL(2,C), soit V la représentation régulière

de Γ et W = C la représentation triviale. On pose v = (va)a∈I , w = (wa)a∈I où

va = dim Hom(Sa,V), wa = dim Hom(Sa,W).

Alors

(3.4) MΓ
0 (v,w) ' C2 // Γ

et π :MΓ(v,w)→MΓ
0 (v,w) est la résolution minimale des singularités.
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Preuve (esquisse). — Posons n = |Γ|. Il est facile de voir, en comparant les algèbres de

fonctions, que (SnC2)Γ ' C2//Γ. D’après la proposition 2.2, on a SnC2 'M{Id}0 (n, 1).

L’action d’un élément γ =
(
a b
c d

)
de Γ sur 'M{Id}0 (n, 1) s’écrivant

γ · (B1, B2, i, j) = (aγB1γ
−1 + cγB2γ

−1, bγB1γ
−1 + dγB2γ

−1, γiγ−1, γjγ−1)

où Γ opère sur Cn par la représentation régulière et sur C par la représentation

triviale, on montre que (M
{Id}
0 (n, 1))Γ ' MΓ

0 (v,w), d’où (3.4). Un raisonnement

similaire montre que ((C2)[n])Γ = (M{Id}(n, 1))Γ ' MΓ(v,w). Comme (C2)[n] est

lisse, il en va de même pour sa sous-variété de points fixes sous l’action du groupe

fini Γ, et MΓ(v,w) est lisse. Comme toute Γ-orbite de C2 différente de {0} est libre,

on a (SnC2)Γ ∩ Sn(1n)C
2 = (SnC2)Γ\{n · 0}. Étant donné que π : (C2)[n] → SnC2

se restreint en un isomorphisme π−1(Sn(1n)C
2)
∼→ Sn(1n)C

2, on a π : π−1(MΓ
0 (v,w)\

{n · 0}) ∼→MΓ
0 (v,w)\{n · 0}. Soit X la composante connexe de MΓ(v,w) contenant

π−1(MΓ
0 (v,w)\{n · 0}). D’après ce qui précède, π : X →MΓ

0 (v,w) est une résolution

des singularités. Comme X est symplectique par le corollaire 3.6, KX = 0 et donc

π est une (la) résolution minimale. Pour conclure, il reste juste à démontrer que

X = MΓ(v,w), i.e. que M(v,w) est connexe. Mais si X ′ est une autre composante

connexe, on a forcément X ′ ⊂ π−1(n · 0) donc X ′ est coisotrope. Ceci contredit le fait

que MΓ(v,w) est symplectique.

Remarque 3.8. — i) Cette description des résolutions des singularités kleiniennes en

termes de carquois est essentiellement due à Kronheimer [40] (redécouverte de façon

indépendante plus tard par Ginzburg-Kapranov [17], et Ito-Nakamura [28]), et a en

grande partie motivé le travail de Nakajima. Une interprétation des variétésMΓ(v,w)

pour d’autres valeurs de v,w est donnée dans [41] : on obtient ainsi des espaces de

modules de fibrés vectoriels sur les résolutions minimales de singularités kleiniennes

(les « espaces ALE »).

ii) Comme mentionné dans l’introduction, les variétés de carquois fournissent des

morphismes π : M(v,w) → M0(v,w) très similaires à la résolution de Springer

T ∗B → N du cône nilpotent d’une algèbre de Lie semi-simple complexe. Le théo-

rème 3.7 illustre bien ce principe : un théorème fameux de Slodowy [74] dit que les

singularités kleiniennes ainsi que leurs résolutions minimales se plongent dans la réso-

lution de Springer. Il existe même, en type A, des isomorphismes explicites entre les

variétés carquois M(v,w) et M0(v,w) et les « slices » de Slodowy et leur désingula-

risation (cf. [60] et [52]).

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008



É
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4. DÉFINITION DES VARIÉTÉS CARQUOIS

Dans cette section, nous donnons la définition des variétés carquois de Nakajima

en général ainsi que leurs premières propriétés géométriques.

4.1. Définition

Soit Q = (I,Ω) un carquois fini, dont nous supposerons pour simplifier qu’il ne

contient pas de lacets, c’est-à-dire de sommet relié à lui-même par une arête, et qu’il

ne contient, plus généralement, pas de cycles orientés. Pour toute arête orientée h,

nous noterons h l’arête orientée opposée.

Considérons le carquois double Q = (I,Ω) où Ω = {h | h ∈ Ω} t {h | h ∈ Ω}. On

définit une fonction ε : Ω→ {±1} par ε(h) = 1 si h ∈ Ω et ε(h) = −1 si h ∈ Ω.

Enfin, soit T le carquois d’ensemble de sommets I ′ = I × {0, 1} obtenu en dé-

doublant les sommets de Q et en rajoutant une paire d’arêtes d’orientation opposée

reliant chaque sommet de Q à son double. Voici un exemple :

T =

Q = Q =

Soit (v,w) ∈ NI×NI , v = (va)a∈I ,w = (wa)a∈I un vecteur de dimension de T . Po-

sons Va = Cva , Wa = Cwa . Comme précédemment, nous noterons (Bh, ia, ja)h∈Ω,a∈I
les éléments de l’espace des représentations

Ev,w =
⊕
h∈Ω

Hom(Vs(h), Vt(h))⊕
⊕
a

Hom(Wa, Va)⊕
⊕
a

Hom(Wa, Va)

de T de dimension (v,w). Les groupes Gv =
∏
aGL(Va) et Gw =

∏
aGL(Wa) opèrent

sur Ev,w.
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Comme à la section précédente, Ev,w est naturellement muni d’une forme sym-

plectique :

ω : ((Bh, ia, ja)h,a, (B
′
h, i
′
a, j
′
a)h,a) = Tr

Ñ∑
h∈Ω

ε(h)BhB
′
h +

∑
a

(iaj
′
a − i′aja)

é
,

et l’action de Gv sur Ev,w est symplectique, d’application moment

µ : Ev,w → g∗v ' gv

(Bh, ia, ja)h,a 7→
∑
a

Ü ∑
h∈Ω
s(h)=a

ε(h)BhBh + iaja

ê
.

Les variétés carquois associées à Q et aux vecteurs de dimension v,w sont obtenues

par quotient symplectique de Ev,w par Gv :

Définition 4.1. — Soient χ = det−1 : Gv → C∗, (ga) 7→
∏

det(ga)−1. On pose

M(v,w) =MQ(v,w) := µ−1(0) /χ Gv,

M0(v,w) =MQ
0 (v,w) := µ−1(0) // Gv,

et on note π :M(v,w)→M0(v,w) le morphisme projectif naturel.

Proposition 4.2. — Un point (Bh, ia, ja) de µ−1(0) est stable pour χ = det−1si et

seulement si la condition suivante est satisfaite : tout sous-espace S ⊂
⊕

a Va contenu

dans Ker
⊕

a ja et invariant par les opérateurs Bh (pour h ∈ Ω) est trivial.

Preuve. — Identique à celle de la proposition 2.1

Remarque 4.3. — i) On a choisi, dans la définition deM(v,w), le caractère χ = det−1

inverse à celui qui apparâıt naturellement dans les sections 2 et 3. En particulier,

les variétés MΓ(v,w) sont différentes des variétés de carquois MQ(v,w) associées à

un carquois affine. Néanmoins, ici, le choix de la condition de stabilité n’a pas d’in-

fluence sur la topologie du quotient symplectique µ−1(0)/Gv : les variétésMΓ(v,w) et

MQ(v,w) correspondent à deux structures complexes différentes sur le même espace

(cf. Section 8).

ii) Par définition,M0(v,w) paramètre les Gv-orbites fermées dans µ−1(0). L’appli-

cation « de Hilbert-Chow » π associe à une Gv-orbite stable l’unique Gv-orbite fermée

contenue dans son adhérence de Zariski. On trouvera dans [62] une caractérisation

explicite de cette Gv-orbite fermée.
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4.2. Propriétés géométriques de M(v,w)

Pour a, b ∈ I, a 6= b, notons ρab le nombre d’arêtes reliant a à b dans Q. Soit

C = (cab)a,b∈I la matrice symétrique I × I définie par

(4.1) cab = 2δa,b − ρab − ρba.

Si z = (za) ∈ NI et y = (ya) ∈ NI , on pose 〈z,y〉 =
∑
a zaya.

Théorème 4.4. — M(v,w) est une variété symplectique lisse connexe et de dimen-

sion 〈v, 2w − C · v〉.

Preuve. — Commençons par remarquer que toute Gv-orbite de µ−1(0)s est régulière :

en effet, si (ga)a ∈ StabGv(Bh, ia, ja)h,a, alors le sous-espace
⊕

a Im (ga− Id) est Bh-

invariant et contenu dans Ker
⊕

a ja, donc trivial, et donc ga = Id pour tout a.

Montrons maintenant que µ−1(0)s est lisse (alors que µ−1(0) ne l’est pas en général).

Ceci est une conséquence du fait que la restriction de l’application moment µ à µ−1(0)s

est une submersion : si ξ ∈ gv est orthogonal à Im dµ(Bh,ia,ja), alors Im ξ est Bh-

invariant et contenu dans Ker
⊕

a ja, donc ξ = 0. Enfin, on a

dimM(v,w) = dim µ−1(0)s − dim Gv = dim Ev,w − 2dim Gv,

d’où l’on déduit la formule de dimension. La démonstration de la connexité (voir

[8]) est beaucoup plus subtile et repose (entre autre) sur l’existence de foncteurs de

réflexion (cf. Section 8.2).

La variété affine M0(v,w) est en général singulière (par exemple, si le carquois Q

est un diagramme de Dynkin affine comme dans la section 2, M0(v,w) est difféo-

morphe à un quotient C2//Γ). Le théorème 4.4 montre que lorsque celle-ci est non

vide, M(v,w) est une désingularisation (crépante) de π(M(v,w)) ⊆ M0(v,w). Un

peu plus précisément, notons Mreg
0 (v,w) ⊂M0(v,w) l’ouvert (éventuellement vide)

formé des Gv-orbites fermées régulières (i.e. de stabilisateur trivial). Alors, de telles

orbites sont toujours stables (cf. [60], Prop. 3.24.) et le morphisme π induit un iso-

morphisme π−1(Mreg
0 (v,w)) ' Mreg

0 (v,w). On sait en outre que M0(v,w) est une

variété irréductible normale (cf. [9]).

La variétéM0(v,w) contient toujours un point 0 correspondant à Bh = ja = ia = 0

pour tout h ∈ Ω et a ∈ I. La fibre spéciale L(v,w) := π−1(0) joue un rôle crucial dans

la théorie. Par construction, c’est une sous-variété projective coisotrope de M(v,w).

Bien plus est vrai :

Théorème 4.5 ([60], Th. 5.8). — L(v,w) est une sous-variété lagrangienne de

M(v,w), homotope à M(v,w).

Preuve. — La démonstration du fait que L(v,w) est lagrangienne sera esquissée dans

la section 6.4. En ce qui concerne la seconde assertion, voir [60], Section 5.4.
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Il existe sur M(v,w) et M0(v,w) une action algébrique de C∗, analogue à celle

définie sur le schéma de Hilbert (C2)[n] (voir Section 2.4.). Elle est simplement donnée

par

(4.2) z · (Bh, ia, ja)h,a = (z(1−ε(h))/2Bh, ia, zja).

Posons F(v,w) = M(v,w)C∗ . Il est facile de voir que M0(v,w)C∗ = {0}. Le mor-

phisme π étant C∗-équivariant, on a F(v,w) ⊂ L(v,w). La variété lisse F(v,w)

n’est en général pas de dimension zéro. Néanmoins, il existe une décomposition « à la

Bialynicki-Birula »

L(v,w) =
⋃
i

{
x ∈M(v,w) | lim

z 7→∞
z · x ∈ Fi

}
où {Fi}i désignent les composantes connexes de F(v,w).

Terminons cette section sur les propriétés générales des variétés carquois par le cas

le plus simple, celui des diagrammes de Dynkin de type fini. Pour v′ ≤ v (i.e. v′a ≤ va
pour tout a), il existe un plongement canonique M0(v′,w) ↪→ M0(v,w) induit par

l’inclusion V ′a = Cv′a ↪→ Cva = Va.

Théorème 4.6 ([62], Cor. 10.11.). — Soit Q un diagramme de Dynkin de type fini.

Pour tout v,w ∈ NI , on a

M0(v,w) =
⋃

v′≤v

Mreg
0 (v′,w),

et l’application π : M(v,w) → M0(v,w) est une résolution des singularités « semi-

small » au sens de Goresky-MacPherson.

4.3. Variété des triplets et correspondances de Hecke

Soit c ∈ I et soient v1,v2,w des vecteurs de dimension satisfaisant v2 − v1 = ec
(on note (ea)a la base canonique de ZI). Considérons la sous-variété fermée

B+
c (v1,v2,w) ⊂ M(v1,w) × M(v2,w) constituée des paires

(
(B1

h, i
1
a, j

1
a)h,a,

(B2
h, i

2
a, j

2
a)h,a

)
pour lesquelles il existe ξa : V 1

a ' V 2
a pour a 6= c et ξc : V 1

c ↪→ V 2
c

satisfaisant

B2
hξa = ξaB

1
h, ξai

1
a = i2a, j1

a = j2
aξa

pour tout a ∈ I et h ∈ Ω. Intuitivement, B+
c (v1,v2,w) paramétrise les paires de

représentations les « plus proches » l’une de l’autre, i.e. reliées par une modification

élémentaire. C’est l’analogue direct des correspondances de Hecke dans la théorie des

formes automorphes sur les corps de fonctions.

Munissons M(v1,w)×M(v2,w) de la forme symplectique (ω1,−ω2), où ω1 et ω2

sont les formes symplectiques canoniques de M(v1,w) et M(v2,w).
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É
pr

eu
ve

SM
F

28
av

ri
l 2

00
8

318 Olivier SCHIFFMANN

Proposition 4.7 ([62], Thm. 5.7.). — La correspondance de Hecke B+
c (v1,v2,w)

est une sous-variété lagrangienne lisse de M(v1,w)×M(v2,w).

Lorsque v1 − v2 = ec, on définit de même la correspondance de Hecke

B−c (v1,v2,w) ⊂M(v1,w)×M(v2,w).

Soient à présent v1,v2,w des vecteurs de dimension arbitraires. La variété des

triplets (ou variété de Steinberg) est le produit fibré

(4.3) Z(v1,v2,w) :=M(v1,w) ×
M0(w)

M(v2,w).

Noter que M0(v′,w) ↪→ M0(v,w) si v′ ≤ v ; donc on peut considérer la limite

inductive M0(w) =
⋃

vM0(v,w) et (4.3) a bien un sens. On pose

Z(w) =
⊔

v1,v2

Z(v1,v2,w).

Soit Mreg
0 (w) =

⋃
vM

reg
0 (v,w). Si Q est de type fini, alors d’après le théorème 4.4

on aMreg
0 (w) =M0(w) mais en généralMreg

0 (w) est un ouvert strict deM0(w). On

pose

Zreg(v1,v2,w) =M(v1,w) ×
M
reg
0 (w)

M(v2,w).

Théorème 4.8. — La sous-variété Z(v1,v2,w) est lagrangienne.

Preuve. — Elle sera esquissée dans la section 6.4.

Noter que lorsque v2 − v1 = ±ec la correspondance de Hecke B±c (v1,v2,w) est

une composante irréductible de Zreg(v1,v2,w).

5. ALGÈBRE DE CONVOLUTION ET ALGÈBRES DE

KAC-MOODY

Dans cette section, nous décrivons le résultat principal de [62] : la réalisation dans

la cohomologie des fibres du morphisme π :M(v,w)→M0(v,w) de représentations

intégrables d’algèbres de Kac-Moody. On se fixe une fois pour toutes un carquois

arbitraire Q.

Commençons par un bref rappel concernant les algèbres de Kac-Moody (voir [30]).
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5.1. Algèbres de Kac-Moody et représentations intégrables

La matrice C associée à Q par (4.1) est une matrice de Cartan généralisée (symé-

trique), i.e. on a caa = 2 pour tout a ∈ I et cab ∈ Z≤0 si a 6= b. À une telle donnée

correspond une algèbre de Lie g = gC (de Kac-Moody) définie par générateurs et

relations.

Définition 5.1. — i) Soit C = (cab)a,b∈I une matrice de Cartan généralisée. Une

réalisation de C est une paire d’espaces vectoriels h, h∗ en dualité munis d’ensemble

de vecteurs linéairement indépendants Π = {αa | a ∈ I} ⊂ h∗, Π∨ = {α∨a | a ∈ I} ⊂ h
tels que dim h = 2|I| − rang(C) et satisfaisant 〈α∨a , αb〉 = cab pour tout a, b.

ii) L’algèbre de Kac-Moody g est la C-algèbre de Lie engendrée par des éléments

{ea, fa | a ∈ I}, h ∈ h soumis aux relations suivantes :

[h, h′] = 0

[h, eb] = αb(h)eb

[h, fb] = −αb(h)fb

[ea, fb] = δabha

ad1−cab(ea)(eb) = 0

ad1−cab(fa)(fb) = 0

(5.1)

pour tout a, b ∈ I et h, h′ ∈ h.

Lorsque C est une matrice de Cartan usuelle, on retrouve la présentation de Serre

des algèbres de Lie simples complexes ; dans tous les autres cas, g est de dimension

infinie. Si C est associé à un diagrame de Dynkin affine de type X(1) (cf. Tableau

section 3.2.), g est isomorphe à l’algèbre affine ĝX ' gX ⊗ C[t, t−1]⊕ Cc.
La structure des algèbres de Kac-Moody possède beaucoup de points communs

avec celle des algèbres de Lie simples complexes. En particulier, g se décompose en

espaces radiciels pour l’action adjointe de h

g = h⊕
⊕
α∈∆

gα

où h =
⊕

a Cha, et où α parcourt le système de racines ∆ ⊂ h∗ de g.

Une représentation V de g est dite intégrable si, pour tout a ∈ I, les opérateurs ea
et fa sont localement nilpotents dans V . Les représentations de g qui sont intégrables

et de plus haut poids sont bien connues. Posons

P+ = {λ ∈ h∗ | 〈λ, α∨a 〉 ∈ N≥0 pour tout a ∈ I}.

Pour λ ∈ h∗, notons M(λ) = U(g)⊗U(b) Cλ le module de Verma de plus haut poids λ ;

soit L(λ) son unique quotient irréductible. Alors L(λ) est intégrable si et seulement

si λ ∈ P+, et toute représentation intégrable de plus haut poids se décompose comme
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une somme directe de modules L(λ). De plus, le caractère de L(λ) pour λ ∈ P+ est

donné par la formule de caractère de Weyl-Kac :

(5.2) ch(Lλ) =

∑
w∈W ε(w)ew·λ∏

α∈∆+(1− e−α)dim gα
,

où W est le groupe de Weyl de g et ∆+ est l’ensemble des racines positives. Il est

commode d’introduire les poids fondamentaux Λa ∈ P+, déterminés par les relations

〈Λa, α∨b 〉 = δab. Ceux-ci sont reliés aux racines simples par la matrice de Cartan :

αa =
∑
b cabΛb.

Enfin, on note g′ = [g, g] l’algèbre dérivée de g ; c’est la sous-algèbre engendrée par

les éléments ea, fa, et ha = [ea, fa] pour tout a ∈ I.

5.2. Algèbre de convolution en homologie

Pour X un espace topologique localement compact, on note Hi(X) = HBM
i (X) le

i-ième groupe d’homologie de Borel-Moore (i.e. l’homologie singulière des châınes lo-

calement finies) à coefficients rationnels. Rappelons que H•(X) possède les propriétés

suivantes :

– Si f : X → Y est une application continue propre, il existe une image directe

f∗ : H•(X)→ H•(Y ).

– SiX,Y sont des variétés algébriques complexes et si f : X → Y est un morphisme

lisse de dimension n, il existe une image inverse f∗ : H•(X)→ H•+2n(Y ).

– Si X et Y sont deux sous-variétés fermées d’une variété algébrique complexe M

de dimension n, il existe un produit d’intersection (dépendant de M)

∩ : Hi(X)⊗Hj(Y )→ Hi+j−2n(X ∩ Y ).

Enfin, citons une propriété essentielle qui distingue l’homologie de Borel-Moore de sa

singulière cousine :

– Si X est une variété algébrique complexe de dimension n, alors

Htop(X) := H2n(X) =
⊕
i

[Xi],

où X1, . . . , Xr sont les composantes irréductibles de X de dimension n, et où

[Xi] désigne la classe fondamentale de Xi.

Les propriétés de H•(X) énoncées ci-dessus permettent de définir, à la manière de

Ginzburg (cf. [7]), une structure d’algèbre associative sur

Htop(Z(w)) :=
⊕
v1,v2

Htop(Z(v1,v2,w));

pour v1,v2,v3,w des vecteurs de dimension, on considère le produit

M =M(v1,w)×M(v2,w)×M(v3,w)
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muni des projections pij :M→M(vi,w)×M(vj ,w) et on pose

∗ : Htop(Z(v1,v2,w))⊗Htop(Z(v2,v3,w))→ Htop(Z(v1,v3,w))

c⊗ c′ 7→ (p13)∗ (p∗12c ∩ p∗23c
′) .

5.3. Réalisation géométrique de U(g′)

Pour a ∈ I, considérons les éléments

Ea(w) =
∑
v1

[B+
a (v1,v1 + ea,w)],

Fa(w) =
∑
v1

(−1)r(v1,w)[B−a (v1 + ea,v1,w))],

où r(v1,w) := 1
2 (dimM(v1,w)− dimM(v1 + ea,w)). Enfin, désignons par

[∆(v,w)] la classe fondamentale de la diagonale de Z(v,v,w) dans Htop(Z(v,v,w)),

et posons pour a ∈ I
Ha =

∑
v

〈ea,w − C · v〉[∆(v,w)].

Noter que les éléments Ea, Fa, Ha appartiennent à la complétion“Htop(Z(w)) =
⊕
v∈ZI

( ∏
v1−v2=v

Htop(Z(v1,v2,w))

)
de Htop(Z(w)), mais que la structure d’algèbre sur Htop(Z(w)) se prolonge à“Htop(Z(w)).

Le résultat principal de [62] s’énonce comme suit :

Théorème 5.2 ([62], Thm. 9.4.). — Pour tout w ∈ NI , il existe un morphisme d’al-

gèbre

Φ : U(g′)→ “Htop(Z(w))

tel que Φ(ea) = Ea,Φ(fa) = Fa et Φ(ha) = Ha.

Preuve (esquisse). — Il faut vérifier que Ea, Fa, Ha satisfont aux relations de la pré-

sentation de Serre (5.1). Les trois première relations de (5.1) sont conséquences des

identités faciles

[∆(v,w)] ∗ [∆(v′,w)] = δv,v′ [∆(v,w)],

Ea ∗ [∆(v,w)] = [∆(v − ea,w)] ∗ Ea,

Fa ∗ [∆(v,w)] = [∆(v + ea,w)] ∗ Fa.
Les deux dernières relations de (5.1) proviennent du fait que l’action adjointe des

Ea et Fa est localement nilpotente (cf. [62], Lemma 9.3.). La principale difficulté

dans la démonstration du théorème réside dans le calcul de [Ea, Fa], qui requiert

une analyse fine des questions de transversalité pour certaines intersections dans les
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produits triplesM(v1,w)×M(v2,w)×M(v3,w) (cf. [62], Lemma 9.8 et Appendix).

5.4. Réalisation géométrique des représentations

Il est maintenant facile de construire des représentations de U(g′) : pour tout

x ∈ M0(w), l’algèbre Htop(Z(w)) opère, toujours par convolution, sur l’espace

Htop(M(w)x) :=
⊕

vHtop(M(v,w)x) où on a posé M(v,w)x := π−1(x) ⊂M(v,w).

Cette action s’étend à “Htop(Z(w)) et se relève donc en une action de U(g′).

Théorème 5.3 ([62], Thm. 10.2). — Soit x ∈ Mreg
0 (v0,w). En tant que U(g′)-

module, Htop(M(w)x) est isomorphe à L(λv0
) où λv0

:=
∑
a waΛa −

∑
a v0,aαa.

Preuve (esquisse). — Posons Mx =
⊕

vHtop(M(v,w)x). À l’aide d’un argument de

stabilité, on vérifie que l’action de Ea et Fa dans Mx est localement nilpotente pour

tout a ∈ I, et donc queMx est un U(g′)-module intégrable. De plus,M(v0,w)x = {pt}
par définition et M(v,w)x = ∅ pour v < v0, donc [M(v0,w)x] est un vecteur de

plus haut poids de Mx, de poids λv0
. Tout U(g′)-module intégrable de plus haut

poids λv0
étant isomorphe à L(λv0

), il ne reste plus qu’à voir que Mx est engendré

par [M(v0,w)x]. La démonstration de ce dernier point sera donnée dans la section

suivante.

En particulier, le nombre de composantes irréductibles de dimension maximale de

M(v,w)x peut se déduire de la formule de caractère (5.2). Notons que M(v,w)0

n’est rien d’autre que la sous-variété lagrangienne L(v,w) introduite au paragraphe

précédent, et on a ainsi ⊕
v

Htop(L(v,w)) ' L
Ç∑

a

waΛa

å
.

Notons aussi que Mreg
0 (v0,w) = ∅ si λv0 6∈ P+ (cf. [62]).

Remarque 5.4. — Les classes fondamentales des composantes irréductibles de

[M(v,w)x] fournissent une base du module Mx, et donc une base de L(λv0
). Cette

base s’apparente aux bases « canoniques » et « semi-canoniques » définies par Lusztig

dans [45], [51], mais le lien précis (s’il existe), entre toutes ces bases n’est pas encore

compris.

Concluons cette section par un résultat qui donne la structure exacte de l’algèbre

Htop(Z
reg(w)), et qui montre que le noyau de l’application Φ = Φw devient de plus

en plus petit à mesure que w grossit :
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É
pr

eu
ve

SM
F

28
av

ri
l 2

00
8
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Théorème 5.5 ([62], Thm. 10.15). — Il existe un isomorphisme d’algèbres

Htop(Z
reg(w)) '

⊕
v0

EndC(L(λv0))

où v0 parcourt l’ensemble des vecteurs pour lesquels Mreg
0 (v0,w) est non vide.

6. STRUCTURE DE CRISTAL DE KASHIWARA

6.1. Fibrations élémentaires

Un trait caractéristique et essentiel des variétés M(v,w), ou plutôt des fibres de

l’application de Hilbert-Chow π :M(v,w) →M0(v,w), est l’existence d’un « dévis-

sage » par des fibrations en grassmaniennes. Soit (v,w) un vecteur de dimension et

soit c ∈ I un sommet de Q. Considérons le fibré vectoriel tautologique de rang vc sur

M(v,w) défini par

V c = µ−1(0)s ×
Gv

Vc

(Gv opère librement sur µ−1(0)s). Considérons aussi le complexe de fibrés vectoriels

tautologiques

V c

∑
Bh+jc //

⊕
s(h)=c

V t(h) ⊕Wc

∑
ε(h)Bh+jc // V c .

Notons Q
c
(v,w) l’homologie du milieu du complexe ci-dessus (c’est un faisceau co-

hérent)

Q
c
(v,w) = Ker

Ñ ∑
t(h)=c

ε(h)Bh + ic

é
/Im

Ñ ∑
s(h)=c

Bh + jc

é
.

Par construction, Q
c
(v,w) se restreint en un fibré vectoriel sur chacune des sous-

variétés localement fermées

Mc;r(v,w) :=

(Bh, ia, ja) | codimVc

Ñ ∑
t(h)=c

Im Bh + Im ic

é
= r


de rang égal à

dim Ker

Ñ ∑
t(h)=c

ε(h)Bh + ic

é
− dim Vc = r − 2vc + wc +

∑
s(h)=c

vt(h)

= 〈ec,w − C · v〉+ r.

Bien sûr, si r + 〈ec,w − C · v〉 < 0, on a Mc;r(v,w) = ∅.

Soit p :Mc;r(v,w) →Mc;0(v − rec,w) l’application naturelle qui consiste à rem-

placer Vc par Im(
∑
t(h)=cBh + ic). D’après ce qui précède, Q

c
(v− rec,w) se restreint
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en un fibré vectoriel de rang 〈ec,w − C · v〉 + 2r sur Mc;0(v − rec,w). On a un

morphisme surjectif naturel de corang r de fibrés vectoriels sur Mc;r(v,w)

uc : p∗Q
c
(v − rec,w) � Q

c
(v,w).

Le résultat suivant, dont on peut tracer l’origine (sous une forme un peu différente)

aux travaux de Lusztig [46], est à la base de nombreux arguments par récurrence dans

la théorie des variétés carquois :

Proposition 6.1. — Si r < −〈ec,w − C · v〉, alors Mc;r(v,w) est vide. Sinon

l’application p :Mc;r(v,w) �Mc;0(v − rec,w) s’identifie à la fibration Grr Qc(v −
rec,w) en grassmanienne de r-plans dans Q

c
(v − rec,w).

Preuve (esquisse). — L’identification Mc;r(v,w) → Grr Qc(v − rec,w) est simple-

ment obtenue en associant à un point x deMc;r(v,w) le noyau de uc dans la fibre de

p∗Qc(v − rec,w) au point x. Inversement, un point de Grr Qc(v− rec,w) détermine,

via son graphe, une unique application injective
∑
s(h)=cBh + jc. On vérifie que le

point (Bh, ia, ja) de Ev,w correspondant est stable et que µ((Bh, ia, ja)) = 0.

6.2. Opérateurs ‹Ec, ‹Fc
On va maintenant utiliser les fibrations élémentaires introduites au dernier para-

graphe pour construire des applications entre les ensembles de composantes irréduc-

tibles de M(v,w) pour différentes valeurs de v.

Soit x ∈Mreg
0 (v0,w) ; notons, pour tout v ≥ v0, M(v,w)x = π−1(x) ⊂M(v,w).

Fixons v ; soit X une composante irréductible de M(v,w)x. Pour c ∈ I, posons

(6.1) εc(X) = MinXcodimVc

Ñ ∑
t(h)=c

Im Bh + Im ic

é
,

où (Bh, ia, ja)h,a parcourt X. Comme la fonction de gauche de (6.1) est semi-continue

inférieurement, l’égalité dans (6.1) est atteinte sur une partie ouverte non vide de X.

En d’autres termes, εc(X) est égal à l’unique entier r pour lequel X ∩Mc;r(v,w)

est un ouvert non vide de X. D’après la proposition 6.1, il existe une fibration en

grassmaniennes p : Mc;r(v,w) → Mc;0(v − rec,w). Il est facile de voir que π ◦
p = π. On en déduit que p(X ∩ Mc;r(v,w)) est une composante irréductible de

Mc;0(v − rec,w), et donc que p(X ∩Mc;r(v,w)) est une composante irréductible de

M(v−rec,w) (carMc;0(v−rec,w) est ouvert dansM(v−rec,w)). On peut résumer

ceci par le lemme suivant :

Lemme 6.2. — Lorsque r ≥ −〈ec,w − C · v〉, l’application X 7→ p(X ∩Mc;r(v,w))

induit une bijection Ψc
r entre l’ensemble des composantes irréductibles X deM(v,w)x
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pour lesquelles εc(X) = r et les composantes irréductibles X ′ de M(v− rec,w)x pour

lesquelles εc(X
′) = 0.

On peut maintenant définir des opérateurs‹Ec : X 7→

{
Ψc
r−1 ◦ (Ψc

r)
−1(X) si r := εc(X) > 0

∅ sinon‹Fc : X 7→

{
Ψc
r+1 ◦ (Ψc

r)
−1(X) si r := εc(X) > −〈ec,w − C · v〉

∅ sinon.

On a εc(‹Ec(X)) = εc(X)− 1 et εc(‹Fc(X)) = εc(X) + 1. De plus, ‹Fc(X) = X ′ si et

seulement si ‹Ec(X ′) = X.

On désignera encore par ‹Ec (resp. ‹Fc) l’endomorphisme de Htop(M(w)x) défini par

[X] 7→ [‹Ec(X)] (resp. [X] 7→ [‹Fc(X)]).

La propriété suivante montre que ‹Fc est une approximation « combinatoire » de Fc
(à un facteur de renormalisation près). Bien sûr, la même chose vaut pour ‹Ec.
Lemme 6.3. — i) En posant r = εc(X), on a

Fc · [X] ∈ ±(r + 1)‹Fc([X]) +
⊕

εc(X′)>r+1

C[X ′].

ii) Si εc(X) = r > 0, on a

Fc‹Ec[X] ∈ ±r[x] +
⊕

εc(X′)>r

C[X ′].

Preuve (esquisse). — Les démonstrations des deux énoncés étant similaires, nous

donnons juste la première. L’inclusion ouverte

i :Mc;≤r(v,w) :=
⋃
r′≤r
Mc;r(v,w) ↪→M(v,w)

induit un morphisme de restriction i∗ : Htop(M(v,w)x) → Htop(M(v,w)x ∩
Mc;≤r(v,w)), et il faut montrer que i∗(Fc([X])) = ±(r + 1)i∗(‹Fc([X])). Par défini-

tion, on a

Fc([X]) = (p1)∗
(
[B−c (v + ec,v,w)] ∩ [p−1

2 (X)]
)

où p1, p2 désignent les deux projections de M(v + ec,w) ×M(v,w). En utilisant la

proposition 6.1 et la définition de ‹Fc, on voit que la restriction de p1 à

p−1
1 (Mc;≤r+1(v + ec,w)) ∩

(
B−c (v + ec,v,w) ∩ p−1

2 (X)
)

est une fibration en Pr à support sur ‹Fc(X) ∩Mc;≤r+1(v + ec,w). La relation i)

s’ensuit (cf. [62], Lemma 10.1, pour le calcul explicite du signe).
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6.3. Cristaux de Kashiwara

Motivé par ses travaux sur les base cristallines des représentations des algèbres

enveloppantes quantiques, Kashiwara a introduit la notion remarquable de cristal

abstrait pour une algèbre de Kac-Moody g, et introduit plusieurs catégories intéres-

santes de cristaux (de plus haut poids, intégrables, extrémaux, etc.), qui sont autant

de pendants « combinatoires » aux catégories correspondantes de représentations de g.

Rappelons-en succinctement la définition. Le lecteur intéressé est invité à consulter

[27], [34] pour un traitement approfondi.

Définition 6.4. — Un g-cristal est la donnée d’un ensemble B muni d’applications

wt : B → P, εc : B → Z, ϕc : B → Z, (c ∈ I)

où P =
⊕

c ZΛc désigne le réseau des poids de g, et

ẽc : B → B t {0}, f̃c : B → B t {0}, (c ∈ I)

satisfaisant aux axiomes suivants :

i) ϕc(b) = εc(b) + 〈hc, wt(b)〉,

ii) Si b ∈ B et ẽc(b) ∈ B, alors wt(ẽc(b)) = wt(b) + αc, εc(ẽc(b)) = εc(b) − 1 et

ϕc(ẽc(b)) = ϕc(b) + 1,

iii) Si b ∈ B et f̃c(b) ∈ B, alors wt(f̃c(b)) = wt(b) − αc, εc(f̃c(b)) = εc(b) + 1 et

ϕc(f̃c(b)) = ϕc(b)− 1,

iv) Si b, b′ ∈ B, on a ẽc(b) = b′ si et seulement si f̃c(b
′) = b.

Un cristal est dit de plus haut poids si il est engendré (sous l’action des opérateurs

ẽc, f̃c) par des sommets b1, . . . , br satisfaisant ẽc(bi) = 0 pour tout i et tout c ∈ I.

On définit la notion de morphisme entre deux g-cristaux, et on peut considérer la

catégorie des g-cristaux de plus haut poids. On définit aussi la notion de produit

tensoriel de deux cristaux. Notons qu’il existe plusieurs cristaux non isomorphes (et

même intégrables en un sens évident) ayant le même plus haut poids. Néanmoins,

Joseph a montré le théorème d’unicité remarquable suivant : on dira qu’une famille

{B(λ) | λ ∈ P+} est close si elle est munie d’inclusions de cristaux iλ,µ : B(λ+ µ)→
B(λ)⊗B(µ).

Théorème 6.5 (Joseph, [29]). — Il existe une unique famille close {B(λ) |λ ∈ P+}
de g-cristaux.

Le cristal B(λ) peut se construire à partir d’une base cristalline pour la représen-

tation Lq(λ) de l’algèbre enveloppante quantique Uq(g). Il « code » une information

très fine sur L(λ) (bien plus fine, par exemple, que le simple caractère ch(L(λ)).

Nous en venons au résultat principal de cette section :
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É
pr

eu
ve

SM
F

28
av

ri
l 2

00
8
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Théorème 6.6 (Saito [72]). — Soit x ∈Mreg
0 (v0,w). L’ensemble

B :=
⊔

v≥v0

Irr(M(v,w)x)

des composantes irréductibles de M(v,w)x pour tout v, muni des applications

wt : X ∈ Irr(M(v,w)x) 7→
∑
c

wcΛc −
∑
c

vcαc, εc(X) = εc(X),

ϕc(X) = 〈ec,w − C · v〉 − εc(X) pour X ∈ Irr(M(v,w)x)

et ẽc(X) = ‹Ec(X), f̃c(X) = ‹Fc(X), est isomorphe au g-cristal B(λ).

Ce théorème remarquable donne un contenu géométrique à la notion de cristal. Un

résultat similaire donnant une réalisation géométrique du cristal B(∞), basé sur des

idées de Lusztig ([46]), avait été auparavant établi par Kashiwara-Saito [37].

Remarque. Il existe une autre réalisation géométrique des cristaux B(λ), due à Bra-

vermann et Gaitsgory en termes de la géométrie des cycles de Mirkovic-Vilonen dans

la grassmanienne affine (cf. [4], [54], [32]). Le lien unissant ces deux constructions

l’une à l’autre, ainsi qu’à la troisième réalisation du même cristal à l’aide de la théorie

des chemins de Littelmann [44] reste encore largement mystérieux. Pour couronner

le tout, Nakajima a découvert une quatrième ( !) réalisation des mêmes cristaux en

termes de modèle de monômes, motivée elle aussi (mais de manière quelque peu dif-

férente) par la géométrie des variétés de carquois (cf. [68], [36], [26]).

6.4. Quelques esquisses de démonstration

Pour finir cette section, illustrons l’utilité des fibrations élémentaires p :

Mc;r(v,w) → Mc;0(v − rec,w) en donnant les démonstrations des théorèmes 4.8 et

5.3.

Théorème 4.8. Commençons par montrer que dim(Z(v1,v2,w)) = 1
2 (dim(M(v1,w))+

dim(M(v2,w))). Il suffit de voir que la même chose est vraie pour l’ouvert

Zreg(v1,v2,w). Pour cela, on fixe x ∈ Mreg
0 (v0,w) et on va montrer par récur-

rence sur v que la fibre M(v,w)x := π−1(x) ⊂M(v,w) est pure de dimension

(6.2) dim(M(v,w)x) =
1

2
(dim(M(v,w))− dim(M(v0,w))).

Soit X une composante irréductible de M(v,w)x. Si v = v0, alors (6.2) est trivia-

lement vraie. Sinon, les points de X correspondent à des orbites contenant l’orbite

de x dans leur adhérence, et de v > v0 on déduit que εc(X) > 0 pour au moins un

c ∈ I (cf. [62], Prop. 7.2). Mais alors X ∩Mc;εc(X)(v,w) est une fibration en grass-

maniennes sur la composante irréductible X ′ = ‹Eεc(X)
c (X) de M(v − εc(X)ec,w)x.

Par hypothèse de récurrence, dim(X ′) est donnée par (6.2) ; un calcul direct permet

maintenant de vérifier que (6.2) est vraie aussi pour X.
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Enfin, pour montrer que Z(v1,v2,w) est lagrangienne, on observe que la restriction

de la forme symplectique ω à une composante irréductible X∩Mc;εc(X)(v,w) satisfait

ω(u, v) = ω(p∗u, p∗v) et on raisonne comme plus haut par récurrence.

Noter que la démonstration ci-dessus s’adapte aisément au cas (plus facile) de la

sous-variété L(v,w) (Théorème 4.5.).

Théorème 5.3 (suite et fin). – Il reste à voir que Mx est engendré par [M(v0,w)x].

Notons provisoirement M ′ le sous-module de Mx engendré par [M(v0,w)x]. Pour

toute composante irréductible Y de M(v,w)x et tout c ∈ I, on a εc(Y ) ≤ 〈ec,v −
v0〉. On va raisonner encore par récurrence. Soit X une composante irréductible de

M(v,w)x et supposons que [Y ] ∈ M ′ pour toute composante Y ⊂ M(v′,w)x avec

v′ < v ou v′ = v et εc(Y ) > εc(X) > 0. D’après le lemme 6.3. ii), on a

±εc(X)[X] ∈ Fc[‹Ec(X)] +
⊕

εc(Y )>εc(X)

C[Y ]

d’où on tire finalement [X] ∈M ′ comme voulu.

7. ALGÈBRE DE CONVOLUTION ET ALGÈBRE AFFINE

QUANTIQUE

Nous en arrivons à présent à la partie la plus difficile et la plus spectaculaire

du travail de Nakajima sur les variétés carquois : la construction des algèbres affines

quantiques et de leurs représentations de dimension finie dans la K-théorie des variétés

M(v,w) ([64]). Même si certains des résultats présentés ci-dessous (mais pas tous)

sont valables pour un carquois arbitraire, nous fixons pour simplifier une fois pour

toutes un carquois de type fini Q = (I,Ω).

7.1. Algèbres affines quantiques

Soit C = (cab)a,b∈I la matrice de Cartan associée, par (4.1), au carquois Q. Soit g

l’algèbre de Lie simple complexe correspondante (qui est donc de type A, D ou E).

Drinfeld et Jimbo ont défini, pour toute algèbre de Kac-Moody t, une algèbre

enveloppante quantique Uq(t), déformation de l’algèbre de Hopf U(t). On s’intéresse

ici à l’algèbre affine quantique (de niveau zéro) Uq(Lg) où Lg = g ⊗ C[t, t−1]. La

définition de Uq(Lg) dans la présentation dite « de Drinfeld » est la suivante :

Définition 7.1. — Uq(Lg) est la C(q)-algèbre engendrée par des éléments ea,r, fa,r
(a ∈ I, r ∈ Z), qh (h ∈ P ∗) et ha,m (a ∈ I,m ∈ Z\{0}), soumis aux relations sui-

vantes :

qhqh
′

= qh+h′ , [qh, ha,m] = 0, [ha,m, hb,n] = 0,
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qhea,rq
−h = q〈h,αa〉ea,r, qhfa,rq

−h = q−〈h,αa〉fa,r,

(z − q±cabw)ψsb(z)x
±
a (w) = (qcabz − w)x±a (w)ψsb(z), (s ∈ {+,−}),

[x+
a (z), x−b (w)] =

δab
q − q−1

{
δ(
w

z
)ψ+
a (w)− δ( z

w
)ψ−a (z)

}
,

(z − qcabw)x±a (z)x±b (w) = (qcabz − w)x±b (w)x±a (z),∑
σ

1−cab∑
k=0

(−1)k
ñ

1− cab
k

ô
q

x±a (zσ(1)) · · ·x±a (zσ(k))x
±
b (w)x±a (zσ(k+1)) · · ·x±a (zσ(r))

où, dans la dernière relation,

ñ
r

s

ô
q

est le coefficient q-binomial usuel et la somme porte

sur toutes les permutations σ dans le groupe symétrique S1−cab , et où on a utilisé les

fonctions génératrices suivantes :

δ(z) =
∞∑

r=−∞
zr, x+

a (z) =
∞∑

r=−∞
ea,rz

−r, x−a (z) =
∞∑

r=−∞
fa,rz

−r,

ψ±a (z) = q±haexp

(
±(q − q−1)

∞∑
m=1

hk,±mz
∓m

)
.

Il est important de pouvoir spécialiser le paramètre de déformation q en une valeur

ε ∈ C∗. Pour cela, on considère la sous-C[q, q−1]-algèbre UZ(Lg) de Uq(Lg) engendrée

par les puissances divisées

e(n)
a,r :=

ena,r
[n]q!

, f (n)
a,r :=

fna,r
[n]q!

,

pour a ∈ I, r ∈ Z et par les éléments qh pour h ∈ P ∗. C’est une forme entière de

Uq(Lg), i.e. on a Uq(Lg) = UZ(Lg) ⊗ C(q). Pour tout ε ∈ C∗, on peut maintenant

poser Uε(Lg) := UZ(Lg)⊗ C où C est un C[q, q−1]-module via q 7→ ε.

Notons U+
q (Lg) (resp. U−q (Lg), resp. U0

q (Lg)) la sous-algèbre engendrée par les ea,r
(resp. les fa,r, resp. les qh et ha,m). On a la décomposition triangulaire :

(7.1) Uq(Lg) = U−q (Lg)⊗ U0
q (Lg)⊗ U+

q (Lg).

Un Uq(Lg)-module M est dit de l-plus haut poids (Λ, (Ψ±a (z))a), avec Λ ∈ P ,

(Ψ±a (z))a ∈ C[[z∓]]I si il existe un vecteur v ∈ M tel que U+
q (Lg) · v = 0,

U−q (Lg) · v = M et

qh · v = q〈Λ,h〉v, ψ±a (z) · v = Ψ±a (z)v (a ∈ I, h ∈ P ∗).

En utilisant la décomposition (7.1), on montre par des arguments standard qu’il

existe, pour toute paire P = (Λ, (Ψ±a (z))a), un unique Uq(Lg)-module irréducible

L(P) de l-plus haut poids égal à P. Notons qu’une représentation de l-plus haut

poids, n’est pas en général de plus haut poids au sens classique des algèbres de Kac-

Moody.
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Il existe, comme pour les représentations des algèbres de Lie simples, un critère

pour déterminer lesquels des L(P) sont de dimension finie.

Théorème 7.2 (Drinfeld [11], Chari-Pressley [6]). — Soit P = (Λ, (Ψ±a (z))a) un

l-poids. Le module simple L(P) est de dimension finie si et seulement si Λ ∈ P+ et

il existe des polynômes Pa(u) ∈ C[u] (a ∈ I) satisfaisant Pa(u) = 1 et tels que

Ψ±a (z) = qdeg Pa
Å
Pa(q−1/z)

Pa(q/z)

ã±
,

où ( )± désigne le développement en série en z−1 et z respectivement. De plus, tout

Uq(Lg)-module simple de dimension finie est conjugué (par un automorphisme de

Uq(Lg)) à un unique L(P).

Les polynômes Pa(u) ci-dessus s’appellent les polynômes de Drinfeld de la représen-

tation L(P). Les représentations fondamentales L(Λa0
)s sont celles dont les polynômes

de Drinfeld sont de la forme

Pa(u) =

{
1 si a 6= a0

1− su si a = a0

pour un a0 ∈ I et un z ∈ C∗. Il y a une version identique du théorème ci-dessus pour

l’algèbre Uε(Lg).

Il existe de nombreuses conjectures concernant les caractères des représentations

L(P), le plus souvent inspirées par des problèmes de physique statistique ([22], [42],

[39]...). De fait, l’algèbre affine quantique Uq(Lg) joue un rôle prépondérant dans de

nombreux domaines de la physique (comme aussi la théorie conforme des champs,...).

La théorie des représentations de dimension finie de Uq(Lg) est particulièrement riche

(encore plus si q est spécialisé à une racine de l’unité), et distincte de la théorie des

représentations de dimension finie de l’algèbre non déformée U(Lg). Elle concentre,

depuis une quinzaine d’années, de nombreuses recherches (cf. [39], [6], [35], [25],

[14],...).

7.2. Algèbre de convolution en K-théorie équivariante

Soit X une variété algébrique complexe quasi-projective sur laquelle opère un

groupe réductif G. On note KG(X) le groupe de Grothendieck de la catégorie des

faisceaux cohérents G-équivariants sur X. Si X = {pt}, on a KG(X) = R(G) l’anneau

des représentations de G. En général, KG(X) est naturellement un R(G)-module.

Les groupes KG(X) jouissent des propriétés de fonctorialité suivantes :

– Si X est une G-variété lisse, et si X ′ ⊂ X est une sous-variété fermée, alors le

groupe de Grothendieck KG(X : X ′) des G-faisceaux cohérents sur X à support

dans X ′ est isomorphe à KG(X ′).
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– Si f : X → Y est un morphisme propre G-équivariant, il existe une image directe

f∗ : KG(X)→ KG(Y ).

– Si f̃ : X → Y est un morphisme lisse G-équivariant entre deux G-variétés lisses,

si X ′ et Y ′ sont des sous-variétés fermées de X et Y (éventuellement singulières)

et f : X ′ → Y ′ une application telle que le diagramme

X
f̃ // Y

X ′
f //

OO

Y ′

OO

soit cartésien, alors il existe une image inverse

f̃∗ : KG(Y )→ KG(X)

qui se restreint en

f∗ : KG(X ′) ' KG(X : X ′)→ KG(Y : Y ′) ' KG(Y ′).

Appliquons ces propriétés à la situation présente des variétés carquois. Pour v,w ∈
NI , l’action du groupeGw sur Ev,w induit une action deGw surM(v,w) etM0(v,w).

On définit une action de C∗ sur M(v,w) et M0(v,w) (différente de (4.2)) par la

formule suivante :

z · (Bh, ia, ja)h,a = (zBh, zia, zja)h,a.

L’action de Gw × C∗ sur M(v,w) s’étend de façon évidente à Z(v1,v2,w). Posons

KGw×C∗(Z(w)) =
∏

v1,v2

KGw×C∗(Z(v1,v2,w)).

On munit cet espace du produit associatif

KGw×C∗(Z(v1,v2,w))⊗KGw×C∗(Z(v2,v3,w))→ KGw×C∗(Z(v1,v3,w))

[F ]⊗ [G] 7→ (p13)∗

Å
p∗12([F ])

L
⊗ p∗23([G])

ã
où le produit tensoriel est pris dans le produit tripleM(v1,w)×M(v2,w)×M(v3,w).

Noter que

p13 ((Z(v1,v2,w)×M(v3, w)) ∩ (M(v1,w)× Z(v2,v3,w))) = Z(v1,v3,w)

et que la définition ci-dessus a donc bien un sens. La projection Gw×C∗ → C∗ induit

une inclusion R(C∗) ↪→ R(Gw×C∗). On identifie l’anneau R(C∗) à C[q, q−1] en notant

qn la classe du caractère Ln : z 7→ zn. De cette manière, KGw×C∗(Z(w)) est muni

d’une structure de C[q, q−1]-module.
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7.3. Réalisation géométrique de Uq(Lg)

Dans [64], Nakajima a construit un morphisme d’algèbre

Ψ : Uq(Lg)→ KGw×C∗(Z(w))⊗C[q,q−1] C(q).

De manière imprécise, Ψ envoie les générateurs qh, ha,m de la partie « Cartan »
de Uq(Lg) sur les classes de faisceaux structuraux des diagonales ∆(M(v,w)) ⊂
Z(v,v,w) ; les générateurs ec,r et fc,r sont envoyés sur les classes de certains fibrés

en droite tautologiques sur les correspondances de Hecke B±a (v∓ ec,v,w). Avant de

pouvoir être plus précis, il nous faut introduire quelques notations supplémentaires.

Si E est un fibré vectoriel et u une variable formelle, on pose

[ΛuE] =

rang(E)∑
i=0

ui[ΛiE].

Pour tout v,w et c ∈ I, le complexe tautologique

C•c(v,w) : L−2 ⊗ V c

∑
Bh+jc // L−1 ⊗

Ç ⊕
s(h)=c

V t(h) ⊕Wc

å ∑
ε(h)Bh+ic // V c

est Gw × C∗-équivariant. Dans le complexe ci-dessus, posons

C′
•
c(v,w) = Coker (

∑
Bh + jc), C′′

•
c(v,w) = V c[−1]

de sorte que, dans KGw×C∗(M(v,w)), on ait C•c(v,w) = C′
•
c(v,w) + C′′

•
c(v,w). On

définit les matrices C± = (c±ab)a,b∈I par

c+ab = δab − ρab, c−ab = δab − ρba.

Enfin, il existe sur B+
c (v1,v2,w) un fibré en droites tautologique V 2,c/V 1,c, et sur

B−c (v1,v2,w) un fibré en droites tautologique V 1,c/V 2,c.

On peut à présent définir les images de qh, hc,m, ec,r et fc,r via les formules sui-

vantes :

qh 7→
∑
v

q〈h,w−C·v〉[O∆(v,w)],

ψ±c (z) 7→
∑
v

qrang(C
•
c(v,w))∆∗

Ç
Λ−1/qzC

•
c(v,w)

Λ−q/zC•c(v,w)

å±
,

où ∆ :M(v,w)→M(v,w)×M(v,w) est la diagonale,

ec,r 7→
∑
v2

(−1)〈ec,C
−·v2〉

î
(q−1V 2,c/V 1,c)

⊗r−〈ec,v2〉 ⊗ det C′
•
c(v2,w)∗

ó
,

fc,r 7→
∑
v2

(−1)〈ec,w−C
+·v2〉

î
(q−1V 1,c/V 2,c)

⊗r+〈ec,w−v2−C·v2〉 ⊗ det C′′
•
c(v2,w)∗

ó
,

qui sont des faisceaux supportés sur B±c (v2 ∓ ec,v2,w).

ASTÉRISQUE



É
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Théorème 7.3 ([64], Thm. 9.4.1.). — Les formules ci-dessus définissent un mor-

phisme d’algèbre

Ψ : Uq(Lg)→ KGw×C∗(Z(w))⊗C[q,q−1] C(q).

La démonstration (difficile) de ce théorème nécessite une analyse fine et très précise

de la géométrie des correspondances de Hecke et de leur produit de convolution.

Un résultat similaire, donnant une réalisation des algèbres affines quantiques, mais

uniquement en type A, dans la K-théorie des variétés de Steinberg généralisées de

GL(n), avait été démontré auparavant par Ginzburg et Vasserot [18], [81]. Notons

que Ψ n’est ni injectif, ni surjectif en général.

Par abus de notations, on écrira KGw×C∗(Z(w)) pour l’image de KGw×C∗(Z(w))

dans KGw×C∗(Z(w)) ⊗ C(q) – en d’autres termes, on ignorera, pour simplifier, les

questions liées à la torsion dans les groupes de K-théorie. Avec cette convention, on a

Théorème 7.4 ([64], Thm. 12.2.1). — Le morphisme Ψ se restreint en un mor-

phisme

UZ(Lg)→ KGw×C∗(Z(w)).

7.4. Réalisation de Uε(Lg)-modules de dimension finie

Intéressons-nous maintenant aux Uq(Lg)-modules. Bien sûr, dans un Uq(Lg)-

module irréductible de dimension finie, le centre opère par un caractère. Dans la

réalisation K-théorique, ce centre est facile à déterminer : l’application

ρ 7→ ρ ·
∑
v

[O∆(Z(v,w))]

définit un morphisme R(Gw×C∗) ↪→Z(KGw×C∗(Z(w))). Un caractère χ :R(Gw×C∗)
→ C est donné par l’évaluation sur un élément semi-simple a = (s, ε) de Gw × C∗.
Pour un tel a, on notera χa le caractère correspondant, et Ca le R(Gw ×C∗)-module

de dimension un associé. Enfin, soit A = {an | n ∈ Z} le sous-groupe abélien fermé de

Gw × C∗ engendré par a. Géométriquement, la spécialisation de KGw×C∗(Z(w)) au

caractère central χa peut se faire en deux étapes :

KGw×C∗(Z(w))→ KA(Z(w))→ KA(Z(w))⊗R(A) Ca.

Choisissons maintenant un point x ∈Mreg
0 (v0,w) fixe sous l’action de A. On pose

KA(M(w)x) =
⊕
v

KA(M(v,w)x), Mx,a = KA(M(w)x)⊗R(A) Ca.

L’algèbre de convolution KA(Z(w)) opère sur KA(M(w)x), l’algèbre KA(Z(w))⊗Ca
opère sur Mx,a et on en tire, via Ψ, une action de UZ(Lg) sur Mx,a. Comme l’élément

central q opère dans Mx,a par ε, cette dernière action se factorise par Uε(Lg). Le
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module Mx,a est appelé module standard. Enfin,M(v,w)x n’étant non vide que pour

un nombre fini de valeurs de v, Mx,a est un Uε(Lg)-module de dimension finie.

Théorème 7.5 ([64], Prop.13.3.1). — Mx,a est un Uε(Lg)-module de plus haut poids

égal à Px,a := (λv0 , (Ψ
±
a (z))a) où

λv0
=
∑
a

waΛa −
∑
a

vaαa,

Ψ±a (z) = ε〈ea,λv0
〉
Å
Pa(ε−1/z)

Pa(ε/z)

ã±
avec Pa(u) = χa(Λ−uC

•
a|{x}).

Le vecteur de plus haut poids de Mx,a est simplement [OM(v0,w)x ] = [O{pt}].
Comme corollaire immédiat, on voit que Mx,a admet le module simple L(Px,a) comme

(unique) quotient simple. On vérifie aussi que toute collection de polynômes de Drin-

feld peut s’obtenir comme Px,a pour un certain choix de x, a (on peut même prendre

x = 0). L’analogie avec les modules de Verma n’aura certainement pas échappé au

lecteur avisé.

Faisant suite à [64], Varagnolo et Vasserot ont décrit précisément les modules

standard, lorsque ε n’est pas une racine de l’unité. De telles représentations sont

égales à des produits tensoriels de Uε(Lg)-modules fondamentaux

Mx,a = L(Λi1)s1 ⊗ · · · ⊗ L(Λin)sn

(les valeurs de ij , sj se déduisent de a et x par des formules explicites). Nous renvoyons

le lecteur à [78] pour un énoncé précis. En particulier, ceci détermine le caractère de

Mx,a.

Les modules Mx,a ne sont pas tous distincts. Notons ρz ⊂ Gv le stabilisateur de la

Gv-orbite associé à un point z ∈M0(v,w) (ρz est défini à conjugaison près). L’espace

M0(v,w) entier se stratifie suivant ce stabilisateur

(7.2) M0(v,w) =
⋃
ρ

M0(v,w)(ρ).

Par exemple, M0(v,w)(1) = Mreg
0 (v,w) par définition. Les applications π :

M(v,w) → M0(v,w) sont topologiquement stratifiées par rapport à (7.2) (i.e.

la fibration est localement triviale le long de chaque strate). Ceci implique que Mx,a

et My,a sont isomorphes si x, y appartiennent à la même strate (c’est en fait une

condition nécessaire et suffisante, cf. [64], Thm. 14.3.2.).
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7.5. Polynômes de Nakajima et formules de multiplicités

Les variétés Z(w) permettent de construire les modules standard de Uε(Lg). Qu’en

est-il des Uε(Lg)-modules simples ? Comme on l’a vu au paragraphe précédent, tout

module simple L(P) peut s’obtenir comme quotient irréductible d’un certain mo-

dule standard Mx,a. On se trouve donc face au problème de calculer les multiplicités

[Mx,a : L(P)]. La construction K-théorique de Uε(Lg) permet justement de calculer

ces multiplicités, via un yoga géométrique dû à Ginzburg [7], Chap.8 (voir aussi [38])

dont nous énonçons les grandes lignes.

On fixe le couple x, a une fois pour toutes. On commence par se ramener à des

algèbres de convolution en homologie (de Borel-Moore) via un caractère de Chern, de

la façon suivante. La première étape est une localisation aux points fixes en K-théorie ;

le théorème de concentration de Thomason fournit un isomorphisme

i∗ : KA(Z(w))a
∼→ KA(Z(w)A)a

où ( )a désigne la localisation par rapport à χ−1
a (0) dans R(A). On en déduit un

isomorphisme

i∗ : KA(Z(w))⊗ Ca
∼→ KA(Z(w)A)⊗ Ca.

Comme A opère trivialement sur Z(w)A, on a KA(Z(w)A) ' K(Z(w)A)⊗R(A) d’où

on tire l’identification

ev : KA(Z(w)A)⊗ Ca
∼→ K(Z(w)A)⊗ C.

Enfin, on considère l’application de Riemann-Roch

RR = (1 � TdM(w)A) ∪ ch : K(Z(w)A)⊗ C→ H•(Z(w)A,C)

où Td désigne la classe de Todd et où ch est le caractère de Chern (cf. [7], Chap. 5.11).

L’application RR est un morphisme d’algèbres de convolution (cf. [7], Thm. 5.11.11).

La composition de toutes ces applications fournit finalement un morphisme d’algèbre

Uε(Lg)→ H•(Z(w)A,C).

Il existe une suite similaire d’applications

Mx,a := KA(M(w)x)⊗ Ca
∼→ KA(M(w)Ax )⊗ Ca

∼→ K(M(w)Ax )⊗ C ch→ H•(M(w)Ax ,C).

Dans ce cas, l’application ch est un isomorphisme (ceci est loin d’être évident, voir

[64], Section 7). Finalement, comme le caractère de Chern commute à la convolution,

on a le diagramme commutatif suivant :

Uε(Lg) //

��

End(Mx,a)

H•(Z(w)A,C) // End(H•(M(w)Ax ,C)).
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On est maintenant amené à étudier la décomposition en facteurs simples du

H•(Z(w)A,C)-module H•(M(w)Ax ,C). On utilise là encore un résultat général de

Ginzburg ([7], Thm. 8.6.7) qui fournit un isomorphisme d’algèbres (non graduées)

H•(Z(w)A,C) ' Ext•Db(M0(w)A)(π!CM0(w)A , π!CM0(w)A).

Le théorème de décomposition de Beilinson-Bernstein-Deligne nous permet d’écrire

(7.3) π!CM0(w)A =
⊕
φ,k

Lφ,k ⊗ Pφ[k],

pour un certain ensemble {Pφ} de faisceaux pervers simples sur M0(w). On a donc,

en posant Lφ =
⊕

k Lφ,k

(7.4) H•(Z(w)A,C) =
⊕
k,φ,ϕ

Hom(Lφ, Lϕ)⊗ Extk(Pφ, Pϕ).

Comme on a supposé les Pφ pervers et simples, on a Ext<0(Pφ, Pϕ) = 0 et

Ext0(Pφ, Pϕ) = Cδφ,ϕ . Ainsi (7.4) se simplifie

H•(Z(w)A,C) =
⊕
φ

End(Lφ)⊕
⊕

k>0,φ,ϕ

Hom(Lφ, Lϕ)⊗ Extk(Pφ, Pϕ).

Comme Extk(Pφ, Pϕ) · Extl(Pϕ, Pτ ) ⊂ Extk+l(Pφ, Pτ ), le radical de H•(Z(w)A,C)

est égal à
⊕

k>0,φ,ϕ Hom(Lφ, Lϕ) ⊗ Extk(Pφ, Pϕ), et il s’ensuit que {Lφ}φ est une

collection complète de modules simples pour H•(Z(w)A,C).

Notons i : {x} →M0(w) l’inclusion. En appliquant le foncteur H•(i!−) à (7.3) on

obtient

H•(i!π!CM(w)A) = H•(M(w)Ax ,C) '
⊕
φ,k

Lφ ⊗Hk
|x(Pφ).

Cette égalité d’espaces vectoriels reste valable dans le groupe de Grothendieck des

H•(Z(w)A,C)-modules ([7], Section 8.6).

Le théorème suivant de Nakajima apporte la dernière pierre à l’édifice :

Théorème 7.6 ([64], Thm. 14.3.2). — Supposons que ε ne soit pas une racine de

l’unité. Alors

i) Les faisceaux pervers simples Pφ apparaissant dans π!CM(w)A sont exactement

les complexes de cohomologie d’intersection IC(S,C) où S parcourt l’ensemble

des strates Mreg
0 (w)A(ρ) de M0(w)A.

ii) Pour Pφ = IC(S,C), on a Lφ = L(Px,a) pour tout x ∈ S. En particulier, le

H•(Z(w)A,C)-module simple Lφ reste simple en tant que Uε(Lg)-module.

Les polynômes de Drinfeld Px,a associés à un point x deM0(w)A sont définis dans

le théorème 7.5.

Comme corollaire immédiat, on a
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Corollaire 7.7. — Supposons que ε ne soit pas une racine de l’unité. Alors

(7.5) [Mx,a : L(Py,a)] =
∑
k

dim Hk
|x(IC(Sy,C))

où Sy ⊂M0(w)A est la strate contenant y.

Ce résultat est bien sûr à mettre en parallèle avec ceux obtenus par Ginzburg et

Kazhdan-Lusztig pour les algèbres de Hecke affines [16], [38]. Les « polynômes de

Nakajima »
∑
k dim Hk

|x(IC(Sy,C))tk apparaissant dans (7.5) s’apparentent aux po-

lynômes de Kazhdan-Lusztig. Il existe, comme pour ces derniers, un algorithme de

calcul ([69]) et donc un algorithme permettant de déterminer les caractères de tous les

Uε(Lg)-modules simples (toujours lorsque ε n’est pas une racine de l’unité). On trou-

vera dans [24] une extension, purement algébrique, de la construction des polynômes

de Nakajima au cas général (g non simplement lacé). Enfin, notons que Varagnolo a

obtenu, en remplaçant dans les constructions ci-dessus la K-théorie équivariante par la

cohomologie équivariante, une approche géométrique à la théorie des représentations

des Yangiens [76].

8. DÉVELOPPEMENTS

Dans cette ultime section, nous mentionnons (trop) brièvement quelques autres

aspects des variétés carquois de Nakajima, ainsi que quelques développements plus

récents.

8.1. Structure hyperkählérienne.— Les variétés carquois M(v,w) s’inscrivent natu-

rellement dans une famille hyperkählérienne de variétés complexes Mξ(v,w) pour

ξ ∈ RI ⊕ CI , obtenues par réduction hyperkählérienne de l’action de Uv =
∏
i U(vi)

sur l’espace Ev,w où les espaces V,W sont maintenant munis d’une structure hermi-

tienne. Les variétés Mξ(v,w) sont lisses pour des valeurs génériques de ξ. Ce point

de vue est essentiel dans les démonstrations de plusieurs propriétés fines des variétés

M(v,w). Lorsque le carquois est de type affine, les variétés Mξ(v,w) ont, comme

M(v,w), des interprétations en géométrie (espaces de connexions anti-autoduales sur

les espaces ALE [41], [1]), ou en géométrie non commutative (espaces de modules de

faisceaux cohérents sur des plans projectifs non commutatifs [2], [15]).

8.2. Foncteurs de réflexion et représentation du groupe de Weyl.— En s’inspirant des

foncteurs de réflexion de Bernstein-Gelfand-Ponomarev dans la théorie des représen-

tations des carquois, Nakajima a construit dans [67] pour des valeurs génériques du

paramètre ξ des isométries hyperkählériennes

(8.1) Sc :Mξ(v,w)
∼→MSc·ξ(Sc ? v,w) (c ∈ I),
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É
pr

eu
ve

SM
F

28
av

ri
l 2

00
8

338 Olivier SCHIFFMANN

où Sc ? v est défini afin que sc · (
∑
waΛa −

∑
vaαa) =

∑
waΛa −

∑
(Sa ? v)aαa,

et où sa est la réflexion simple du groupe de Weyl W du carquois Q. Il a de plus

montré que ces isométries engendrent une action de W sur l’ensemble des variétés

carquois Mξ(v,w) (noter que cette action transforme le paramètre ξ correspondant

à la structure hyperkählérienne). En conséquence, on obtient par monodromie dans

l’espace des paramètres génériques ξ une représentation de W à valeur dans l’ho-

mologie H•(M(v,w)) lorsque
∑
waΛa −

∑
vaαa = 0 (pour n’importe quelle valeur

générique de ξ). C’est un analogue de la construction des représentations de Springer

des groupes de Weyl due à Slodowy [74]. Une version équivalente des transformations

(8.1) a été donnée par Lusztig [49], voir aussi [10]. Le lecteur trouvera dans [15] une

interprétation de (8.1) en termes d’équivalence de catégories dérivées.

8.3. Nombres de Betti des variété carquois.— Les résultats de la section 5 donnent

les dimensions des espaces Htop(L(v,w)) = Hmid(M(v,w)) pour tout carquois Q et

tous vecteurs v,w. Nakajima a donné dans [69] un algorithme récursif (basé sur la

réduction aux points fixes sous l’action d’un tore) pour calculer les nombres de Betti

de M(v,w) et M(v,w)A. Cet algorithme fait simultanément intervenir les variétés

carquois pour beaucoup de carquois différents et est difficile à mettre en pratique.

Tamasz Hausel a récemment obtenu une formule pour les nombres de Betti des

M(v,w), basée sur un comptage de points sur les corps finis et sur le fait que la

structure de Hodge mixte est pure. Ceci fournit, dans le cas d’un carquois arbitraire,

une formule close (mais assez complexe) pour le polynôme de Poincaré des variétés

M(v,w) ([23]). On trouvera dans [57] un résultat similaire obtenu par une autre

approche, purement algébrique. Pour un carquois de type fini, Lusztig a aussi donné

une expression conjecturale des nombres de Betti de L(v,w) (cf. [48]), inspirée des

formules « fermioniques » de la théorie des représentations des algèbres affines quan-

tiques. Un résultat proche de cette conjecture a été récemment démontré (pour un

carquois arbitraire) par Mozgovoy [56].

La structure d’algèbre (donnée par le cup produit) sur H•(M(v,w) est, quant à elle,

encore largement méconnue.

8.4. Produit tensoriel.— Nakajima [66], Malkin [53] et Varagnolo-Vasserot [80]

ont (simultanément ( !)) défini une sous-variété lagrangienne L(w1,w2, . . . ,wr) de

M(
∑
i wi) contenant L(

∑
i wi) et satisfaisant

Htop(L(w1,w2, . . . ,wr)) ' L(λw1
)⊗ · · · ⊗ L(Λwr ),

où on a posé Λw =
∑
a waΛa. La même chose reste vraie au niveau des cristaux de

Kashiwara et, lorsque Q est de type fini, on a aussi un résultat similaire pour les

groupes de K-théorie. Une conséquence intéressante de ces constructions est l’exis-

tence d’une « variété de multiplicités », dont l’homologie est donnée par les coefficients

de Littlewood-Richardson généralisés (voir [53]).
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8.5. Bases canoniques en K-théorie.— On suppose ici le carquois Q de type fini. Lusz-

tig [50] a conjecturé, et Varagnolo-Vasserot [79] ont démontré, l’existence de certaines

bases « canoniques » dans les groupes deK-théorieKTw×C∗(L(w)) etKTw×C∗(M(w)).

Ces bases sont déterminées par une propriété métrique et une propriété d’invariance

par rapport à une certaine involution, propriétés semblables à celles qui caractérisent

les (traces des) faisceaux pervers parmi les faisceaux constructibles.

La motivation principale provient ici de l’analogie avec le cas des algèbres de Hecke

affines : Lusztig a défini dans les groupes KT×C∗(B) et KT×C∗(T ∗B) des bases ca-

noniques dont les coefficients matriciaux (les « polynômes de Kazhdan-Lusztig pério-

diques ») jouent un rôle crucial dans la théorie des représentations des algèbres de

Lie réductives sur un corps algébriquement clos de caractéristique positive (voir [47],

[3]).

8.6. Analogue global des variétés de carquois.— Les catégories Repk Q sont des

exemples de catégories abéliennes de dimension homologique égale à un. Une autre

grande classe de telles catégories est fournie par les catégories Cohpar(X) de fais-

ceaux cohérents (éventuellement paraboliques) sur une courbe projective lisse X. Un

analogue naturel, dans ce cadre global, des variétés M(v,w) est l’espace des mo-

dules des fibrés de Higgs paraboliques HiggsX ; l’analogue correspondant du mor-

phisme π :M(v,w)→M0(v,w) est donné par la fibration de Hitchin µ : HiggsX →⊕
iH

0(K⊗i(−i ·D)). En particulier, la variété lagrangienne L(v,w) = π−1(0) est à

relier au cône global nilpotent Λ = µ−1(0). Les constructions géométriques des sec-

tions 5, 6 et 7 n’ont, pour l’instant, pas d’analogue global, bien que [33], [73] suggèrent

(au moins pour X = P1) un lien avec des algèbres de lacets d’algèbres de Kac-Moody.
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arXiv:math.QA/0005010, 2000.

[49] , Quiver varieties and Weyl group actions, Ann. Inst. Fourier (Grenoble)

50 (2000), p. 461–489.

[50] , Remarks on quiver varieties, Duke Math. J. 105 (2000), p. 239–265.

[51] , Semicanonical bases arising from enveloping algebras, Adv. Math. 151

(2000), p. 129–139.

[52] A. Maffei – Quiver varieties of type A, Comment. Math. Helv. 80 (2005), p. 1–

27.

[53] A. Malkin – Tensor product varieties and crystals : the ADE case, Duke Math.

J. 116 (2003), p. 477–524.
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Moody algebras, prépublication arXiv:math.RT/0609349, 2006.

[58] D. Mumford, J. Fogarty & F. Kirwan – Geometric invariant theory, third

éd., Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, 2. Folge, vol. 34, Sprin-

ger, 1994.

[59] H. Nakajima – A geometric construction of algebras, Lectures at the University

of Hong Kong http://www.math.kyoto-u.ac.jp/~nakajima/bibli.html.

[60] , Instantons on ALE spaces, quiver varieties, and Kac-Moody algebras,

Duke Math. J. 76 (1994), p. 365–416.

[61] , Heisenberg algebra and Hilbert schemes of points on projective surfaces,

Ann. of Math. (2) 145 (1997), p. 379–388.

[62] , Quiver varieties and Kac-Moody algebras, Duke Math. J. 91 (1998),

p. 515–560.

[63] , Lectures on Hilbert schemes of points on surfaces, University Lecture

Series, vol. 18, American Mathematical Society, 1999.

[64] , Quiver varieties and finite-dimensional representations of quantum affine

algebras, J. Amer. Math. Soc. 14 (2001), p. 145–238.

[65] , Quiver varieties and McKay correspondence, Lectures at Hokkaido Uni-

versity http://www.math.kyoto-u.ac.jp/~nakajima/bibli.html, 2001.

[66] , Quiver varieties and tensor products, Invent. Math. 146 (2001), p. 399–

449.

[67] , Reflection functors for quiver varieties and Weyl group actions, Math.

Ann. 327 (2003), p. 671–721.

[68] , t-analogs of q-characters of quantum affine algebras of type An, Dn,

in Combinatorial and geometric representation theory (Seoul, 2001), Contemp.

Math., vol. 325, Amer. Math. Soc., 2003, p. 141–160.

[69] , Quiver varieties and t-analogs of q-characters of quantum affine algebras,

Ann. of Math. (2) 160 (2004), p. 1057–1097.

[70] C. Okonek, M. Schneider & H. Spindler – Vector bundles on complex pro-

jective spaces, Progress in Mathematics, vol. 3, Birkhäuser Boston, 1980.
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[77] M. Varagnolo & É. Vasserot – On the K-theory of the cyclic quiver variety,

Internat. Math. Res. Notices (1999), p. 1005–1028.

[78] , Standard modules of quantum affine algebras, Duke Math. J. 111 (2002),

p. 509–533.

[79] , Canonical bases and quiver varieties, Represent. Theory 7 (2003), p. 227–

258.

[80] , Perverse sheaves and quantum Grothendieck rings, in Studies in memory

of Issai Schur (Chevaleret/Rehovot, 2000), Progr. Math., vol. 210, Birkhäuser
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