Mathematik in deutschen Schulen

— im Lichte eines Memorandums
aus dem Jahre 1962

CHRISTIAN SIEBENEICHER

Anldfilich der Reformbemiihungen Anfang der sechziger Jahre, die das Ziel hat-
ten, den Mathematikunterricht an amerikanischen ‘High Schools’ zu verbessern,
haben vor ziemlich genau vierzig Jahren prominente amerikanische Mathemati-
ker im Friihjahr 1962 ein Memorandum verdffentlicht mit dem Ziel, ihre Beden-
ken gegen gewisse Bestrebungen der Reformer in der Offenlichkeit bekannt zu
machen — ohne Erfolg, wie wir heute wissen. Meinem Beitrag folgt eine deut-
sche Ubersetzung dieses Memorandums, die, ebenfalls 1962, in der Zeitschrift
‘Der mathematische und naturwissenschaftliche Unterricht ” erschien'. Auch die-
se Verdffentlichung des Memorandums blieb bekanntlich ohne Auswirkung auf
die in den Sechzigern begonnene Neugestaltung des Mathematik—Unterrichtes an
Deutschlands Schulen.

Nach TIMSS und PISA ist eine Diskussion iiber den Mathematikunterricht in Gang gekom-
men. Vielleicht konnte dieses Memorandum ja heute, vierzig Jahre nach seiner Veroffentli-
chung, einen niitzlichen Dienst leisten: Die damaligen Fragen an den Mathematikunterricht
sind ja gar nicht so verschieden von denen, die sich heute stellen. Wenn beispielsweise > Die
grofle Mehrheit der Befragten (Schiiler) Aussagen zustimmt, wie: ,Mathematik ist Behal-
ten und Anwenden von Definitionen, Formeln, mathematischen Fakten und Verfahren® oder
~Mathematik betreiben heif$t: allgemeine Gesetze und Verfahren auf spezielle Aufgaben an-
wenden. “<?, und wenn vor diesem Hintergrund PISA in einer Studie befindet, >...ist die
mathematische Grundbildung der 15-Jihrigen in Deutschland wenig befriedigend<3, dann
geht es um Probleme, die den Kern des Mathematikunterrichtes treffen.

Auf die Frage, wie es denn zu dieser Situation kommen konnte, gibt es eine Vielzahl von
Antworten und aus diesen resultierende Verbesserungsvorschliage. In der 6ffentlichen Diskus-
sion kommen hauptséchlich pddagogische und psychologische Gesichtspunkte zur Sprache.
Von der Schulmathematik selbst, also dem, was im Mathematikunterricht unterrichtet wird,
ist meistens nicht die Rede. Warum eigentlich nicht? Haben die Mathematiker dazu nichts
zu sagen?

Nachdem es in den DMV—-Mitteilungen 2/2001 ‘ Vorschlige zur Ausbildung von Mathema-
tiklehrerinnen und —lehrern fir das Lehramt an Gymnasien in Deutschland’ gab, wéire es an
der Zeit, auch zur Schulmathematik etwas zu sagen; eine Neuauflage des Memorandums von
1962 konnte eine offensichtliche Liicke ausfiillen. Hierzu miifiten allerdings > Mathematiker,
die ihr Fach kennen<*, bereit sein, sich die ‘banal’ erscheinenden Schulmathematik einmal
genau anzusehen.
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Man konnte diese als eine Sammlung bekannter Trivialitédten schnell beiseite tun, aber so
konnte man auch mit Hilbert’s Grundlagen der Geometrie (1899) verfahren. Solche Dinge
werden erst dann interessant, wenn man sein Augenmerk auf den Aufbau und die Entwick-
lung der Theorie richtet — und angesichts der Frage, ‘Wie denn das Kulturgut Mathematik
an die nichste Generation weiterzugegeben sei’, ist hier die Aufmerksamkeit der Mathe-
matiker gefragt. In seiner ‘Lobrede auf Herrn Leonhard Euler’ sagt NIcOLAUS Fuss® 1783
worum es geht: > Verschiedene Akademiker hatten sich namlich auf Verlangen des Prisiden-
ten anheischig gemacht, Handbiicher zum Unterrichte der Jugend zu verfertigen, und der
grosste Analyste glaubte sich nicht durch eine Arbeit zu erniedrigen, die zwar weit unter
seinen Kriften war, die aber der Zweck adelte, zu dem man sie bestimmte<. Fuss spricht
hier von Euler’s ‘ Einleitung zur Rechenkunst’® von 1738. In diesem fiir russische Schulen ge-
schriebenen elementaren Rechenbuch werden in einer fiir jedermann verstédndlichen Sprache
die ‘Banalitéten’ des Rechnens so an den Leser herangetragen, dafl er auf jeder Seite des
Buches erleben kann, wie Euler’s Imperativ, ... selbsten neue Regeln zu erfinden [um] sol-
che Aufgaben aufzuldsen, zu welchen die sonst gewdhnlichen Regeln nicht hinreichend sind<,
auch bei der Entwicklung der Rechenkunst aus dem Zé&hlen heraus sténdig als Motor wirkt.
Es lohnt sich, dieses Buch heutigen Schulbiichern gegeniiberzustellen. Ein Vergleich macht
deutlich, da§ durch die Reformen der Vergangenheit — oft in »bester Absicht< mit der Vor-
stellung einer »irgendwie gearteten ,optimierten® Vermittlung von Mathematik<” — ganz
wesentliche Bestandteile aus der Schulmathematik verschwunden sind.

Wenn man sich einmal auf diese eingelassen hat und sie mit den Augen des Mathema-
tikers ansieht, dann wird es moglich, jenen ‘Schwund’ zu lokalisieren und damit vielleicht
eine fundierte Diskussion iiber den Unterrichtsinhalt zu ermdglichen. Indem es hilft, die
notwendigen Fragen zu stellen, konnte das Memorandum hierbei niitzlich sein.
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Uber den mathematischen Unterricht der héheren Schule®

Vorbemerkung des Ubersetzers: Die nachfolgende Erklirung erschien unter der Uberschrift
>On the Mathematics Curriculum of the High School< in den Nummern fir Mdrz 1962 der
beiden amerikanischen Zeitschriften >The Mathematics Teacher< und > The American Ma-
thematical Monthly<. Sie erscheint hier in Ubersetzung mit der freundlichen Genehmigung
dieser Zeitschriften. Obwohl die Erkldrung unmittelbar auf die Verhdiltnisse in den USA und
die dort im Gang befindlichen Bestrebungen zur Reform des Mathematikunterrichts Bezug
nimmt, mag sie auch fiir Europa nicht ohne Interesse sein: Einmal wegen der grundsdtzlichen
Tragweite der Richtlinien, die sie aufstellt; dann aber auch, weil manche der Tendenzen, die
sie anuisiert, sich zum Teil auch in manchen europdischen Reformbemiihungen widerspie-
geln. — > High school< wurde im folgenden einfach durch >hohere Schule<, tibersetzt, obwohl
es sich in den USA um eine ganz bestimmte Schulstufe handelt.

ALEXANDER WITTENBERG, Quebec, Kanada

Das nachfolgende Memorandum wurde durch mehrere der Unterzeichneten zusammen-
gestellt und an 75 Mathematiker in den USA und Kanada gesandt. Es wurde kein Versuch
unternommen, durch Bearbeitung der gesamten mathematischen Gemeinschaft eine grofie
Zahl von Unterschriften anzusammeln. Das Ziel war vielmehr, eine bescheidene Zahl von
Unterschriften von Mannern mit mathematischer Kompetenz und Erfahrung und einem ma-
thematischen »background< — und aus verschiedenartigen geographischen Orten — zu er-
halten. Einige wenige der Unterzeichneten, deren Unterstiitzung sehr willkommen ist, boten
sich an, ihren Namen beizusteuern, nachdem sie durch Kollegen von dem Memorandum
gehort hatten.

S

Die Mathematiker dieses Landes verfiigen gegenwértig iiber ein giinstigeres Klima fiir die
Entwicklung und die Einfiihrung in die Praxis von Verbesserungen im mathematischen Un-
terricht. Tatséchlich haben eine Anzahl Gruppen die sich bietende Gelegenheit erkannt und
arbeiten hart und mit den besten Absichten, um von ihr Gebrauch zu machen.

Es wére jedoch eine Tragodie, wenn die Lehrplanreform die falsche Richtung einschliige
und wenn die goldene Gelegenheit vergeudet wiirde. In der gegenwirtigen Lage bestehen
ungliicklicherweise Faktoren und Méchte, die uns fehlleiten kénnen. Mochte frither das Er-
ziehungswesen durch berufliche Pddagogen beherrscht worden sein, die das Padagogische
auf Kosten des Inhalts des Unterrichtes betonten, so konnen heute Mathematiker hierauf in
der Weise reagieren, dafl sie den Lehrstoff auf Kosten der Pddagogik betonen; ihr Tun kann
dann ebenso unwirksam sein. Unbewufit mogen Mathematiker annehmen, daf§ alle jungen
Menschen das gern haben sollten, was zeitgenossische Mathematiker gern haben, oder dafl
die einzigen Schiiler, die sorgsamer geistiger Pflege wert sind, diejenigen sind, die dereinst
berufliche Mathematiker werden kénnten. Die Notwendigkeit, heutzutage viel mehr Mathe-
matik zu lernen, als in der Vergangenheit erforderlich war, mag uns veranlassen, abgekiirzte
Wege zu suchen, die jedoch mehr schaden als niitzen konnten.
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In Anbetracht der méglichen Gefahren mag es hilfreich sein, zu formulieren, was unseres
Erachtens fundamentale Grundsétze und praktische Richtlinien sind.

1. Fiir wen? Der mathematische Unterrichtsstoff der hoheren Schule sollte den
Bediirfnissen aller Schiiler dienen: er sollte einen Beitrag zum kulturellen »background< des
allgemeinen Schiilers leisten und den zukiinftigen Benutzern der Mathematik, das heifit den
Ingenieuren und Wissenschaftlern, berufliche Vorbereitung geben, wobei sowohl den physi-
kalischen Wissenschaften, die die Grundlage unserer technologischen Zivilisation sind, als
auch den Sozialwissenschaften, die in Zukunft immer mehr Mathematik benotigen mogen,
Rechnung zu tragen ist. Indem er fiir die anderen Schiiler sorgt, kann der Unterricht zugleich
auch den zukiinftigen Mathematikern das allerwesentlichste Material bieten. Doch ist es eine
Vergeudung, allen Schiilern solche Gegensténde zu bringen, die nur fiir die kleine Minderheit
von zukiinftigen Mathematikern von Interesse sein kénnen; es lauft auf eine Ignorierung der
Bediirfnisse der wissenschaftlichen Gemeinschaft und derjenigen der Gesellschaft als Ganzes
hinaus.

2. Wissen ist Tun. In der Mathematik hat nur solches Wissen Wert, das nicht
Besitz von Information, sondern >know-how<-Wissen, >wie man es macht<, ist. Mathematik
konnen heifit imstande sein, Mathematik zu tun: einigermaflen fliissig die mathematische
Sprache zu gebrauchen, Probleme zu 16sen, Uberlegungen kritisch zu iiberpriifen, Beweise
zu finden und, was die wichtigste Téatigkeit sein mag, einen mathematischen Begriff in einer
gegebenen konkreten Situation zu erkennen oder ihn aus ihr herauszuschélen.

Daher ist es schlimmer als nutzlos, neue Begriffe einzufiihren, wenn ein ausreichender
Hintergrund an konkreten Tatsachen fehlt, vereinheitlichende Begriffe einzufiihren, wo keine
Erfahrung vorhanden ist, die zu vereinheitlichen wire, oder auf den eingefiihrten Begriffen
herumzureiten ohne konkrete Anwendungen, die dem Schiiler wirkliche geistige Herausforde-
rung sein kénnen: vorzeitige Formalisierung kann zur Sterilitéat fithren; verfrithte Einfithrung
von Abstraktionen kann besonders den Widerstand kritischer Geister hervorrufen, die, bevor
sie eine Abstraktion hinnehmen, wissen wollen, wieso sie relevant ist und wie man von ihr
Gebrauch machen kann.

3. Mathematik und Wissenschaft. Inihrer kulturellen Bedeutung sowohl wie
in ihrem praktischen Gebrauch ist die Mathematik mit den iibrigen Wissenschaften und
sind die iibrigen Wissenschaften mit der Mathematik verkniipft, ist diese doch ihre Sprache
und ihr wesentliches Instrument. Eine Mathematik, die von den anderen Wissenschaften
abgetrennt ist, verliert eine der wichtigsten Interessen— und Motivierungs—Quellen.

4. Induktiver Zugang und formale Beweise. Mathematisches Denken ist nicht
einfach deduktives Uberlegen, es besteht nicht bloB in formalen Beweisen. Jene geistigen Pro-
zesse, die uns suggerieren, was bewiesen werden soll und wie es bewiesen werden kann, sind
ebensosehr ein Bestandteil mathematischen Denkens wie der Beweis, der sich schlieflich
aus ihnen ergibt. Aus einer konkreten Situation den angemessenen Begriff herausschélen,
auf der Grundlage beobachteter Fille verallgemeinern, induktiv iiberlegen, analog iiberle-
gen, intuitive Griinde fiir eine allméhlich Gestalt annehmende Vermutung finden, alles sind
mathematische Denkweisen. Ja, ohne einige Erfahrung solcher »informeller< gedanklicher
Prozesse kann der Schiiler nicht die wahre Rolle formaler, strenger Beweise verstehen, je-



ne Rolle, die so treffend durch Hadamard beschrieben wurde: >Der Zweck mathematischer
Strenge ist, die Eroberungen der Intuition zu billigen und zu legitimieren, und es hat fiir sie
niemals einen anderen Zweck gegeben.<

Es gibt mehrere Niveaus der Strenge. Der Schiiler sollte lernen, auf dem Niveau, das
seiner Erfahrung und seinem Vorwissen entspricht, Beweise mit Versténdnis aufzunehmen,
sie selber zu finden und kritisch zu {iberpriifen. Dringt man ihn zu frith zu einem zu sehr
formalen Niveau, so kann daraus Entmutigung und Abscheu entstehen. Uberdies kann das
Empfinden fiir Strenge viel besser an Beispielen erlernt werden, in denen der Beweis wirk-
liche Schwierigkeiten bewéltigt, denn an Haarspaltereien oder endlosem Herumreiten auf
Trivialem.

5. Genetische Methode. =>In jedem Gebiet ist es fiir den Studenten von grofiem
Vorteil, die Originalabhandlungen iiber das Gebiet zu lesen, denn Wissenschaft wird immer
dann am vollstéandigsten assimiliert, wenn sie im Entstehen begriffen ist<, so schrieb Ja-
mes Clerk Mazwell. Es hat einige begnadete Lehrer gegeben, z. B. Ernst Mach, die zwecks
Erlauterung einer Idee auf die Entstehungsgeschichte derselben zuriickgriffen und die histo-
rische Bildung der Idee nachzeichneten. Dies mag ein allgemeines Prinzip nahelegen: Die
beste Art, die geistige Entwicklung des einzelnen zu leiten, ist, ihn die geistige Entwicklung
des Menschengeschlechts nachvollziehen zu lassen — die grofien Linien der Entwicklung,
natiirlich nicht die tausend Irrtiimer in Einzelheiten.

Dieses genetische Prinzip mag uns vor einer verbreiteten Verwechslung bewahren: Wenn A
in einem gewissen System logisch vor B kommt, so kann es nichtsdestoweniger gerechtfertigt
sein, im Unterricht B vor A durchzunehmen, besonders wenn in der Geschichte B vor A war.
Im groflen und ganzen kénnen wir grofleren Erfolg erwarten, wenn wir dem Folge leisten, was
uns durch das genetische Prinzip nahegelegt wird, als wenn wir uns von der rein formalen
Betrachtungsweise der Mathematik leiten lassen.

6. >Uberlieferte< Mathematik. Der Mathematikunterricht in den elementa-
ren und hoheren Schulen ist weit hinter den heutigen Notwendigkeiten zuriickgeblieben, und
es ist hochst erforderlich, ihn wesentlich zu verbessern: wir erklaren uns nachdriicklich mit
dieser heute fast allgemein akzeptierten Meinung einverstanden. Doch die haufig gehorte Be-
hauptung, daf die in den héheren Schulen unterrichteten Gegensténde iiberholt seien, sollte
sehr genau iiberpriift werden; sie sollte nicht einfach ohne weiteres hingenommen werden.
Elementare Algebra, ebene und raumliche Geometrie, Trigonometrie, analytische Geometrie
und die Differential- und Integralrechnung sind immer noch von fundamentaler Bedeutung,
wie sie es vor 50 oder 100 Jahren waren: zukiinftige Benutzer der Mathematik miissen al-
le diese Gegenstéinde erlernen, bereiten sie sich nun darauf vor, Mathematiker, Physiker,
Sozialwissenschaftler oder Ingenieure zu werden; und alle jene Gegensténde konnen dem all-
gemeinen Schiiler kulturelle Werte schenken. Der traditionelle Unterrichtsstoff der hoheren
Schule umfaft alle diese Gegenstédnde, mit Ausnahme der Differential- und Integralrechnung,
in gewissem Mafe; irgendeinen derselben fallenzulassen, wére verhéngnisvoll.

Was am heutigen Unterricht der héheren Schule schlecht ist, sind nicht so sehr die Ge-
genstiande, denen er sich widmet, als die Isolierung der Mathematik von anderen Bereichen
des Wissens und der Forschung, besonders von der Physik, und die Isolierung der verschie-



denen Unterrichtsgegenstéinde voneinander; selbst innerhalb des einzelnen mathematischen
Gebiets erscheinen die Techniken und Sétze dem Schiiler als isolierte, unzusammenhéngende
Tricks, und er bleibt im Dunkeln iiber die Urspriinge und den Zweck der Manipulierungen
und Tatsachen, von denen man erwartet, dafl er sie auswendig lerne. Und so passiert es
ungliicklicherweise haufig, dafl der Unterrichsstoff als nutzlos und langweilig erscheint, aufler
vielleicht fiir die wenigen zukiinftigen Mathematiker, die trotz des Lehrplans durchhalten
mogen.

7. >Moderne< Mathematik. In Anbetracht des Mangels an Zusammenhang
zwischen den verschiedenen Teilen des gegenwirtigen Unterrichtsprogramms mogen die Grup-
pen, die an der Ausarbeitung neuer Programme arbeiten, gut beraten sein, wenn sie bestrebt
sind, vereinheitlichende allgemeine Terminologie und Begriffe einzufiithren. Auch wir glau-
ben, daf} ein verniinftiger, angemessener Gebrauch von Mengen und von der Sprache und den
Begriffen der »abstrakten< Algebra moglicherweise mehr Kohérenz und Einheitlichkeit in
den Unterricht der hoheren Schule bringen kann. Doch kann der Geist moderner Mathematik
nicht gelehrt werden, indem man einfach ihre Terminologie wiederholt. Im Einklang mit un-
seren Grundséitzen wiinschen wir, dafl der Einfithrung neuer Ausdrucksweisen und Begriffe
geniigend >konkrete< Vorbereitung vorangehe und daf ihr echte, geistig anspruchsvolle An-
wendungen folgen, nicht substanz— und witzloses Material: ein neuer Begriff mufl motiviert
und angewandt werden, wenn man einen intelligenten jungen Menschen davon iiberzeugen
will, dafl der Begriff seine Aufmerksamkeit verdient.

Wir kénnen uns hier nicht auf eine detaillierte Analyse der vorgeschlagenen neuen Pro-
gramme einlassen, aber so viel konnen wir nicht unausgesprochen lassen: Werden sie auf
der Grundlage der oben formulierten Richtlinien (Abschnitte 1-5) beurteilt, so finden wir
Punkte, mit denen wir nicht einverstanden sein kénnen.

Natiirlich haben nicht alle Mathematiker den gleichen Geschmack. Mathematik hat viele
Gesichter. Man kann sie als ein Instrument ansehen, das uns hilft, die Welt um uns zu ver-
stehen: vermutlich besafl Mathematik diesen Wert fiir Archimedes und Newton. Man kann
Mathematik auch als ein Spiel mit willkiirlichen Regeln betrachten, bei dem die hauptséchli-
che Riicksicht ist, sich an die Spielregeln zu halten: irgendeine derartige Ansicht mag fiir
gewisse Grundlagenprobleme als angemessen erscheinen. Die Mathematik hat noch mehrere
andere Gesichter, und ein beruflicher Mathematiker mag irgendeines derselben bevorzugen.
Doch wenn es um den Unterricht geht, so ist die Auswahl nicht eine blole Geschmacksache.
Wir kénnen von einem intelligenten jungen Menschen erwarten, daf§ er den Wunsch habe,
die Welt um ihn zu erkunden, aber wir kénnen nicht von ihm erwarten, daf§ er willkiirliche
Regeln lerne: warum gerade diese und nicht andere?

Auf jeden Fall wiinschen wir den Arbeitern an den neuen Programmen von ganzem
Herzen viel Erfolg. Es ist unser besonderer Wunsch, daf3 die neuen Programme besser den
Zusammenhang zwischen Mathematik und der {ibrigen Wissenschaft widerspiegeln mogen
und daf sie sorgfiltig die Unterscheidung zwischen Dingen, die logisch vorgéngig sind, und
Dingen, die den Vortritt im Unterricht haben sollten, beachten. Nur auf diese Weise kénnen
wir hoffen, daf3 die grundlegenden Werte der Mathematik, ihr wahrhafter Sinn, Zweck und
Nutzen, allen Schiilern zugénglich gemacht werden — inbegriffen natiirlich die zukiinftigen



Mathematiker. Die kiirzlich laut gewordene >verbreitete Sorge iiber eine Tendenz zu iibert-
riebenem Nachdruck auf Abstraktheit im Unterricht der Mathematik an Ingenieure< weist

in die gleiche Richtung®.
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