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Wer diese Arbeit genau liest, kann den Titel der Arbeit dechiffrieren.! Operieren 7, 7_ auf
den sechsundzwanzig Buchstaben des Alphabets wie folgt:

7. = (ASJMBPWNRC)(DVGE)(FYXKUZT)(HIOQL)
7. = (AGE)(BWCJI)(DF)(HXYYTRKZQ)(LOP)(M)(N)(SU)

und seien e; = X und e_ =Y. Dann ist (wy,w_) durch ((7o,7_;eq,e ), (wy,w_)) € Ty
nach Satz 9.1 eindeutig bestimmt. Der Titel ist nach der folgenden Variante des Beaufort—
Systems verschliisselt worden: w, (2cipher) + W1 (2plain) = w-(2Key) (mod 26). Als
Schliissel habe ich die Worte von HORAZ gewéhlt. Eine ausfiihrliche Darstellung auch
der Geschichte der Kryptografie findet sich bei D. KAHN in [Kah67].

I Diese Dechiffrieraufgabe realisiert einen Wunsch von I. ALTHOFER, dem Leser einen Anreiz zu bieten,
genauer in den Text zu schauen.



1 Einleitung

Wir betrachten die hypergeometrische Reihe ? und deren logarithmische Ableitung

F = R0 ::i (@Dn(B)n _n

n!
n=0
d Fr & .
C = x-%logF—x-F—;Cn(a,ﬁ)-x.

Die Koeffizienten der hypergeometrischen Reihe sind die aufsteigenden Faktoriellen. Sie
sind definiert durch

(@) =1, (@)pt1 = (v +n)(a),, (n>0).
Die Koeffizienten* C,,(1,1) zihlen fiir n > 1

e zum einen die Anzahl der Untergruppen von Index n in der freien, von zwei Elementen
erzeugten Gruppe F, [Hal59, Thm 7.2.9] [Sta78, Example 6.10],

e zum anderen die Anzahl der konnexen Permutationen auf der Menge [n + 1] :=
{1,2,...,n + 1}. Hierbei heifit eine Permutation o auf [n + 1] konnex , wenn kein
echtes Teilintervall [k] C [n + 1] durch die Permutation o in sich iiberfithrt wird
[Com74, p261 Exercise 14] [GoJ83, [2.4.19]].

Eine Bijektion zwischen diesen beiden Mengen haben A. W. M. DRESS und R. FRANZ in
[DrF85] angegeben. Sie studieren dabei die Operation der beiden Erzeugenden 7, und 7_
der freien Gruppe auf der Menge F»/U der Nebenklassen der freien Gruppe modulo einer
Untergruppe U. Fiir n = 0 stimmen die Anzahlen nicht iiberein, da es keine Untergruppe
vom Index 0 aber eine konnexe Permutation auf {1} gibt.

ZSiehe hierzu W. N. BAILEY in [Bai35] oder H. EXTON in [Ext83].

3Kombinatorische Interpretationen siehe R. P. STANLEY in [Sta78, Cha. VI] [Sta78’], D. FOATA und
M. P. SCHUTZENBERGER in [FoS70, Cha. III] sowie E. A. BENDER und J. R. GOLDMAN in [BeGT1,
§3]. Weitere Referenzen sind bei D. FOATA in [Foa78, §2] enthalten. Einen kategoriellen Ansatz machen
A. W. M. Dress und T. MULLER in [DrM91], der auf zerlegbare Funktoren fiihrt, die einer Pullbackbe-
dingung geniigen. A. NIJENHUIS und H. S. WILF gewinnen in [NiW75, 10.Postscript] aus dieser Beziehung
speichereffiziente Algorithmen, um zufillige Partitionen (Integer Partitions), ebene Partitionen (Plane Par-
titions) oder ungelabelte Wurzelbdume (Unlabeled Rooted Trees) zu erzeugen.

4Uber das asymptotische Verhalten siche L. COMTET in [Com74, p294 Exercise 16] sowie E. A. BENDER
in [Ben74, Example 5.1].



Der Koeffizient von o*3' des Polynomes C,,(a, 8) zédhlt fiir n > 1

e zum einen die Anzahl derjenigen Untergruppen U vom Index n in der freien von 7,
und 7_ erzeugten Gruppe JF3, bei denen die Nebenklassen F, /U unter der Operation
von 7, in k Zyklen und unter der Operation 7_ in [ Zyklen zerfallen,

e zum anderen die Anzahl der konnexen Permutationen ¢ auf [n + 1] mit genau k
,Rekorden“ von ¢~! und genau [ ,,Rekorden“ von o. Dabei heiit 7 € [n + 1] Rekord
einer Permutation o von [n + 1], wenn fiir alle j € {1,...,i — 1} die Ungleichung
o(j) < o(i) gilt. (cf. D. DUMONT und G. KREWERAS in [DuK86J° ).

In [Zen87| fragt J. ZENG nach einer Bijektion zwischen den jeweiligen relevanten Mengen.
(Un)gliicklicherweise leistet die in [DrF85] angegebene Bijektion nicht das Gewiinschte.
Im folgenden soll eine Bijektion angegeben werden, die auch mit der durch die Parameter
definierten feineren Statistik vertriglich ist. Hierfiir ist es niitzlich, anstelle der Operation
der freien Gruppe auf der Menge der Nebenklassen F,/U (bei der die Nebenklasse U ein
ausgezeichnetes Element ist), transitive Operationen von F, auf Mengen zu betrachten,
bei denen es zwei ausgezeichnete Elemente gibt. Genauer betrachten wir endliche Mengen
E zusammen mit zwei Elementen e, und e_ und zwei Permutationen 7, und 7_, die den
folgenden Bedingungen geniigen:

e F ist eine endliche transitive 7,—7_ Menge, d.h. fiir je zwei Elemente x und y aus E
gibt es ein Wort w in 7, und 7_, so dafl w(z) =y ist.

o Esgilt: 7_(ey) =e_ und 74 (e_) = e;.

Mengen dieser Art wollen wir doppelt punktierte (transitive) 7,—7_ Mengen nennen.

€y ——* €_

Es ist klar, dal man durch Identifikation der beiden ausgezeichnete Punkte zu einem aus-
gezeichneten Punkt (und Weglassen der beiden sie verbindenden Pfeile) aus einer doppelt
punktierten 7,-7_ Menge die Menge der Nebenklassen nach einer Untergruppe machen
kann (man erhélt die Untergruppe als Standuntergruppe des neuen ausgezeichneten Punk-
tes) und dafl dieses Verfahren eine Bijektion von der Menge der Untergruppen von end-
lichem Index in einer freien Gruppe mit zwei Erzeugenden und der Menge der doppelt
punktierten 7,—7_ Mengen liefert. Wir kéonnen und werden deshalb von nun an nur noch
doppelt punktierte Mengen betrachten. Es gilt der folgende Satz:

°Der Beweis von D. DUMONT und G. KREWERAS in [DuK86] sowie der Beweis des q—Analogon von
J. ZENG in [Zen87] sind indirekt. Aus der Differentialgleichung fiir F' und der Beziehung FC = zF’ 1df}t
sich Rekursion Cy,11(a, B) == (n+ a + B)Cu(a, B) + S0 Cia, B)Cp_i(a, B) mit Startwert Cy(a, ) =
af ableiten. Eine kombinatorische Interpretation dieser Rekursion ist im Bild der Cayley—Nebenklassen—
Diagramme altbekannt. Eine Interpretation fiir 8 = 1 ist leicht zu finden. Eine komplizierte Konstruktion
fiir das g—Analogon, die auch die Inversionen richtig interpretiert, habe ich 1987 entwickelt. Daf} zur
gleichen Zeit auch Dumont, Kreweras und Zeng an Abzdhlformeln fiir konnexe Permutationen gearbeitet
haben, erfuhr ich erst Ende 1988 aus der European Journal of Combinatorics Fassung von [DuK86].



Satz 1.1 Es gibt eine kanonische Bijektion® zwischen der Menge (der Isomorphicklassen)
der doppelt punktierten 7.—1_ Mengen mit einer n—elementigen Trdgermenge E und der
Menge der konnexen Permutationen von [n|, die vertraglich ist mit der durch die Parameter
a und B gegebenen feineren Statistik.

Dieser Satz liefert insbesondere einen bijektiven Beweis dafiir, daf die betrachteten Mengen
gleichméchtig sind.

2 Definitionen

Um dieses Resultat préziser formulieren zu kénnen, benotigen wir einige Definitionen:

Definition 2.1 Fiir eine hichstens abzdihlbar unendliche Menge F' setzen wir

Ny = {17277#F} fCLHS#F<OO
TN falls #F = oo.

Definition 2.2 Sind E, E' Mengen, so sei mit o0 : E —— E' eine Bijektion von E nach E’
bezeichnet.

Definition 2.3 Ist F' eine Menge, so wird mit F! die symmetrische Gruppe von F, die
Gruppe aller Permutationen von F', bezeichnet.

Definition 2.4 Fir eine Menge F, eine Permutation o € F! von F' und ein Element
feF seio)f:={c"f|i€Z} der von f erzeugte c—Orbit.

Definition 2.5 Mit F'ly;, wird die Teilmenge aller derjenigen Permutationen von F' be-
zeichnet, die nur endliche Orbits besitzen.

Wenn F' nicht endlich ist, so ist Fly;, natiirlich keine Untergruppe von F'!. Schon das
Produkt zweier Involutionen kann unendlich lange Bahnen haben.

Definition 2.6 Sei M = N oder M = {1,2,...,n} fir einn € N und sei up € M! eine
Permutation von M. Die Rekorde” von p sind die Stellen i € M, an denen p ein Links—
Rechts—Maximum besitzt:

Rekorde(p) :=={i € M | u(i) > p(j) fir alle j € M mit j < i}.

6Fiir den Historiker die folgenden Daten: Die Bijektion habe ich im April 1988 gefunden. Es war leicht
zu sehen, daf} die Abbildung von den konnexen Permutationen zu den doppelt punktierten Mengen injektiv
war. Da die Mengen gleich grof3 waren, folgte die Bijektivitdt. Erst durch einen axiomatischen Ansatz, den
K. U. KoscHNICK vorschlug, konnte ich im Mérz 1990 einen direkten Beweis der Bijektivitét, also dem
Jargon folgend einen bijektiven Beweis, erbringen.

"Es gibt eine ganze Reihe von Bezeichnungen fiir die Rekorde. L. COMTET nennt sie ,outstanding

elements“ in [Com74, p258 Exercise 10 (3)]. Bei I. P. GOULDEN und D. M. JACKSON [GoJ83, [3.3.17]]
heiBlen sie ,,upper records“. Im Franzosischen findet man bei A. RENYT in [Ren62] sowie bei D. FOATA
und M. P. SCHUTZENBERGER in [FoS70] auch den Namen ,éléments saillants“. Fiir die Werte der Re-
korde sind auch die Namen , left—to-right maximum® (D. E. KNUTH), ,strong element* (A. RENYI) oder
»ladder variable“ (W. FELLER) im Umlauf.
J. P. IMHOF gibt in [Imh83] mit Rekorden wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretationen von zwei Iden-
titdten von Stirlingzahlen erster Art. In der Statistik sind ,,Rekorde“ ein hiufig behandeltes Thema. Einen
Uberblicksartikel hierzu gibt es von N. GLICK [Gli78]. Neuere Arbeiten findet man bei C. M. GOLDIE in
[Gol89).



Definition 2.7 Fiir eine hochstens abzdhlbare Menge F', eine Permutation o € F! von F,
eine Teilmenge Fy C F von F und eine Abbildung v : Fy — N setzen wir

Filo,o)™ = {f € Fy| o(f) = olf') fir alle '€ Fy 0 (0)f},
Fi(o,0)™ = {f e F |v(f) <v(f) firale f' € FiN{o)f}.

Bemerkung 2.1 Ist f € I und ist v zusditzlich injektiv, so besteht (o) f N Fi(o,v)™™ qus
genau einem und {(o)f N F(o,v)™* aus hiochstens einem Element. Genauer gilt (o) f N
Fi(o,v)™>* =0 genau dann, wenn #({c)f N Fy) = oo gilt.

Bemerkung 2.2 Ist f € F und v : F — N injektiv, so wird durch Bemerkung 2.1 eine
Bijektionen zwischen F(o,v)™™ und (a}\F; den Bahnen von o induziert.

Bemerkung 2.3 Ist F; C F, C F, 0 € F! und gelten v; : Fy — N, vo : Fy — N mit
U2|F1 = v1, so folgen aus o(Fy) = Fy:

F1(0-7 Ul)min — F2(0-7 UQ)min N F17
F1<O','l)1)max = FQ(O',’UQ)maXmFl.

Bemerkung 2.4 Ist 7 C Fy, C F, 0 € F! und gelten v1 : F; — N, vy : F5 — N mit
U2|F1 = vy, so folgt aus vi(Fy) < vo(Fy \ F1), d. h. fir alle f; € Fy und fo € Fy\ Fy gilt
vi(f1) < va(fo):

F1(0'7U1)min = FQ(O',UQ)minﬂFl.
Und aus vy (Fy) > vo(Fy \ Fy) folgt:

F1<O', Ul)max = FQ(O’, ,UZ)max N Fl.

Definition 2.8 Fir eine Menge E sei Ai(E) die Menge aller Tripel (p, p—;e) von Per-
mutationen py,p_ € E! und einem Elemente e € E, die der folgenden Bedingung (A1)
genugen:

(Al) P+ P— € E'fm

Mit Ay(E) bezeichnen wir die Teilmengen aller Tripel (py, p—;e) in A1(E), die zusdtzlich
der folgenden Bedingung (A2) geniigen:

(A2) Die von py und p_ erzeugte Untergruppe operiert transitiv auf E.
Definition 2.9 Fliir eine Bijektion o : E—— E' sei die induzierte Bijektion:
EPxE°xE — E" xEY xFE
(lOJrap*;e) - (O-erO-ilaO'p*ail

;oe)

einfachheitshalber wieder mit o bezeichnet. Zwei Tripel (pi,p_;e) € E¥ x E¥ x E und
(P 0 €) € E'F x E'F x E' werden als isomorph bezeichnet, wenn fiir eine Bijektion
o € E—— FE' die Beziehung o((p+,p—;e)) = (pp,p_;€') gilt, in welchem Falle (py,p—;e)
und (o', p'_;€') auch als o—isomorph bezeichnet werden.



Bemerkung 2.5 Ist 0 : E— FE’ eine Bijektion, so gelten o(A(F)) = A(E') und
o(A2(E)) = Aao(E).

Definition 2.10 Fiir eine Menge E sei Z1(E) die Menge aller Quadrupel (14, 7_;e,,e_)
von Permutationen 7,7 € E! und Elementen ey, e_ € E, die den folgenden zwei Bedin-
gungen (20) und (1) gendigen:

(Z0) T, T— € Elgin;

(Z1) Es gilt T,e_ = e, und 7_ey =e_.

Mit Z5(E) bezeichnen wir die Teilmengen aller Quadrupel (1o, 7_;e,,e_) in Z1(E), die
zusdtzlich der folgenden Bedingung (22) geniigen:

(22) Die von 1, und 7_ erzeugte Untergruppe operiert transitiv auf E.
Definition 2.11 Fiir eine Bijektion o : E—— E' sei die induzierte Bijektion:

~ E’ E’
EPxEFxExE — FE” xE"” xE xFE
(7'+7T_;6+,6_) - (O'T+O'_1,O'T_O'_1;O'€+,O'€_)

einfachheitshalber wieder mit o bezeichnet. Zwei Quadrupel (T4,7_;e,,e_) € EF x EP x
Ex E und (1),7 ¢ ,€e_) € E'F x BE'F x E' x E' werden als isomorph bezeichnet, wenn
fiir eine Bijektion 0 € E —— E' die Beziehung o((T4,7_;ey,e_)) = (70, 7" ;¢ ,€") gilt, in
welchem Falle (T, 7_;ey,e_) und (7)., 7" ;€ ,€") auch als o—isomorph bezeichnet werden.

Bemerkung 2.6 Ist ¢ : E—FE' eine Bijektion, so gelten o(Z,(F)) = Z1(E') und
0(Z2(F)) = Z(E").

Beachte, daB8 £ hochstens abzéhlbar unendlich ist, falls eine endlich erzeugte (und damit
abzihlbare!) Gruppe auf E transitiv operiert. Aus Z5(FE) # ) folgt daher, da8 £ hochstens
abzahlbar unendlich sein kann.

Definition 2.12 Fiir eine hochstens abzihlbare Menge E sei ©1(E) die Menge aller Paare
(wy,w_) von Bijektionen wy,w_ : E—Ng und O9(FE) sei die Teilmenge aller Paare
(wi,w-) € ©1(E), fir die es keine nicht-triviale Teilmenge E' von E gibt mit w, (E') =
w_(E") = Ng/. Diese Paare (wy,w_) nennen wir konnez.

Definition 2.13 Fliir eine Bijektion o : E —— E' sei die induzierte Bijektion:

Nf x N¥ = N x N¥
1

(w+7 UJ_) - (w+0_ ) w—a_l)

einfachheitshalber wieder mit o bezeichnet. Zwei Paare (w4, w_) € N¥*xN” und (v, ,w") €
NP x N¥' werden als isomorph bezeichnet, wenn fir eine Bijektion o0 € E—— E’ die
Beziehung o((wy,w-)) = (w_,w") gilt, in welchem Falle (wy,w_) und (w'y,w") auch als
o—isomorph bezeichnet werden.

Bemerkung 2.7 Ist ¢ : E—>FE’ ein Bijektion, so gelten 0(01(F)) = O1(E') und
O'(@Q(E)) = @2(El>



Definition 2.14 Fiir eine hochstens abzihlbar unendliche Menge E nennen wir ein Qua-
drupel (T4, 7_;e4,e_) in Z1(E) mit einem Paar (wy,w_) in ©1(E) kompatibel, wenn fir
€ =+ und e = — die folgenden vier Bedingungen erfillt sind:

(T0)  weled) = 1;

(T.1) fir alle e € E gilt we(1.e) < we(e) + 1;

(Te2) B(Te, w )™ = E(7¢, w_o)™™;

(T.3) e, e € E(1,, w.)™™ und we(e) < w(e") impliziert w_.(e) < w_.(€').

Mit TY(E) C Z1(F) x ©1(F) bezeichnen wir die zugehdrige Relation aller kompatiblen
Paare aus Z1(E) und ©1(E), und mit T5(E) bezeichnen wir den Schnitt von Ti(E) mit
EQ(E) X @2(E)

Bemerkung 2.8 Beachte, daff fir (wy,w_) in ©1(E) und (14, 7_;e4,e_) in Z1(E) die
Aussagen (T.2) und (T.3) die folgende, (T.3) verschirfende Aussage implizieren:

(T.3") Aus e € E(Te,we)™™, ¢ € B und w(e) < we(e)
folgt  w_.(e) < w_(€).

In der Tat, ist {€"} := ()€’ N E(7e,we )™, so gilt we(e) < we(e') < w(e"), wegen (T.3)
gilt dann auch w_.(e) < w_(€") und wegen (1.2) gilt w_.(€") < w_c(€¢'). Zusammen ergibt
sich also w_(e) < w_(€').

Ziel dieser Arbeit ist es zu zeigen, dafl die Relation T5(F) eine Bijektion zwischen Z5(FE)
und Oy (E) definiert, das heifit, daf zu jedem Quadrupel (7,7 ;e;,e_) € Zo(E) genau ein
kompatibles Paar (wi,w_) € O(F) existiert mit ((74,7_;e4,e_), (wy,w_)) € To(F), und
daf auch umgekehrt zu jedem Paar (w;,w_) € ©2(E) genau ein mit (w4, w_) kompatibles
Quadrupel (74,7 ;e4,e_) € Zo(E) existiert.

Genauer folgt, wie wir sehen werden, aus der von D. FOATA und M. P. SCHUTZENBER-
GER in [FoS70] betrachteten ,fundamentalen Bijektion“, dafl zu jedem (wy,w_) € O1(F)
genau ein mit (wy,w_) kompatibles Quadrupel ((7,,7 ey, e ), (wy,w_)) € Ti(F) exi-
stiert, T1(E) ist also Graph einer Abbildung oy : ©1(E) — =;(F). Wir werden zusétzlich
zeigen, dafl fiir ein kompatibles Paar ((7o,7_;ey,e_), (wy,w_)) genau dann (7., 7_;ey,e_)
in Z5(F) liegt, wenn (wy,w_) in O9(F) liegt. Die Abbildung oy : ©1(F) — =Z;(E) de-
finiert also durch Restriktion auch eine Abbildung as : ©y(E) — Z3(FE), deren Graph
gerade Ty(FE) ist. Um zu zeigen, dafl ay eine Bijektion ist, T5(FE) also auch als Graph
einer Abbildung (s : Z3(E) — O9(F) aufgefait werden kann, konstruieren wir schliefl-
lich zu jedem Quadrupel (74,7 ;e4,e_) € Z9(F) ein mit (74, 7_; ey, e_) kompatibles Paar
(wy,w_) € ©1(F), welches dann notwendig in O2(FE) liegen mufl; und zeigen schlieflich,
dafl es nur ein solches (wy,w_) € ©1(F) geben kann.

Satz 1.1 wird sich dann leicht als Korrollar aus diesem Sachverhalt herleiten lassen.

3 Zykel-Lemma®

Lemma 3.1 Ist F' eine hochstens abzihlbare Menge, und sind
w . F—— NF
o : F!

8Nicht zu verwechseln mit dem Lemma von Raney.

8



mit der Eigenschaft
(%) w(o(f)) < w(f)+1 firalle feF

gegeben, so gelten folgende Aussagen:

0) o€ F'fm
D Flew™ = {feFlulf)> wloh)
2 Fo,w)™ ={f € F |w(f) <w(e™f)}

(
(1)
2) _
(3) o F(o,w)™ = F(o,w)™
(4) Ist f € F(o,w)™ undi € Ny, so ist

w(o'f) = w(f) +i fir alle 0 <i < #{o)f
(5) w(f) < w(f) < w(f") und

(o) f = (o) f" impliziert (o) f = (o) f = (o) f"
Mit anderen Worten, die Zyklen—Zerlegung der Permutation wow™' : Np — Np hat die
Gestalt

(1,2,...,@1)(@1 +1,CL1 +2’...,(J,2)...(6Li71 +1,CLZ',1 +27,(IZ)

fiir eine streng monoton wachsende Folge a1 < as < az < ... < a; < ... in Np mit
sup(a;) = sup(Np) und es ist
Flo,w)™ = {w Ya1),w (ag),...}
und
Fo,w)™ = {w'(1),w a +1),w (az +1),...}.
Beweis

Aus (x) folgt offensichtlich of = f oder w(of) = w(f) + 1 oder w(of) < w(f).
Ebenso folgt aus (x) auch, daB w(o’f) < w(f)+i fiir alle ¢ € Ny, wobei fiir ein festes
i € Ny Gleichheit nur im Falle w(o? f) = w(f) + j fiir alle j € {0,1,2,...,i} gilt.
Sei nun f € F fest gewihlt und sei fy € (o) f so, daB w(fy) < w(o'f) fiir alle i € Z
gilt, d. h. fy ist das beziiglich w minimale Element in (o) f, und sei f; := o7 f. Sei
n € Ny maximal mit w(o?fo) < w(f;) fiir 0 <4 < n — 1, insbesondere also n = 0 im

Falle (o) f = {f} = {fo} = {f1}. Dann folgt
w(fi) = w(fo) = #{w(o'f) [i€{0,1,....n— 1} } =n,
withrend andererseits w(f;) < w(o" f,) und deshalb auch
w(fr) —w(fo) < w(o"fo) —w(fo) <n
gelten muB. Also gilt w(fy) = w(o™fy) = w(fy) + n und deshalb auch f; = 0 f, und
w(o'fo) = w(fo) +i fir i € {0,1,...,n}. Wegen 0" *'fy = of; = f, folgen daraus

alle Behauptungen.
q.e.d.



Unmittelbar einsichtig ist das folgende Korollar.

Korollar 3.1 Mit den Bezeichnungen und unter Voraussetzung von Lemma 3.1 gilt fiir
[ € F(o,w)™* stets

w(of)=min{n e N | f' € F(o,w)™™ und
w(f") < w(f) impliziert w(f') < n}

Bemerkung 3.1 Das Lemma gilt auch noch wenn w : F— M < w + w ist. Wenn
w : F——w+ w gilt von Lemma 3.1 nur noch (4) fir alle Nachfolger des minimalen
Elementes.

Beispiel:
Sei F' = w4 w und w = Id. Dann erfiillt die folgende Abbildung ¢ die Bedingung (x).

o=(w)(...,.34w,24w,1+w,0,1,2,3,...)

Insbesondere gilt auch die Aussage von Lemma 3.1(5) nicht mehr.

4 Foata—Schiitzenberger

Im folgenden sei M = N oder M = {1,2,...,n} fiir ein n € N. Fiir u, ¢ € M! betrachten
wir die folgenden Aussagen:

(FS1) fiir alle s € M gilt = ((i)) < p~ (i) + 1;

(FSQ) M(¢, Hfl)max — M(¢, [d)min;

(FS3) fiir alle 4,7 € M(¢, u™ )™ mit p~*(5) < p'(4) gilt i < j;
(FS4)  M(¢,p")™™ = Rekorde(p™").

Definition 4.1 Die Foata—Schiitzenberger—Relation F'S ist durch (FS1), (FS2) und (FS3)
wie folgt definiert:

FS = {(u,¢) € M! x M!'| p und ¢ erfiillen
die Bedingungen (FS1), (FS2) und (FS3)}

Analog definieren wir eine Relation FS" wie folgt:

FS" = {(u,¢) € M! x M!| p und ¢ erfiillen
die Bedingungen (FS1) und (FS4)}

Es gilt das folgende

Lemma 4.1 Die Relationen F'S und F'S’ stimmen tberein. Genauer konnen wir fir
(, ¢) € M! x M! zeigen:

1. (FS1) = (FS0)
2. (FS2) & (FS25) & (FS2¢) und (FSO)
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3. (FS2) und (FS3) = (FS4)
. (FS45) = (FS3)
5. (FS1) und (FS4) = (FS2)
Wobei die Notation (FS2c),(FS25) und (FS45) natirlich auf die offensichtliche Weise

zu deuten sind.

Beweis
Wegen 2. reicht es, bei 5. nur (F'S25) zu zeigen.

Zeige: (F'S1) = (FS0)
Dies folgt nach Lemma 3.1(0).

Zeige: (F'S25) = (FS0)
Sei i € M so betrachte (¢)i. Dieser Orbit hat ein minimales Element ¢ und zwar gilt
{i"} = ()i M (¢, Id)™". Ein minimales Element muf} es geben, da die Ordnung auf
M eine Wohlordnung ist. Nach (F'S25) ist nun ¢ € M (¢, p= )™ also ein maximales
Element einer Teilmenge der natiirlichen Zahlen. Nun hat aber eine unendliche Menge
natiirlicher Zahlen kein Maximum. Somit mufl die Teilmenge endlich sein. Da p eine
Bijektion ist, muf} also auch (¢)i endlich sein.

Zeige: (F'S25) = (FS2¢)
Sei i € M(¢, u~ )™, Dann gilt {i'} = (¢)i N M (¢, [d)™™ fiir ein ¢/ € M. Weiter gilt
nach (F'S25) auch i’ € M(¢, u= )™=, So erhalten wir {i} = (¢)i N M (¢, p= )™ =
{7/} und damit i € M (¢, Id)™™.

Zeige: (F'S2c) und (FS0) = (F525)
Sei i € M (¢, Id)™". Dann gilt {i'} = (¢)i N M(p, p= )™ fiir ein i’ € M, da der
¢-Orbit nach (F'S0) endlich ist. Weiter gilt nach (F.S2¢c) auch i' € M (¢, Id)™". So
erhalten wir {i} = (¢)i N M (¢, Id)™" = {i'} und damit i € M (¢, u~ )™,

Zeige: (F'S2) und (F'S3) = (FS4c)
Seii € M (¢, Id)™™ = M (¢, u=)™>. Sei weiter j € M mit u= (i) < p~'(j). Zu zeigen
ist 1 < j. Wegen i € M(¢, p= )™ gilt j & (p)i. Sei jo € (¢)j mit jo € M (¢, Id)™™.
Fiir dieses eindeutig bestimmte Element j, gilt dann auch jo € M(p, u=1)™**. Es
folgt u=1(45) < = *(jo) und folglich auch p~1(i) < u=*(jo). Nach (FS3) folgt i < jo.
Andererseits ist jo € M(¢, [d)™™ und somit ist jo < j und mithin ¢ < j; d. h. es gilt
i € Rekorde(p™"), wie behauptet.

Zeige: (F'S2) und (FS3) = (FS45)
Sei i € M\ M(¢p,p=)y™> = M\ M(p, Id)™™ und sei ig € (¢)i das minimale
Element in (¢)i C N, also {io} = (¢)i N M (¢, [d)™™. Dann ist i > 4y. Andererseits
ist i € M(¢, u1)™> nach (FS2) und somit gilt x~'(i) < pu~'(i). Folglich ist i €
M \ Rekorde(p™1).
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Zeige: (F'S4c) = (FS3)
(F'S4c) lautet als Implikation geschrieben:
i€ M(¢p,p )™= i € M und p~(i) < p~1(') impiziert 7 < 7'.
(FS4c) ist somit eine Verscharfung von (F53).

Zeige: (F'S1) und (FS4) (FS525)

Seii € M\ M(¢, u= )™ gewiihlt. Da aus (F'S1) auch (FS0) folgt, ist (¢)i endlich.
Somit gibt es ein j € (¢)i, fiir daB j € M (¢, u= )™ gilt. Es gibt jetzt zwei Fille:
entweder gilt ¢ > j, dann ist i € M\ M (¢, Id)™™ und wir sind fertig, oder es gilt i < j.
Sei nun also i < j. Dai € M\ Rekorde(p™"') nach (FS54) gilt, existiert ein j' € M mit
p (@) < pH(j") und i > j'. Wegen j € Rekorde(p™') kann p=1(j) < p~'(j’) nicht
gelten, weil sonst j < j/ und somit 7 < j’ folgte; also mufl u=1(z) < p= (") < p=*(5)
gelten. Nach (F'S1) und Lemma 3.1(5) gilt dann aber j* € (¢)i und wegen i > j
auch 1 € M \ M (¢, Id)™™.

q.e.d.

Mit anderen Worten, die Permutation g bestimmt vermoge

ap = pi(1),
wn = o (mindp(i) |§ > 0, + 1),

fir alle r € N mit a, < sup(M), rekursiv eine monoton wachsende Folge a; < ay <

. < a, <...mit sup({ay,az,...}) = sup(M), so daB ein ¢ € M!y;, genau dann zu p in
der Relation F'S steht, wenn ¢ = (u(1), ..., pu(ar))(p(ar + 1), ..., u(az)) ... gilt. Zu jedem
i € M! gibt es also genau ein ¢ € M!;,, welches zu p in der Relation F'S steht. Und fiir
dieses ¢ gilt insbesondere

(FS«)  pu(l) = o(u(ar)) = o(1).

Umgekehrt existiert aber auch zu jedem ¢ genau ein solches p: Man ordne die Zyklen
(i, (i), 9*(3), ..., " 1(i)), wobei r = #(p)(i) ist, von ¢ so, dafl erstens in jedem Zyklus
das letzte Element das kleinste der in diesem Zyklus auftretenden Zahlen ist und ordne
dann die Zyklen entsprechend der (natiirlichen) Reihenfolge dieser Elemente und erhélt fiir
¢ eine eindeutig bestimmte Darstellung der Form:

¢ - (illa il?a o 7i1T1)<i217 Z.227 ce. ai27"2) s
mit

o, <y firallep=1,...,r,
und

ilrl < i2r2 < ...
insbesondere also ¢;,, = 1. Dann steht ein ¢ € M! genau dann zu ¢ in der Relati-
on FS, wenn die Permutation p jedes k € M gerade auf das k-te Element der Folge
111, 912 « - - 5 L1rys 021, 922, - - - 1219, 131, - - . abbildet. Damit ergibt sich das folgende Lemma.

Lemma 4.2 Die Foata—Schiitzenberger—Relation F'S ist der Graph einer bijektiven Abbil-
dung M!—— M!g,.
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Bemerkung 4.1 Erfillt (u,¢) die Foata—Schiitzenberger—Relation F'S, so gibt es nach
(FS2),(FS4) und Bemerkung 2.2 eine Bijektion zwischen den Rekorden von pu~' und den
Bahnen von ¢: Rekorde(pn™) = M(¢, [d)™" «— (p)\ M.

Bei M. LOTHAIRE finden wir diese Relation unter dem Namen ,erste fundamentale Trans-
formation® [Lot83, 10.2]. Eine Verallgemeinerung auf Worte ist in [Lot83, 10.5] beschrieben,
die D. FOATA (1965) konstruierte. Eine &hnliche Zerlegung von Worten ist die Lyndonwort-
zerlegung [Lot83, 5.1]. Eine genauere Beschreibung der Historie der Foata—Schiitzenberger—
Relation und deren Verallgemeinerungen finden wir in [Lot83, 10.Notes]. Danach ist diese
Bijektion schon implizit bei J. RIORDAN [Rio58, 8.6]° verwendet worden. Die ilteste Quel-
le, in der diese Bijektion explizit konstruiert wird, ist bei A. RENYI in [Ren62, p 111] zu
finden. Interessanterweise ist diese Arbeit von Kombinatorikern!® nie zitiert worden. Seine
Arbeit wird nur von den Statistikern!! hinsichtlich der dort bewiesenen Grenzwertsitze
wahrgenommen. Statt Rekorde lassen sich auch allgemeine Mittelwerte verwenden, um die
Rekordzerlegung zu definieren. Dies ist von H. D. BRUNK in [Bru64]'? insbesondere im
Zuge einer Verallgemeinerung des Lemmas von Spitzer (1956) gemacht worden.
Verschiedene Anwendungen finden wir bei D. FOATA und M. P. SCHUTZENBERGER in
[FoS70, Cha. I]!3 oder bei D. E. KNUTH in [Knu68, 1.3.3]'*. Die Benennung dieser Bijektion
nach Foata und Schiitzenberger ist wohl zuerst von I. J. GOULDEN und D. M. JACKSON in
[GoJ83, [3.3.17]] vorgenommen worden. In dieser Arbeit ist die Bijektion fiir Permutationen
auf N verallgemeinert worden.

Ist M = N so ist Nlg;, echt in N! enthalten. Dafl diese beiden Mengen trotzdem
gleichméichtig sind, ist nicht verwunderlich, da nach W. SIRPINSKI [Sie57, XVI1.2.4] fiir

9J. RIORDAN driickt sich an dieser Stelle ziemlich unklar aus. Etwas ausfiihrlicher ist die in [Rio58]
betrachtete Situation bei I. KAPLANSKY und J. RIORDAN in [KaR46] beschrieben. In dieser Arbeit wird
aber mit Ein- und Ausschlufargumenten gearbeitet. Eine implizite Verwendung der Foata—Schiitzenberger—
Relation kann ich nicht erkennen. Fiir eine kombinatorische Interpretation des bei J. RIORDAN auftretenden
Rook—Polynomes von E. A. BENDER siehe [Knu73, 5.1.3 Exercise 19]. Alternative Interpretationen gibt
es von M. WACHS und D. WHITE in [WaW91].

Eine Ausnahme ist L. COMTET in [Com74, p 258 Exercise 10 (3)]. Bemerkenswerter Weise zieht aber
L. CoMTET an dieser Stelle keine Verbindung zu [Com74, 1.18.IV&V], wo er zeigt, wie D. FOATA und
A. Fucss in [FoF70] aus der Foata—Schiitzenberger—Relation und einer Form der Priifer—Korrespondenz
eine Bijektion von M™ zu dem Worten auf M der Linge #M konstruieren. Diese Konstruktion liefert in
den Spezialfillen gerade die Priifer— beziehungsweise Foata—Schiitzenberger—-Korrespondenz. Eine andere
Bijektion zwischen Baumen auf M mit zwei ausgezeichneten Punkten und den Abbildungen von M nach
M konstruiert G. LABELLE in [Lab81]. Mit einer gewichteten Version dieser Bijektion gibt er einen direk-
ten Beweis der Bijektivitat, einen bijektiven Beweis der Lagrange—Inversion. Einen breiteren historischen
Uberblick gibt I. M. GESSEL in [Ges87].

Siehe hierzu den Uberblicksartikel von N. GLICK iiber Rekorde [GIi78].

12Insbesondere findet sich in dieser Arbeit auch eine allgemeine Fassung des Lemmas von Raney, das
dhnlich auch bei von A. DVORETZKY und T. MOTZKIN [DvM47] vorkommt. Diese verallgemeinerte Foata—
Schiitzenberger—Korrespondenz ist erst vor kurzem von A. EHRENFEUCHT, J. HAEMER und D. HAus-
SLER in [EHHS87] wiederentdeckt, und zu algorithmischen Zwecken ausgeschlachtet worden. Die Autoren
beschreiben, wie man zufillige Biume zu gegebenem Typ erzeugt sowie die konvexe Hiille von n Punkten
in der Ebene mit O(nlogn) Operationen berechnet.

13Es werden z. B. eine Bijektion zwischen der den Permutationen o auf {1,2,...,n} mit k = #{i € N |
o(i) > o(i+ 1), < n} und den Permutationen o auf {1,2,...,n} mit k = #{i e N| o(i) > i,7 < n} und
eine Bijektion zwischen den fixpunkfreien Permutationen auf {1,2,...,n} und den Permutationen o auf
{1,2,...,n} mit 0(1) #1 und o(i) + 1 # o(i + 1) fiir alle 1 < ¢ < n konstruiert.

1Er berechnet die Komplexitiit eines Algorithmus zur Bestimmung des Maximums einer Liste.
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alle Kardinalzahlen m, n, wobei n nicht endlich ist, mit Hilfe des Auswahlaxioms gilt
mt'=2"fir 1 <m <n.

Eine weitere einfache Eigenschaft der Foata—-Schiitzenberger-Korrespondenz F'S ist, dafl
sie konnexen nur konnexe Permutationen zuordnet. Diese Eigenschaft wird im Verlauf der
Arbeit aber nicht benotigt.

5 transitiv entspricht konnex

Lemma 5.1 Ist ((14,7-;e4,e_), (wy,w-)) € T1(E) so sind dquivalent:

1) (rrsene) € S(B)

(2) (Wi, w-) € Oy(E)
Beweis
Zu (1) = (2)

Annahme: (wy,w_) € ©1(E) \ O2(F).

Das heift, es gibt eine nicht—triviale Teilmenge E’ von FE (E # E’ # () mit w, (E') =
w_(E") = Ng/, und damit w, (F\ E') = w_(E\ E') = Ng\Ng. Da (7, 7_) transitiv
auf F mit endlichen Orbits operieren, gibt es ein € € {4+, —} und ein e € E \ E’
mit der Eigenschaft 7.(e) € E’. Betrachte nun {¢'} := E(7,w.)™* N (7)(e). Da
we(€') > we(e) ist, liegt ¢’ auch in E'\ E’. Nach (T.2) gilt aber ¢’ € E (1., w_.)™" und
somit w_.(e') < w_,7(e). Dies fithrt auf den Widerspruch ¢’ € E'.

Zu (2) = (1)
Annahme: 7., 7_ operieren nicht transitiv auf F.
Dann gibt es eine Teilmenge E' C F mit () # E' # E mit 7 (F') = 7_(E£') = E' und
ey € F'. Wegen (Z1) 7_(ey) = e_ gilt auch e_ € E'. Sei jetzt

A :={e€ FE'|¢ € F und w.e') < we(e) impliziert ' € E'},

dann gelten fur e € {+, —}:

l.eee A, CFE
2. we(Ae) = NAE

3. A, ={e € F'| fur alle ¢ € E(7., we)™* mit
we(e') <we(e) gilt € € E'}
Beweis:
Die Inklusion ,,C* folgt aus der Definition von A.. Zum Beweis der Inklusion
,2%sei zu e € E' mit {¢/ € F(1,w.)™ | we(e') < we(e)} C E ein ¢ € F mit
we(e') < we(e) gewdhlt. Sei {€"} = E(1., w )™ N (1)e’. Gilt we(e”) < we(e),
so folgt ¢’ € E' und damit auch ¢ € (r.)e” C E’. Andernfalls gilt w.(e’) <
we(e) < we(e”) und es folgt nach Lemma 3.1(5) (7.)(¢) = (7)(e) = (7e)(€"),
also ebenfalls ¢’ € (1.)e C E'.
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4. A C A,
Beweis:
Seie € A_,, € € E(1,,w)™ und we (') < we(e). Aus (7.3") folgt w_eg(€') <
w_.(e) und damit e’ € E'.

5. A_. = A,
Dies gilt da A, = A__o € A_. C A, nach 4.

Setze dann E” := A, so gilt nach 2. und 5. fiir beide ¢ € {+,—} die Beziehung
we(E") = Ng» und somit liegt (w,,w_) nicht in Oy(F).
q.e.d.

6 von ©; nach =;

Als néchstes zeigen wir, dal (wy,w_) € ©1(F) zu (14,7 ;e4,e_) € Z1(F) genau dann
in der Relation T} steht, wenn sowohl fiir ¢ = + als auch fiir ¢ = — die Permutation
p= pie :=w_cw_ ! von M := Ng zu der Permutation ¢ = ¢, := w_eTew;1 in der Relation

FS steht und we(e.) = 1 gilt. Dies folgt leicht durch Kombination der folgenden Lemmata:

Lemma 6.1 Fir (w,,w_) € ©1(E), (14,7_;e4,e_) € Z1(E) und € € {+, =} gilt fiir alle
e € E die Ungleichung w.t.(e) < we(e) + 1 genau dann, wenn mit yp = p. und ¢ = ¢, wie
oben fiir alle i € M := Ng die Ungleichung p=(¢(i)) < pu~ (i) + 1 gilt.

Beweis
Fiir ein e € £ und i € M mit w_.(e) = i gilt wer(e) < we(e) + 1 genau dann, wenn
(wew=g) (w-crew=¢ ) (w-c(e)) < (wew=¢)(w-c(e)) +1, das heit p~'(4(7)) < /’fl( )+1
gilt.
q.e.d.

Lemma 6.2 Fir (w,,w_) € O1(FE) und (14,7_;e,e_) € Z1(E), e € {+,—} und u = p.,
¢ = ¢ wie oben gilt:

w_(E(T, w,e)min) = M(¢, Id™™

woe(B(re,we)™) = M(¢,p"")™™

Beweis
Fiir i € M und e = w™}(i) € E gilt i < j beziechungsweise p~'(7) > p~*(j) fiir al
j € (o)i = (w_raw=1)i = w_.((r.)e) offenbar genau dann, wenn fiir alle ¢’ € (7.)e
die Ungleichung w_.(e) < w_.(¢'), beziehungsweise w,(e) = p~1(i) > p~ (w1 (e)

we(e') gilt.

=
@)

H\/

q.e.d.
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Lemma 6.3 Mit (wy,w_), (14,7_;e4,e_), p und ¢ wie oben gilt w_.(e) < w_ 6(e’) fiir
alle e, e’ € E(1e, w )™ mit w(e) < w.(€e') genau dann, wenn fir alle i,7' € M (¢, p=t)ma>
mit u (1) < p= (') die Ungleichung i < i’ gilt.

Beweis
Fiir 4,9/ € M mit e = w™}(i) € F und ¢ = w”!(i') € E gilt nach Lemma 6.2

—€

i,i" € M(¢p,p )mX genau dann, wenn e, ¢’ € F (7'6, we )™ gilt. Damit gilt die Impli-
katlon p~t(i) < p1(i') = i < i’ genau dann, wenn die Implikation w.w = w_.(e) <
wew_tw_ (") = w_(e) < w_c(¢'), also w.(e) < we(e') = w_.(e) < w_.(€) gilt.

q.e.d.

Zusammen mit Lemma 4.2, der Foata—Schiitzenberger-Korrespondenz, folgt aus diesen
Beobachtungen, dafl es zu (wy,w_) € ©1(F) stets genau ein (74,7_;e4,e_) € Z1(F)
gibt, welches zu (w,,w_) in der Relation T; steht und durch e, := w;'(1) und 7. =
w-lpw_. (e € {4, —}) definiert ist, wobei ¢, gerade die zu y, = w_.w ' in der Relation
F'S stehende Permutation aus Ely;, ist. Es ist klar, da8 es fiir ey und e_ keine andere
Wahl geben kann und die Lemmata 6.1, 6.2 und 6.3 zeigen, daf3 es auch fiir 7, und 7_
keine andere Wahl gibt und dafl das Paar ((75,7_;e,,e_), (wy,w_)) bei dieser Wahl auch
(T.0), (T:1), (T.2) und (7.3) erfiillt. SchlieBlich gilt auch 7.(e_.) = e, fiir € € {+, -}, da
ja me(e_o) = (wIlw_)(w2l(1)) = wIlp(1) sowie w_.(e)) = w_w (1) = p(1) und
wegen (F'Sx) auch (1) = ¢.(1) gilt, das heiit, das Quadrupel (74, 7_;e,,e_) steht nicht
nur in der Relation 77 zu (w4, w_), sondern liegt auch in = (F). Somit ergibt sich mit
Bemerkung 4.1 das folgende Lemma.

Lemma 6.4 Mit obiger Bezeichnung gilt ((74,7_;e,,e_), (wy,w_)) € T1(F) genau dann,
wenn ((pe, dv), (p_,0_)) € FS x FS ist. Dies induziert die folgenden Bijektionen
Rekorde(py') «— (T )\E und Rekorde(u=") = Rekorde(u,) «— (T )\ E-

Lemma 6.5 Sind  ((14,7-;e4,e_), (wy,w_)) € E(E) x O1(FE) und
(7€, el), (W, w')) € Ei(E) x ©:1(F'), so sind mit obiger Notation die fol-
genden bezden Aussagen aquwalent.

(1) Es gibt o : E— FE', so daf fiir alle e € {+, -} :

/ -1 / -1
T, =0T.0 ",e.=o0(e),w, = w0 ",

(2) (Mm CbE) = (/’L/U ¢/e)7 wE(GE) = wé(d) Jiir € € {+7 _}'

Beweis
Aus (1) folgt (2), da p. = v w ™" = (w_coV(ow ') = w_w ' = pe,
o = w_ w7 = (w_co Y (oro ) (ow ) = w_eraw ™l = ¢ und wl(e) =

woto(e) = we(e.) fiir € € {+,—} gilt. Umgekehrt gilt, aus (2) folgt (1). Denn
1—1 1—1 . 1—1 1—1

aus (i, = ,u+ folgt w'wy = w'” w_. Setze jetzt 0 = w'w; = w'” w_, so folgen

T = w’ gb’e L= w’ Tloa = w' Trw_ s’ = oromt wl = waw w! =

weo! und el =w" 1w’(e ) = w' " 'we(e.) = o(w,) fiir alle ee{+ -} q.e.d.

€
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7 Fortsetzungslemma und Existenz

Fir (ry,7—;er,e) € Zi(F) sei W(ry,7_;e4,e-) die Menge der Quadrupel
(B4, E_,w;,w_) bestehend aus Teilmengen F,, F_ von E und Bijektionen w, : E, — Ng,
fiir alle € € {4, —}, welche den folgenden Bedingungen fiir alle € € {+, —} geniigen:

( ) e € E; wee)=1;

(TP2)  7(Ee) = Eg

(TP.3)  we(re(e)) < we(e) + 1 fiir alle e € E;

( ) Ee (7o, w )™ C E—E(Taw—E)min?

( ) Ist e € Ee(7e, we )™ so gilt:

e eE_ & w_ () <w_(e) =€ € E & we) <we).

Bemerkung 7.1 Ist ¢ € E. (1., w.)™*, so ist e € E_. nach (T'P.A4), somit ist (TP.5)
immer wohldefiniert.

Bemerkung 7.2 Ist (B, E_jwy,w_) € W(ry,7_;eq,e_), so sind die Mengen FE., E_
nicht leer. Dies ist klar nach (TP.1).

Bemerkung 7.3 Ist (E,,E_,w,,w_) € W(ry,7_;eq,e_), soist E, endlich genau dann,
wenn E_ endlich ist. Denn ist E. unendlich, so ist auch E.(T.,we)™ unendlich, was aus
T. € Ely, und Bemerkung 2.1 folgt. Nach (TP.4) ist dann auch insbesondere auch E_,
unendlich.

Lemma 7.1 Ist (1., 7_;eq,e ) € Z1(E) so gilt: W(ry,7_;e4,e_) £

Beweis

Setze B = (13 )(es) und E_ = (7_)(e_), wy(riey) = 1+ifiri € {0,1,..., #E,—1}
sowie w_(7"e_) = 1+ifiir¢ € {0,1,...,#F_—1}. Dann sind sicherlich fiir e € {+, —}
die Bedingungen (T'P.1),(TP.2) und (TP.3) erfiillt. Da E (7., w.)™* = {77 'e.} =
{e_} = E_(te,w_)™™ aus (1) und w_.(e_.) = 1 folgt, ist auch (T'P.4) erfiillt.
Insbesondere folgt aus e € E (7, w.)™ die Aussage w_.(e) = 1. Sei jetzt ¢ € E_,
dann kann w_.(e') < w_.(e) nie gelten. Bedingung (7'P.5) ist also leer und gilt damit
trivialerweise.

q.e.d.

Lemma 7.2 Sei (1,7 ;ey,e_) € Z1(F) und sei (Ey, E_jwy,w_) € W(ry,7_5ey,e_)
mit endlichen Mengen E., E_, fir die E, # E_ also E_. € E. fiir ein e € {4+, —} gilt.

Zu diesem € € {+, —} existiert dann (E'_, E' ,w' ,w") € W(ry,7_seq,e) mit ' = FE_,
w’ w_, B D E., wl|, =w. und E enthilt genau einen 7.-Orbit mehr als E,. Ferner

—e

gilt die echte Inklusion E' _\ E! C E_.\ E..
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Beweis

Sei ein €, fiir das E_. € E, gilt, fest gew#hlt. Sei dann ey das beziiglich w_, kleinste
Element in E_.\ E.. Dann ist (.)(eg) N E. = () nach (T'P.2). Setze E! .= E.U(.)(eo)
und definiere w! auf (7.)(eg) durch w!(7i(eg)) = i +#E, firi € {1,...,#(r.)(e0)}, d.
h. eg bekommt den groften Wert. Da eg ¢ E' .\ E! aber ¢y € E_. \ E. gilt, folgt die
echte Inklusion E' _\ E! C E_.\ E.. Es ist jetzt zu zeigen, daf fiir das so definierte
(E', B ,w' ,w") die Eigenschaften (I'P.1),(TP.2),...,(TPs5) fir ¢ = +e gelten.
Die Eigenschaften (T Py.1), (T Pse2) und (T'P..3) gelten offensichtlich.

Zeige (T'P.A4)
Nach Konstruktion ist eg € E_ (7., w_)™". Somit ist
E!(1e,wl)™> = {eg} U E(Te, w )™ C E_ (7, w_o)™" = E!(1.,w’ )™,

Zeige (TP_A4)
Dies folgt aus der Inklusionskette
El (1w )™ = E_(T_c,w_o )™ C E(T_,w)™" C E!(7_.,w!)™". Die letzte In-
klusion folgt hierbei aus Bemerkung 2.4.

Zeige (TP.5)
Sei e € El(1,,wl)™ = {eg} U Ee(Te, w.)™ und € € E! = E_.. Ist e # ¢ so folgt
(T'P.5) wegen (T'P.5) fir (F,, E_,wy,w_). Ist e = eg so ist we(e) = #E., und damit
ist zum Nachweis von (T'P.5) nur ¢’ € E! zu zeigen. Da aber ¢y € E_. \ E. minimal
beziiglich w_. gewihlt ist, folgt aus ¢’ € E_. und w_.(¢') < w_.(e) sogar ¢’ € E..

Zeige (T'P_.5)

Sei e € ET_c,w" )™ = E_(T_¢,w_ )™, ¢ € E! und w.(¢/) < w.(e). Wegen
E (1t qw_ )™ C E, folgt ¢ € E. und damit folgt auch w_.(¢/) < w_(e), da
(TP_.5) fir (B4, E_,wy,w_) vorausgesetzt wurde.

q.e.d.

Eine Fortsetzung fiir nicht endliche Mengen F,, E_ kann es nicht geben. Dies folgt aus
schon daraus, dal w,,w_ Bijektionen nach N sind. Somit sind alle (E,, E_,w,,w_) €
W(ry,7_;eq,e_) mit nicht endlichen E,, E_ maximale Elemente beziiglich Fortsetzung.
Daf3 sogar E,. = E_ gilt, zeigt das folgende Lemma.

Lemma 7.3 Sei (1,7 ;ey,e_) € Z1(F) und sei (Ey, E_jwy,w_) € W(ry,7_5e4,e_)
mat nicht endlichen Mengen E, und E_, so qilt £, = F_.

Beweis

Nehmen wir an, es gibe ein € € {4, —}mit E_. \ E. # (). Sei dann €’ das beziiglich
w_, kleinste Element ' in E_, \ E.. Nach (20) gilt 7. € E!};,. Daher ist auch die
Menge E. (7., we)™* nicht endlich. Da w_, eingeschrankt auf E.(7.,w.)™* injektiv
ist, gibt es ein e € E (7, w )™ C E_, fiir das w_.(€/) < w_¢(e) gilt. Die Bedingung
(TP.5) fordert nun, dafl insbesondere ¢’ € E. gilt, was ein Widerspruch zur Wahl
von €’ ist. Wir haben somit gezeigt, dafl £, = FE_.

q.e.d.

15Dies ist die kanonische Auswahlfunktion. Jedes andere Element tut es genauso.
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Lemma 7.4 Fir (wy,w_) € ©O1(F) und (r4,7_;ey,e_) € Z1(E) lift sich jedes
(Ey,E_,wi,w_) € W(ry,7_;e4,e), mit By # E_, fortsetzen nach (E',E',w' ,w") €
W(rs,7_5eq,e-), d. h. es gelten: B, UE_ C E' sowie w' [y =wy und w_ [y =w_.

Beweis

Sei (Ey, E_,wy,w_) € W(ry,7_;er,e_) mit £, # E_ und folglich mit endli-
chen Mengen E,, E/_ gegeben, was aus dem vorigen Lemma 7.3 und der Bemer-
kung 7.3 folgt. Endweder landen wir bei dem gewiinschten (£, E',w’,,w’) nach
einer endlichen Anzahl von Fortsetzungen nach Lemma 7.2, in welchem Fall E’ ei-
ne endliche Menge ist, oder wir erhalten eine unendliche Folge von Fortsetzungen
(Ei,El w+, )eN mit (E1, B, wl,wl) = (B, E_,wy,w_), E! endlich, E! C EJ
und wl|p = w fir ¢ < j und € € {+,—}. Bilde (E), £’ ,w/,w") als induktiven
Limes dieser Folge, d. h. setze fiir € € {+, —}

E = |JE,

ieN
w, = limw!: E! —Np..
Wir werden jetzt (£, £, w') € W(ry, 7_;eq,e_) zeigen. Als erstes folgt aus Be-

merkung 2.3, da8 | J, E (Te, ’)maX = U,eN(EL (e, w) ™™ N EY) = E/(7e, w,)™™ gilt.
Analog folgt fiir die Minima mit Bemerkung 2.4 die Gleichung |J, .y B (7e, w" )™ =
UieN(E (1o, w" )™ N E* ) = E' (1c,w” )™ Jetzt konnen wir leicht die Bedin-
gungen (TP.1) bis (TP.5) fiir (£, E’ ,w',w' ) verifizieren. Aus e, € £, C E. und
wl(e.) = we(e.) = 1 folgt (TP, 1). Aus T(E!) = T€<UiEN E!) = UZ.ENTG(Eé) =
U,y B¢ =: E{ folgt (TP:2). Ist e € E] so ist e € E und damit 7.(e) € E} fiir
ein ¢ € N. Damit gilt w((7c(e)) = wi(r(e)) < wi(e) +1 = w((e) + 1 und somit
(TP.3). Aus E' (., w )max C E (1, w" )™™ fiir alle i € N folgt nun E! (7., w! )™ =
UieN Ei(7e, w))™™ C U, B o (e, w' )™ = E' (7c,w’ )™ und somit (TP.4). Sind
schliefllich e € E'(7.,w))™* und ¢’ € E’_so existieren 4,7 € N mit e € E! C EF,
e € B2, C E¥_und k = max(i, j). Somit gilt e € E*(r., w*)™>* = E!(7., w!)™* N E*
nach Bemerkung 2.3. Gilt jetzt w’ (¢/) < w' (e), so folgt wk (¢/) = w’ 6(e') <
w' (e) = w¥ (e). Damit ist die Voraussetzung von (TP.5) fiir (E¥, EF w* w")
erfiillt. Es folgen also ¢/ € EF C E/ und w/(e/) = wk(e/) < wk(e) = w( ). Da-
mit sind die Implikationen von (TP.5) fiir (£, E' ,w’,,w’ ) gezeigt. Hiermit ist also
(BB w' ,w'") € W(ry,7_;e4,e_) gezeigt. Da nicht E/ und £’ beides endliche
Mengen sein konnen, folgt nach Bemerkung 7.3, daf§ £, und E’ beides nicht endliche
Mengen sind. Nach Lemma 7.3 folgt dann £/ = E’ .

q.e.d.

Statt der obigen induktiven Definition konnen wir auch mit dem Zornschen Lemma schlie-
Ben [Lev79, Cha. V]. Dies ist moglich, da nach Lemma 7.2 und Lemma 7.3 maximale
Elemente beziiglich Fortsetzung nur von der Form sein kénnen, daf§ £, = FE_ gilt.

Nach Lemma 7.1 und 7.4 gibt es zu (74,7 ;e4,e_) € Z(E) ein (E',E wi,w_) €
W(ry, 7—seq,e). Ist nun (74, 7_;e4,e_) € Z9(F), so folgt aus (TP.2) und Bemerkung 7.2,
7.(E) = 7.(E') = E' # (), sogar F' = E, also existieren wy,w_ : F—>Ng mit
(B, E,wy,w_) € W(ry,7_5e4,e_).
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Lemma 7.5 Fir (wy,w_) € ©1(E) und (1,7_;ey,e_) € Z1(E) gilt (E,E,w;,w_) €
W(ry,7_;eq,e ) genau dann, wenn (wy,w_) zu (14,7 ;e,,e_) in der Relation T} steht.

Beweis
Es ist also zu zeigen, dal fir F, = FE. = E die Bedingungen
(T.0),(T:1),(7.2), und (7.3) zu den Bedingungen (T'P.1),...,(TP.5) &quivalent
sind. Fiir (7.0) und (7.1) ist dies klar. Zu zeigen bleibt (7.2) und (7.3).

Zu (1.2)
Es ist zu zeigen, daf8 aus der Inklusion E(7.,w )™ C E(7.,w_)™" die Gleichheit
E(1, w )™ = E(1,,w_.)™" folgt. Dies gilt, da fiir e € E(r,,w_)™® und {e'} :=
(t.)e N E(Te,w )™ aus ¢ € E(1,,w_o)™™ N (1.)e = {e} sofort e = ¢’ € E(7,, w.)™™>
folgt. Dabei ist (20) wesentlich.

Zu (T,3)
(T'P.5) ist offensichtlich zu (7.3') dquivalent. Da (7.3') eine Verscharfung von (7.3)
war, impliziert (T'P.5) auch T.3). Nach Bemerkung 2.8 folgen aus (7,2) und (7.3)
aber (7.3') und damit (T'P.5).
q.e.d.

Damit ist das folgende Lemma gezeigt:

Lemma 7.6 Ist (7,7 ;e,,e_) € E5(E) gegeben, so existiert ein (wy,w_) € O1(E), wel-
ches zu (T4, 7_;eq,e_) in der Relation Ty stehen.

8 Eindeutigkeit

€ 0,(F), so dafs
") in der Relation

Lemma 8.1 Ist (74, 7_;e4,e-) € Z5(E) und sind (wy,w_), (W ,w
sowohl (T4, T_;e4,e) und (wy,w_) als auch (74, 7_;e4,e_) und (W',

Ty stehen, so folgt (wy,w-) = (W', w’).

~)

Beweis
Sei andernfalls
ne :=min{i € Ng | w (i) # w/ (7))} und
Ac:={e€ E|wle) <n} ={ee€ E|wle) <nalso A, ={e e E|wl() =
w(e') fir alle ¢’ € E mit we(e') < we(e)}.
Dann gelten:

1. eee Acund n, > 1,
da we(e.) = wi(e.) = 1, und

2. 7.(A) C A,
da aus e € A, und 7.e ¢ A, die Ungleichungen n, < we(re) < we(e) +1 < n,
und n, < wl(re) < wl(e)+1 < n, folgten und damit w,(re) = w. (7€) = n im
Widerspruch zur Definiton von n.. Schlie8lich gilt auch
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3. AL, CA..

Sei ndmlich andernfalls e € A_.\ A, beziiglich w_, minimal gewihlt. Dann gilt
(to)e N A. = () wegen (2) und folglich gilt e € E(7,w_o)™™ N E(1.,w’ )™" =
E(Te,we )™ N E(1e, wl)™ da fiir ¢/ € (1.)e C E\ A im Falle ¢’ ¢ A_, ohnehin
w_(e),w (e) > n_e > w_(e) = w' .(e) gilt, wihrend im Falle ¢’ € A_,
die Ungleichung w_.(e) = w" (e) < w_.(¢') = w" (€') aufgrund der speziellen
Wahl von e gelten muf. Aus dem Korollar zu Lemma 3.1 folgt nun wegen {e’ €
E(te,w )™ | w(e) < wee)} C {e € E(Te,we)™™ | w_.(e) < w_(e)} C
{f € A | w_c(€) < w_c(e)} € A, und wegen 7.e ¢ A, die Bezichung n, <
we(tee) = min{n € N | ¢ € E(7, w.)™ und w.(e') < we(e) impiziert we(e’) <
n} < min{n € N | ¢ € A, impliziert we(e’) < n} = n, also n. = w(re) und
ebenso n, = w.(7.e) im Widerspruch zur Definition von n..

Nun folgt ) # A. = A_ = 7.(A.) = 7_(A_,) und wegen der Transitivitit von 7, ,7_
folgt Ac = A_. = E im Widerspruch zu unserer Annahme w, # w. oder w_. # w'’ .
q.e.d.

9 Satz und Korollare

Aus den vorangegangenen Abschnitten folgt jetzt der Satz:
Satz 9.1 Die Relation To(E) C Z9(FE) x O9(E) ist der Graph einer Bijektion.

Daraus wollen wir jetzt einige Folgerungen ziehen. Die erste wichtige Beobachtung, die
wir machen, ist, da E! auf den vier Mengen Z3(E) C Z;(F) und O5(F) C 04(F)
vertriglich mit der Relation Ty(E) C Z3(E) x O(FE) operiert, da die definierenden
Bedingungen (T.0), (T.1), (T¢2) und (T.3) invariant unter E!-Operationen sind, wie
auch die Eigenschaften der Transitivitdt und Konnexitidt. Die Gruppenoperationen se-
hen dabei wie folgt aus: 7. — o070 !, e¢¢ — oe. und w, — w.o ! fir 0 € E!. Be-
achte, da8 die E!-Orbits von ©;(F) gerade den Permutationen von M := Np vermoge
{(wyv Y wut) |ue B} « {(wi(e),w_(e)) | e€ E} «— w_w;" entsprechen,
wobei die E!-Orbits von O, gerade den konnexen Permutationen von M entsprechen, das
heiflt den Permutationen p € M/, fiir welche p({1,...,i}) # {1,...,i} fir alle i < sup(M)
gilt. Nach dieser Definition ist natiirlich (w,,w_) genau dann konnex, wenn w_w} " konnex
ist. In der Sprache von G. VIENNOT in [Vie82] entsprechen die Rekorde von w,w=" den
siid-6stlich beleuchteten Elementen von (w,,w_), und die Rekorde von w_w;' entspre-
chen den nord-westlich beleuchteten Elementen. Betrachtet man auf £ die Inversionsord-
nung von (w,,w_), die definiert ist als e < € < wy(e) > wi(e) & w_(e) < w_(e)
nach D. E. KNUTH in [Knu73, 5.1.1 Ex 11], so entsprechen die minimalen Elemente die-
ser Ordnung den Rekorden von w,w™' und die maximalen Elemente den Rekorden von
w_w;"'. Die oben etablierte Bijektion induziert also insbesondere im Falle n = #E < oo
fiir o, 6 € N nach Lemma 6.4 und Lemma 6.5 eine Bijektion zwischen den konnexen Per-
mutationen g von M = {1,...,n} mit #Rekorde(u™") = a und #Rekorde(n) = 3 und
den Isomorphie-Klassen von Quadrupeln (7,,7_;e;,e_) aus Z5(F) mit #<T+>\E = «
und #(7-_>\E = [3, wobei selbstverstindlich zwei Quadrupel (74,7 ;e,,e ) € Z5(F)
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und (7,7 ;€ e ) € Z3(L') als isomorph bezeichnet werden, wenn es eine Bijektion
0:E—FE mit7, =0m0 ', 7. =0r_0 ', ¢, =0(e;) und €. = o(e_) gibt.

SchlieBlich entsprechen die Isomorphie-Klassen solcher Quadrupel (74, 7_;e4,e_) € Za(E)
umkehrbar eindeutig den Isomorphie-Klassen von Tripeln (p., p_, x), fiir welche py und p_
Permutationen einer Menge X der Kardinalitdt #FE — 1 sind, die zusammen eine auf X
transitive Permutations—Gruppe erzeugen, und = € X ein beliebig, aber fest vorgegebenes
Element aus X ist, und Isomorphie zweier solcher Tripel (p;, p—, ) und (o', p",2’) mit
r e X, pp,p- € Xlund 2 € X', p/,p. € X' natiirlich die Existenz einer Bijektion
§: X — X' mit o' =¢&(x), plp =Eps& T und pl = Ep_&! bedeutet.

Die Menge aller dieser Tripel wird nach Definition 2.8 mit Ay(X) bezeichnet. Wird nun
fiir eine Menge F mit #F = #X + 1 eine Bijektion zwischen den Isomorphie-Klassen von
Quadrupeln (74, 7_;e4,e_) € Zo(F) mit den Tripeln (pi, p—,z) € Lambday(X) definiert,
indem man fiir jedes solches Quadrupel (74,7_;e;,e_) eine Abbildung n : E — X mit
n(ey) = n(e_) wihlt, die eine Bijektion zwischen E \ {e,,e_} und X \ {n(ey)} induziert
und dann x = n(ey) = nle_),

_ n(r(n~(y)) firy #a
p+ly) = { Briles))  firy—a

und

_ n(r-(n(y))) firy#a
p-ly) = { n(t—(e-)) firy =x

setzt.

Es ist klar, daf sich bei dieser Konstruktion die Anzahl der Orbits nicht verdndert. Es gilt
also fiir alle € € {4, —} die Gleichung #(p)\X = #(r)\E-

Anmerkung: Wenn #FE > 2 und (7,,7_;e,,e_) € Z5(F) gelten, so ist ey # e_ wegen der
Transitivitdt von 7, und 7_. Ist aber #E = 1 so gilt e, = e_ und Z;(F) = =Z5(F) sind
einelementig. Lambday(X) ist aber in diesem Falle leer. Fiir einfachpunktierte Mengen gilt

die Bijektion also erst wenn #X > 1 ist.
Wir erhalten damit also schliellich auch den in der Einleitung angekiindigten, die Frage
von J. ZENG beantwortenden Satz 1.1.
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10 Beispiele
Sei £ ={a,b,c,d,e, f,g,h,i} gegeben, und (w,,w_) durch
(abcde fgh (abcde fgh
w+—(281739645>und w_(543896172
definiert. Wir betrachten jetzt das w,—w_ Diagramm, d. h. jedes * € E wird an die

Position (w, (z),w_(z)) geschrieben. In diesen Diagrammen ist die Anwendung der Foata—
Schiitzenberger—Korrespondenz nach Lemma 6.4 besonders schén zu sehen.

(& (&

— N W T O~ 0 ©
e

— N Wl G|y -1 0 ©
Q

g g
12 3 45 6|7 8|9 123 456789

Ty = (caehig)(db)(f), e = ¢ 7 = (gic)(ba)(fhde), e =g
Rekorde(w,w”') = w_({g,b, f}) Rekorde(w_w') = wy({c,a,e})

Im linken Diagramm sind die 7, —Bahnen (durchgehend gezeichnet) durch senkrechte Lini-
en, im rechten die 7_—Bahnen durch waagerechte Linien (gestrichelt gezeichnet) getrennt.
74 fidelt E spaltenweise und 7_ zeilenweise auf.

Der Ubergang zu den Isomorphieklassen geschieht, indem wir die Menge E vergessen und
einen ungelabelten doppeltpunktierten Graphen beziehungsweise ungelabeltes Diagramm
zeichnen. Die Nummerierung ist auch im folgenden immer ,,franzosisch® zu verstehen.

Auf den folgenden Seiten wird die Bijektion auf den Isomorphieklassen fiir alle #F < 4
gemacht. Fiir #F = 5 werden nur die interessanten Fille mit (2,2) oder (3,2) Bahnenan-
zahlen gezeigt.
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X
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X X
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X
X
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X
X
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11 Tabellen

Im folgenden sind die Koeflizienten der Polynome C,,(«, ) fir 1 < n < 7 tabelliert. Dabei gilt Cy,(«, 8) =

Z?:l Z?:l(cn)i
Cq
Cs

Cs

Cy

Cs

Cy

gt
(1)
0

1

1
1
2 3
3 3
1

11
6
1
24
50
= 35
10
1
120
274
225
85
15
1
720
1764
1624
= 735
175
21
1

)

11
17

50
95
95
10

2
5
4
1

1

O OO~

35
55
20

74
91
37
35
15

1764
4158
3584
1449
280
21

10 1
10

225 8 15 1

437 135 15
262 50
50

1624 735 175 21 1
3584 1449 280 21
2744 889 105

889 175

105

Desweiteren sind die Koeffizienten der Polynome'C’n(a, B,q), dem g—Analogon, fiir 1 < n < 5 tabelliert.
Dabei gilt Cy, (o, 8,q) = >, Z;Lzl(Cn(q))i, ja'37. Das g—Analogon zihlt fiir die konnexen Permutationen
zusétzlich die Anzahl der Inversionen. Siehe z. B. J. ZENG in [Zen87].

Ci(g) = (11 ):=1(4q)
13 1 3
Cg(q) = ( 1; 2 ) = g
lels 1524 13
C3(q) = 1524 1423
13
110292817 19334736
o 19384736 184766465
Cal) = 172635 162534
14
11531451361251131019
114413812121112109948
Cs(q) = 112311710999867
19283746
15

)|

172
162

1

q5+2q4 q4+2q3
3
q

635 14

534

q6+q5 q5+2q4 q3 )

14413812121112109945 112311710999867 19283746 15

11351212112010249218127  1114109914815712¢ 18273645

1114109914815712¢ 1928576665
18273645

Es ist durch Blick auf die Rekursionsgleichung (%) sofort ersichtlich, daf in der ersten Zeile die Stirlingzahlen
erster Art und in der Hauptdiagonale von links unten nach rechts oben die Narayana oder Runyon—Zahlen
stehen, deren Summe die Catalanschen Zahlen sind. Dies ist auch von D. DUMONT und G. KREWERAS in
[DuK86] angemerkt worden. Das g-Analogon nach H. W. GOULD [Gou61] der Stirlingzahlen zéhlen bis auf
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den Faktor ¢" die Inversionen beziiglich der Rekord—Statistik. Erzeugende Funktionen fiir eine Zyklen und
Inversionen gleichzeitig erfassende Statistik sind bisher nicht bekannt. In [Ges82] konnte I. M. GESSEL
mit Hilfe der Foata—Schiitzenberger—Korrespondenz jedoch zeigen, daf§ die Inversions—Rekord—Statistik
und die Inversions—Zyklen—Statistik zumindest im Teilbereich der Involutionen iibereinstimmen. Es ist in
diesem Zusammenhang, daf die sich dabei ergebenden q—Analoga fiir die Catalanschen Zahlen verschieden
sind von den von G. E. ANDREWS [And87] sowie den von J. FURLINGER und J. HOFBAUER [FiiH85]
betrachteten. Es bestétigt sich also Andrews Behauptung, dafl g—Analoga gleich dutzendweise auftreten,
es oft kein kanonisches gibt. Auch die Binomialkoeffizienten sind zu finden, denn der ¢"—Koeflizient von
Cn(a, B, q) ist (a+ B)™. Eine Interpretation hierfiir ist einfach. Betrachten wir eine konnexe Permutation
auf {1,2,...,n + 1}, so ist die Menge der Rekorde eine Teilmenge von {1,2,...,n}, die die 1 enthélt. Zu
jeder dieser Rekordmengen gibt es jetzt genau eine konnexe Permutation mit n Inversionen.

12 Zugabe

Im folgenden wird eine einfache Interpretation der Rekursion

n—1

(%) Copi(,B) = (n+a+p)Cula,f)+ Y Cila,B)Cri(a, B)

i=1

mit dem Startwert Ci(«, 8) = af fiir den Fall 8 = 1 im Modell der konnexen Permutationen gegeben.

Beizeichnen wir mit KP, die Menge der konnexen Permutationen auf {1,2,...,n}, so ist #KP,41 =
Cn(1,1). Es werden also Abbildungen H} : {1,2,...,n} x KP, — KP,1, H} : KP, — KP,1 und
Hy? . KP; x KP; — K P gesucht, die die folgende Gleichung erfiillen:

KP, 1 =H'{1,2,...,n},KP,)UHYKP,)U U Hy" ™ UK P, KPy1 ).
1€{2,...,n—1}

Die folgende Reduktion liefert die gewiinschten Abbildungen. Sei eine konnexe Permutation auf
{1,2,...,n + 1} gegeben. Streiche in ihrem Diagramm die erste Spalte. Dadurch erhalten wir eine Per-
mutation auf {1,2,...,n}. Diese Permutation ist jetzt konnex oder nicht. Im ersten Fall sind wir fertig
und haben den Ersten Term der Rekursion identifiziert. Im zweiten Fall gibt es also ein k& < n, so daf} die
Permutation eingeschriinkt auf {1,2,...,k} eine Permutation ist. Sei jetzt das kleinste solche k gewéhlt.
Statt die erste Spalte zu streichen, fiige sie hinter der k-ten ein. Die so entstandene Permutation zerfillt in
genau zwei konnexe Komponenten, in eine Permutation auf {1,2,...,k} und eine auf {k+1,...,n+ 1}.
Ist £ = 1, haben wir den zweiten Term und bei £ > 1 den quadratischen Term interpretiert. Es ist leicht
zu sehen, daf} sich im quadratischen Term die Anzahl der Rekorde der Inversen addieren, im Fall (2) sich
um genau einen vergrofert und im Fall (1) konstant bleiben.

Beispiele: HY (3,5317246) = 46318256, HJ (5317246) = 61428357 und Hi*°(231,41352) = 72314685,
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