
Bla-HGAu-fgabet-ce.ch- Spektalsequenz :

EPL = HPV ,H9F) ⇒HPYIU.fr/--EPMFu-rqsOis-l1I4U,H9F)=lH9F)+lU)--O nach Vorksoy

F-
z
: 0 * ☒ *

9 ^ 0 AYU,ÑF * *

/ EN ,
FI IIIU, F) iFH%,F)

¥14
-

p

Das eiuzige nichttrivial Differential
,
das eine der •be eiongetrageeen

stellar beeiufhssen Kann
,

ist di?

→ EÉ=E = AYU
,
F)

F-% =É = cover dÉ

F-% = Ej" = her di
"

Also gibt es eine exakte Segueiz :

◦→ E → HYUN'F) oÑ%,F)→ EY→ 0 (a)

Der letzte Filtration>schnitt for F-3=11-310
,
F) ist F3ÉzF4E3=O

mit Quotient E3! ⇒ F- = FTÉ-> F-3=1+745-7 (o)



Die Filtration von E2=HYU
, F) hat die Form

11-46,F)=FTE=F1E22F2E2zF3E2=0
I \

Quotiata : EI E?&=Ñ44F) b.e)

→ Exaliksequaz ◦ → ÑYU
,
F)→ HYO

, f)→ F-% →0 (a)

(4) +(e) +101 vorkleben:

◦→ AYU ,F) → AYU,F)→ É(4ÑF) HMU
,
F) → HYU.FI

AIgabe2_
1. Seier F. G esh /E

'

,
-1

')
. Zeige, class

i* : Hogue.lt, g) → Hague / ix.F. ix.G)
""

(F.G)Nate' →sets Nate?,⇐↳(F◦i°, foil
f- (fu ,)jeq ,

→

ixf-f.is/fu)ueqbig-ektivist
.

kjek-h-i-6-k.su.eu fg :F→G mil i*f=i*g , also figu HUE.

Sei U' c- E
'

,
woihk ( U; -%U%⇔ET '

mit Ui EE
.

FWY pFNi)
fi ( 1%' 2 ↓7ᵗui=7%i
glut ->pgNi)tgkeili



⑧ heidi ◦ fu ,
= fu ;) ◦ IF he;D; = 1794.)◦lFHiDi=lGHiDi% .

Nach Garbenaxioen is (81%1)
,
GUY → Might) ijektiv .

⇒ fi =gu .

Also f=g .

Ejek-hvitit-seih-lhuh.ee c-Hague / i*F , i*G) .
For V

'
EE

'

wathk (Ui U
')i⇐ET

'

wit U; C-E.

Zeigezuuachst, class in Diagoanm
Flu ') -77 Fui)
fit 17 hui

ein roterMorphisms fu , earlier.

gÑY- niglui ) Eindatgkeitvonfui haben wir
Varsictl

,
das mess nicht ◦ben Schou gesehen .

in E lieges, wenn
U'€E' !
-

For i,jeI walk (Viji,→ Ui Y, Uj) ET
'

, Vijkc-EV-i.j.ieKekij

Nach Garber axiom ist GI.UiY, Uj) → ☐ G(Viju ) injektiu
for alle i,j ,

also

is-ls-j.MG/UijUj)-MGlViju)esauehi,j,KNachGarbaaxioen
ist Glu')=Eq( 7914-7 9148,0;D.

Koen position unit einer injektiven Abbildug aided Egalisatoras nicht,
also Glo ')=Eql 78147 7µg Ni;D)



FIUY→ intuit MFNiµ)501T¥ ijk
fu ! hui

•⇒
? ttijluhviju

GUY 7781417¥17. eylviiu)

f. 0T¥ µ,ʰui)°r=uʰviju)0 Soltior
"- Tu*or=TÉor

( soit# ◦ (Miho;)or = uʰiju) ◦ so#or
Also foktorisiert Miho;)or durch den EgalisatorGUY ran
so# und s◦ñ*

.
→ fu ,

existiert
.

Nun zeige, dass fu, uaabhayig von der Wahl der liberdeckey
ist

.

Seien U=(Ui → G)
⇒

und V=( Vj → U)j⇒ Zwei iberdhokeya.
Da bride eine geueinsameverfeiueruy haben

,
ist •BIA

U line Verfeiueouug vault . Damn Komwtierhn

Flu' /→MFN;)→ 75-147 Flu ')→ Fbi)

fair ↓
I

↓7ʰvj hui { 'ill 174.
oglu

'

/→Mjcgwj)→night.) GUY → tfglui)
Nach F-indwtigkeitvoufu-f.ir die ① bedeckingU ist

fviuifuiv
.



Nuu ist f-= (fu ,)u,eq, ein Garberhomomorphisms :
Sei v

' -4N '

in E! Wñhkeiueuberdeekeylvj# V4;
mit VJEE . Dann ist auch (Vj YU

'
→U)

;
eine Oberdecking .

Zu jedeanj wake eine Ñ bedecking (Uij → VjY ,
V)
;
unit

vi. c- E. Koenposition ergibt eine b-berdedkey
( Vij U)

;;
=/Uij→ Y.EU

'
→ d)

i.j

"

a kouwtiert
.

1*1

t
"
i

¥
Betoachte

IN) FWY

3,7 ¥
f. FN;)→ 7. Flui)

ti By Mit BAE tnhui} / hi
7.GN;) -79141¥

givyÉMhÉEgw,
Bs koenwtiertweyen (*)



By kocnwuihiert
,
Weil h ein Garbermorphisms ist

Ngs kouruwtiert nach Definition von fu'
, fu

Diagoanmjagd : Fail
# FLUD -%gluY-¥ in Glu;)
ist gleich

FADE. guy# guy-¥pgwi)
7-
*

ist iajektiu nach Garberaxiom ⇒ to , ◦4×1--4*0 fr ,
,

also f-tfoi.ie#EHeangae.(F , G) .

Was ist ix. f ?

Sei UEE
.

In der Definition von fu walk die triviabe Oberdeckg
LU U)

.

Flu)= Flu)

µ t.hu ⇒£-4

glut= gas

Also ist i*f= (f)
↳g- (4)uee=h .

2. Zeige , class for VEE der Morphisms FIU)→ (☒ i'F)IU) F)IU)

ein Isomorphisms ist . Er faktorisiert als

FLU) Is IPFW) _%(iPF+w) -8> iPF)#(v1 F)10



IPFW) = Colin FKD F-
Flu) → ✗ Isomorphisms

b-Hee
Ui> U ist initial

iudr-tndxktega.ie

Sei tu!→ U) c-T' eine U'bedecking von U . Zojedemi wakeice

(Vij → Ui
'

)je]
,

ET
'

wit Uij c-E. Dann ist

( Uij → Ui
'
→ v1;jeT

'

eine Verfiueroy von 10 ,!→U) ; ad

hiegt sager in T .

⇒ Cov
,-

IU) ist

kof.ua/iuCov-.lU).(iPFFlU)--lim-F-q.M.iPF1Ui)-s-siMjiPFlUi'xulf!))
wi→U)eT

'

KÉⁿᵈhis Eq / 7. iPF.lu;) iPFWijUj ))
Ni→U)ET [ ee

lie F-qlp.FM ;)⇒ Flu
.

beixlui-wk-TF-E.be
him FLU) = Flu) = IPFW)
Willet

→ P Isomorphisms . Analog arch g.
3. i *

ist voltreu nach 1
. und essential sorjektiv nach 2.

,
denn

for F C- She ist FI i*i1F c- in ix. ⇒
i* id Ñquivabnz.

Nach 2. ist i*i-1 ≈ /dshe , also ist il ein Quasiinverses 2-0 ix.



Alternative (und etwas geuauer) :

Sei ∅ : Hoult
,

i
* G) → Harsh@

(MF
, G) die Adjmktion .she

Weger Natirlichkeit ing gilt for Morphismen f. F-"* Ey, g:g→g
'
:

¢ (*g. f) = go A)
.

For F=i*G , f- id ergibt des

Olli*g) = go lid)=g◦y wit
g- Gliding) : i"¥G→G

derkoeiuheit
. g-gon

Hom 18,94 Hali"i*g , g.)

¥Ionli*gi*gY#
Yoneda

⇒ q* bijektiu kg
'
⇒ y : i"i*G→G Isomorphisms

Also haben wir uatirliche Isomorphism Fix→ ldsi.ae und

Idsa@→ i
*
it ⇒ i*

,

i
-1
inverse A-quickie .

Afgabe 3+4-
1. Sei C'

◦
→

•

eine injective Aoflosuy . Sei 1%9=0 for p≠0 .

Dann ist →I•• eine Carta -Eilenberg- Aoflosoy
Rif (G) = Hi (Tot /FI

"

))=Hi(_→⊕rIM__)
P+q=n
-

0 for
p-40



= Hi / - d-> FI°9ᵈ→ _) = Hi /FI.) = Rifle)
2. Sri C'

•

→I
"

eine Cartan - Eilenberg- Auflosuug .

FI
"

ist ein Doppelkompbx , also gift es eine Spektralsequenz
F- = FLIP9) ⇒ HPᵗ" (Tot /FI

"

)) = 112PMFIC)

mil d◦M : F-% → E%
""

dem vetikakn DiAeatial des Doppelkempletes
( bis auf Varzeichen)

.

⇒ EY = HR " (Eo) = H
" (EP;) = -11

"

/ FLIP •D=ÑFKP)
I

hj.at/.uonCP3.ErhaHeDoppelKeanphxFI"

wie obeu
.

Sei D
"

SeinTransportes,

also DM = FI"? Daw Spektalsequeit :

F- = DP9 ⇒ AMtold
"

)) = HP" tot IFI
•

D= RMF (C)
mit d:E◦P9 →Efim dem vertikaknDifferential von D

"

,
also deem

horizontals von FI!

⇒ E.PE/tP9lEo)--H9(EoRJ=H9(FI.P)*--FH9tIP)
Ad * : Mad Definition eiwr Carter- Eilenberg -Auflosug Siad able I

"
und

alle Verne 2-
" IF = Ker (I"P d-> I""P) iujektiv .

Sai B9I•P= im ( IMPd-> I"/
. Die exakte Sequaz



0 → 2-9-17→ I9P→ᵈB9HI•P → 0 spate, ok z9I•P

iujektiv ist , also I
"P= 7-" IP ⊕ B4"I°P und demit sind alle 139 IP

injektiv . Nocturnal for 0 → 139-IP→z9I•P → H9(I•P) → 0

→ z9I•P = 139 IP ⊕ 1+9 (IP)

⇒ I9P = 139-17+01+9(IP) ⊕ 139+1-1
P

und die Differentiate haben die Form
,,
I
•

Pspaltet
"

B."⊕ 11-9+0139+1→ 139%1+9+1⊕ 139+2
(Hy, Z)→ (2-10,0)

f- I.Phat die Form

→ f-B.
"
① FH9⊕FB9ᵗ^→FB%^⑥FH9M@ f-139+2
Hy,z) -71790)

⇒ H"(FEP) = FAYED
Also EP? = FH" (IP) und die Differentiate 4PM : Ef"→ EPH 9 Sind

induziert von den vertikaln Differentiates rani
"

.

Nach Definition einer Carta-Eilenberg- Aoftosuy ist #G-
• D)pmitd,

eine iujektive Aflosoy van H9(¢) .
⇒ EE" = HP

" /E.) = HP ( ( FHIE.is/--RPF(H9/ci))iuj-Aufl
. von

H'(d)



4. d
' / f. dgia-ndgml-dltdtndg.in _ ndgm)
= da ndfndgnn_ ndgm = 0

Ehler
1 C-K

×,,
ist Gabe von k- Vektorraunen

⇒ Ñ×µ=ÑR×µ Garbe von k- Vekteoroumen

Differentiate Sind auch k- linear → Rim Kempker von Garber van
•

K-veetorr-aumen.si R×µ → ]
"

Corton- Eilenberg- Avftosuiy
in der Kategoria der Garber von k-Vektorraumeu . Nach letztem

Semester Sind alle JM welk
,

also B- azyklisch . Wie bei

gewohwticher Kokomo logie Kann men Stitt einer Cartan- Eilenberg-
auch eine beliebige azyklische Aoflosuuy nehmen

.

⇒ Haizlxlk) = Alik,R%) -- Hit-1011 ?÷¥H) ist k-vekta.mn
.

5. lndvktionn nach m
.

m=0 : d.(f) = do / f-1) =df.ltf.cl#=dfm-o:dlf.dg.n-ndgm)--dfnldgin-adgm)i- fdufdgna _adgm)
M

=dfndgnn-ndgmi-f.dmldm-dgndgzn-ndg.nl/--dfndgra-ndgm



6. Spektralsequenz aus 2 .
: Ei" .=H9(X

,
R' ⇒ HPD:(XIK)

For q > n
ist F-9=0 nach Versohwiuduyssatz ran Grothendieck .

For p> n ist 52%5-0 , da Ñ×µ 6.Kal Frei von Ray n ist
.

⇒ F-7--0

⇒ EPI = 0 fir pig >Zu ⇒ F→P9=0 fur pig > 2h

⇒ For m>Zu Sind in der Filtration von EE Harm IXIK) alle Schnitt

trivial ⇒ HIRAM -0 form > 2n
.

7. Spektalsequenzaus 2 .

: Ei" = H'H, RI,a) ⇒ HELIX/K)

✗ glatt
, projektiv, R%u tokalfrei, also quasiKoheirent

¥2 dim EM < a ftp.q ⇒ dim
,
F-% <• YpgK

⇒ dim H1k)=É dim
,
EÉP < •

F-0

8. Gleich Spektralsequaauochwel + Blatt 5
, Afgabe}

Au_tgabe
1. (a) Jedi Progarbe ist ein Garbe out D

AN Morphiswas in@ Sind Isomorphism.

Davit ist jedeskoenuwtative
Quadrat katesisch

.

lusbesondeve ist ein Faserprodvkt for ☒±*←ʰ*

*
*das Di-gun e¥¥¥ʰ .

Sei FEPSHD und definiens × :=F(*)
.

For eine Oberdecking



(* * lie
≥ ,
-1-+0 bélrachte

FED→ niF(*) 175-1×1 ✗ *)
,j 9¥,9j

" " "
✗ ✗

I

✗
IE

Mit der Wahl der Faserprodwktewieobeu ist

SK) = (gix)i⇐ t.ly/iez=(e*xi)i,jc-I=Ki)i.jc-7-zlxi)iei-(9Y9iFj)i.jeI
Eisinger: Sei skt-sly.ba-hhic.CI .

(gi*Hic⇒=lg↑⇒ie≥ ⇒ g↑◦✗=g;y
⇒ x=§ii↑g¥×=⑨ii)*9i◦*y= Y

t.io#I:tisk)--tzlgitlH)iez--(9JIi)*gj*k)i,jez-- ( (9j9j^9i i.jet

=/ gi*×)i,jc± =-1,1g ,

# ×)ie≥ -- tis G)

s#iigeB Sei ki)ie≥E unit Tiki)i⇔=¥ Hie
≥
.

⇒ (✗
i)i,je≥= ( Gigi)*×j),;jez

⇒ (971×1×5-197)* (gjgi)*✗j=$j^↑xj Hi,j

⇒ × :=(giY*✗; ist uuabhéugig von

ic-7-sk-lg.it/iez--(gFl9iY*xi)iez--Ki)ieImGarben.axiom
ist erf-l.tt. ~> SHD - PSLD

.



Psh D F- G-Sets

F -- FED wit G-Operation
g.✗ =

*
✗

IF-4g)-(Fa _¥q⇒)
1--1*1 ist G-Maye, denn :

• e. ✗ = (e-1)
*
✗ = id* ✗ = ×

• g.tix)= (9-1)%-11×1=(4-151)%-4ghjYE-gh.ir

Flh) ist G-Equivariant :
Heem Voy

FIH ( g.×) - h#④
*
×)p*=w. (g-1*41*16-7 = g. Folk)

F Furktor ist Kher
.

G-Sets G- PS4D

X - E wit

# =X
,
§ : #→TEH

✗→g-1.x

☒f-it- (El.*→ᵗFy*)

Fx ist eine Prigarbe , dean
• ✗ = e'1.✗ = e.✗ =×

• h*g*x= hi! g-1.✗ = lghj?✗=§4*✗



Gf ist Prcigorbenhomomorphisms , dlnu :

@f) 1*1 / g*x) - f / g-1.x)=g?fH=g* ⇐f) 1*11×1
G Fuuktor ist Kher

.

GF = Idpsup , FG=ldG
-sets

⇒ PSHD und G- Sets Equivalent bogar isomorph
2. i

° :D→ e

☒-> G

1*-4*7-Pga:(✗↳✗g-
^) Rechtstransbtionmitg"

i-rmk-bor.io/9ki4h)--Pg-iPu-i--fiig-i-fgy-n--i7gh)i0stet-g: • (* * )i☐≠∅ 0 bedecking geht af (GPE>G)
IEI '

Tedes Pgi, ist bijektiu ,
-1--10 → IG G)

ie≥
svrjekt're

Familie
,
also ltberdeckuy .

o* In D ist nach ◦ been ☒

g¥¥
= ☒

.

i
◦ (*) × i°l*) = G x G =/ lxidc-G-G.pg-fxt-fi.ly))i°G),i9*1,1%1 PMG,fin

= (Ky) c-G-G : ✗g"=yh"} =/K, ✗g-1h) : ✗C-G) I G-- i%)
Th

→ Ferhat Faserprodekte
→ i° gibt Situsmorphisms E →D. Zeige, chess Varossetzcym



von Afgabe Zerfottsiud .

(a) ? Trev : Sei i%g)=i%)

⇒ g-t-pg.ie/--i9g)le)--i4h1le1--piile)--li1--sg--hi0voll:Seif:G-sGG-a-quivw.int
, g:=fle)

"
EG

.

Behewptuy : f- i°(g)
fk)=f(× . e) = ✗ He)=xg"=Pg→H=i%j) (x)

,

V-✗ EG

(b) SiiU=( * *lie≥ ein Familie in D. Das Bild outer i° ist

i%l=(G¥>G)
ice .

Alle pg,
Sind bijektiv, also ist i%)

genu
denn

eine ioberdeckug ,
wenn -1--10

,
also wenn Ueiueuberdeckug ist

H Sei ✗EG -Sets
.

Zu ✗ c- ✗ gift es ein Equivariant

Abbilduy & : G → ×
, grsgx .

→ (G ✗ ist eine surjective Familie , also eiuuberdeckey
wit Objekten, die von D herkommer

2. awudbw → She = ShD= G-Sets

A-tgab_* 1 . Y→ᵗz
¥ i -Top unit v.v ↳Kate Homeomorphisms

Sai yey
,

x=u(
y
)
,
E-ftp.F-sgibtumgebuyalfvony , Wovarz und

Un
,
Uz von × wit u : V0→ Un

,
v : W-1 Homeomorphisms



Sei V = @%)
"

/birth)= Vo nu" / bank)ay und

w = ( vlwo)
"

(Vanua) = Won v74 nuzl.az
→ u : V→Uns Uz und v :W→U

, nbz Homeomorphisms
⇒ f=v%u : V→ W Homeomorphisms

2. • Isomorphismem in Ex Sind Homeomorphism, also sarjektiu
• tlompositiou ra sorjevtive Families is-1 sorjektive Familie.
• Diagram.

Y↳ 2-# Y
"

in Ex
.

In Top /✗ ist das

Faserprodvkt YEY
'
= { ly, y')eY×Y

'

: fly)=gly' )) , Topologie iuduziert

von der Poedukttopdogieaof YXY ! Zige, das das in Ex tiegt, denn
ist es auch das Faserprodukt in Ex . Sei ly, y

'/ EYE Y
'
und

✗ c-✗ dees Bild unter der Stnkhrabbildug . Wikle Umgebungen Viva
×
,
die howoouerphsiudzubmgebugen 11 irony,

V
'
von y

' und

w von flyt-gl-ilobediejeweiligestnk-hrabbikhug.AM U;

Schneider → ◦BDA alle gleich . → f : V-> W
,
f
' :V→W

Homomorphism .

At VIV
'
= HV)nY¥Y

'
≤ Y±Y

' otter

Sind die Projektioua nach V
,
V
'

howoomorph
→ Hii/ c- 11¥

' ≈>VIV
'

> ×
,

also Y¥Y / c-



Sei je-k-tlbi-iuf.ee eine Oberdecking und V40 ein

Morphisms .

Sei ✗c-V
.

If;)⇒ ist sorjektire Familie , also

ist gkt-f.ly/fireiuic-7-undyc-Ui . ⇒ ly,x)EUi✗V mi-1

Tidy,x) = ✗
.

Davit ist (Uixv→V) eiesunjektiue Familie
,IET

also ein 0bedecking.
3
.
Die lukwsion einer ◦Harm Mega ist ein ↳Kahr ltoao-ouerphis.ws,
also ist Our ✗ eine Uutskategorie von % .

Sei ? :Qv✗→E×

die lukwsiou
.

Fist sétig :

• (Ui U )i⇔ ltbsdedhg in Our✗ ⇔ U = Ubi = Ujilui)
i i

⇔ (U; U) ; surjective Emilie, also libsdeckug in %
• Faserprodvkt von V

,
→U←V2 in Our ✗ ist

V1 nvz = {✗ ≤Y : ✗EVIE / Hy) Erik: ✗=y} =# Vz in

Test Vdcussetzwgen von 2.

:

(a) Our✗ und Ex Sind brides volt Uutolktegorien von -6pA, also
ist die lnkwsion voltloeu

(b) Siebe obey

(c) Hee✗ Zujeden YEY gibes Umgebvyavyrosyuud Uyvas
fly) wit f : Vy=> by . a) ( by kdyeysujekt.ie Familie
unit Uy C- Our ✗

.



Afgabe 2 : Sh Ex Ish@v11 = Sh X
.


