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Firallex € kist 1-z =2 =1z -1, also 1 € Z. Insbesondere Z + .

Seien a,b € Z. Fir x € k gilt dann z(a —b) = xa — xb = axr —bx = (a —b)x. Alsoist a—b € Z.
Damit ist Z eine additive Untergruppe von k.

Seien a,b € Z. Fir x € k gilt dann xab = axb = abzx, also ab € Z. Damit ist Z ein Unterring
von k.
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Sei a € Z mit a # 0. Dann gilt za™! = ¢ taza™" = a 'zaa™" = o'z, also a=! € Z. Damit ist

Z ein Teilschiefkorper von k.

Offensichtlich ist Z kommutativ, also ein Korper. Mit k ist auch Z endlich, also ist Z ein endlicher
Korper.

(2) k wird zu einem Z-Vektorraum durch die Addition & x k — k, (z,y) — x + y und die skalare
Multiplikation Z x k — k, (a,z) + az, die schon durch die Schiefkérperstruktur von k gegeben sind.
Die Vektorraumaxiome folgen direkt aus den Schiefkérperaxiomen.

Da k endlich ist, gibt es ein endliches Erzeugendensystem von k als Z-Vektorraum. Also ist n =
dim, k < co. Nun ist k = Z" als Vektorrdume, also |k| = |Z|" = ¢™. Es ist ¢ > 0, denn sonst wire
|k| = 1, aber k enthidlt mit 0 und 1 zwei verschiedene Elemente.

B

l-z=x=ua-1, also 1 € k. Insbesondere ist k, # 0.

Seien a,b € k,. Dann ist (a —b) = xa — ab = ax — bz = (a — b)z, also a — b € k,. Damit ist k,
eine additive Untergruppe von k.

Seien a,b € k,. Dann ist zab = axb = abz, also ab € k.. Damit ist k, ein Unterring von k.

Sei a € k, mit a # 0. Dann ist za™! = a laza™! = a lzaa™?

k, ein Teilschiefkdrper von k.

=a 'z, also a™! € k,. Damit ist

ke ={y € k=k"U{0}: yz = 2y}
={0}u{y € K :yz = 2y}
={0jU{y e k" :yzy "t =2}
= {0} U Stab(x)

(4) Mit Vektorrdumen iiber SchiefkOrpern Genau wie in (2) zeigt man, dass k ein Vektorraum

(= Linksmodul) iiber k, ist. Genau wie im kommutativen Fall kann man zeigen, dass jeder
Vektorraum iiber einem Schiefkérper eine Basis hat. Da k endlich, also endlich-dimensional
iber k, ist, hat man also k = k" als k- Vektorrdume fiir ein m € N,. Es folgt

m

q" = [kl = k,|" = (¢") =¢™ = n=md

Also d | n.



Mit Lagrange Da £k, ein Teilschiefkorper von k ist, ist k.0 eine Untergruppe von k*. Nach Lagrange
ist |kX| = ¢ — 1 ein Teiler von |k*| = ¢" — 1. Schreibe n = md + 7 mit 0 < r < d. Dann ist
g® — 1 auch ein Teiler von

(¢t —1)- quq” md—1)=q¢" —q"

Also ist ¢¢ — 1 auch ein Teiler von (¢" —1) — (¢" —¢") =q¢" — 1. Wegen 0 < ¢" —1 < ¢% — 1 ist
q¢"—1=0,als r=0und n =md.

()] = (K = Stab(z)) = (" : k) =
Keine Ahnung, wofiir (4) hier gut sein soll.

(6) Sei hier x ¢ Z, sonst klappt es nicht.
Nach (4) ist d | n, also ist X?—1 | X" —1 in Z[X] (Quotient ist 31 | X**). Wegen X" —1 = 1‘[ o

mln ~ M

ist @, ein Teiler von X™ — 1. Zeige noch, dass ®, nicht X% — 1 teilt. Dann folgt ®, | & Xd 1 Jetzt q
einsetzen, fertig.

Angenommen, es ist ®, | X4 —1 =[] mld ®,,. Die @; sind alle normiert und irreduzibel, also folgt
o, =@, fir ein m | d. Das geht nur fiir n = m, also n | d. Nach (4) ist d | n, also d = n. Dann ist

k, =k, also x € Z. Widerspruch!

(7) Ein Element aus k* bildet genau dann eine Bahn der Léange 1, wenn es mit allen x € k* kommutiert.
Das bedeutet gerade, dass es in Z liegt. Die Bahnen der Lange 1 entsprechen also den Elementen aus
kK*NZ=27".

Sei V' ein Vertretersystem der Bahnen der Lénge > 1. Da k™ in eine disjunkte Vereiningung der
Bahnen zerfillt, gilt dann
k* = L—Ij w(z)

zeVUuzZ*
= ) @)= > 1+ |w(x)
zeVUuzZ> xeZ* zeV

(8) Sei V. ={x,:1<4i<r} Nach (5)ist |w(z;)| =
d; # n, also ist d; ein echter Teiler. Dann folgt aus (7)
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lw(z;)| > 1 ist

(9) Hier braucht man zusétzlich ¢ # 1.
Wegen |¢| =1 und ¢ # 1 ist R¢ < 1.
la—¢ =(a—O@—0) = > —2qRC+ ¢ > ¢ —2¢+1=(g—1)°
Damit folgt |¢ — ¢| > ¢ — 1 (brauchen wir gleich noch). Wegen ¢ > 2 folgt |¢ — (| > 1.
(10) Nach (9) gibt es ein @ € Z mit a®,,(q) = ¢ — 1. Sei ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel tiber Q. Dann
ist @,(0) = [T,z sy (X — C).
qg—1=la|-1®,(q)| = la|-lg— ¢ Jla—¢'| > lal - (¢ — 1) - 1
i£1
Also ist a = 0 und damit ¢ —1 =0- @, (¢) = 0. Widerspruch!



