
Siegelsehe Modulvarietäten



Wiederholung : Symphektische Räume

Regel : Jede tsilinearform ist nicht ausgeartet .
Definition (Symplettischer Raum )
Ein quadratischer Raum V über Q heißt scgmphektisch ,
falls es eine Basis (ei) existiert mit

Sn=/ On ?→
„
o) für die Gram -Matrix Sn-- (Hei , ej) ) ,

wobei ✗ (× , yl = qlxtyl -qlx) - 9-(y )
Definition (Verallgemeinerte Sgmplettische Gruppe)
sei (Ky) symphektischer Raum .

Die verallgemeinerten
s-gmplektischefruppe-GSp.lv ) ist gegeben durch
Gsp (4) (H ={ gc-GL.LV) :Mgu , gut = vlglatlu , v1 , rlglcti}
Die Abbildung vi. GSPIYI → 6m , gtsvlgl ist
ein Homomorphismus .

Wir setzen

Split) -1kt = Kerl -v1

Bemerkung
Spfy) wirkt transitiv auf die Menge der

symphektischen Basen .

Beispiel
Für ✓= Ic

" und ✗ ( u,v1 = vtsnu gilt
Gspznlkl = { ( A B) EGLIN : 1-tc-ctA.BEÖB

,
C O

AO - BC - vlg ) In }
"

GSpikl-GL.tk) und spz.lk/--SLzlk) .



Das Siegels che Shimura Datum
Erinnerung : Shimura -Datum (G. X ) mit
• G reduktive Gruppe
• ✗ GIA) - Konjugationen Klassen von h:$-> GM
mit folgendem Axiomen

(Svs) : h c- ✗ ⇒ Hodge-Struktur auf LielGia ) definiert über
Adoh ist vom Typ
{ 1-1 , 01,10 , 01,4 ,

- 1) }
(SV 2) HEX : adlhli ) ) ist eine Cartan - In rotation auf 6¥
(SVS) Gad hat keine ① - Faktoren

,
worauf die Projektion

von h trivial ist
.

Weitere Axiome :

(SVV ) HEX : ad /Hill ist Cartan - Isolation auf GAME )
(SV 4) wj.com→ Gq ist definiert über ④

(SVS) Das Zentrum ZCIQ) ist diskret in ZVAFI
(SVG) Torus 2-

°

zerlegt sich über einen CM- Körper

Ziel : Konstruktion eines Shimura Datum , dass

( SVT ) - (SVS ) erfüllt .

Wiederholung:
✗
✗
= h / am

c- diese Definition ist wohldefiniert
,

da

unabhängig für das gewählte HEX.
• h (z) ✓ = z

-PE-9- v für ✓ EVP' 9- , 2-c-§



Konstruktion der Konjugation sklassen
Ab jetzt : Fixiere symphektischen Raum (KH )

Betrachte komplexe Strukturen I auf VCA) mit
41J u,]) --414 , v1 (*|

Definition

] heißt pesitinnbnzwnnegntit , falls

Iglu , v1 - Hu ,
]v1 positiv (bzw . negativ / definit ist.

Wir setzen :

• ✗
+
= Menge positiver komplexer Strukturen ] mit 1*1

. ×
-

=
" negativer "

j. GCRI

Die verallgemeinerte symp lettische Gsp (4) (R) operiert
auf ✗ durch Konjugation
(g , ] / ↳ g] g-

-

.

Stabilisator auf ✗+ ist durch

GCR)+ = {GEGCR) : vlgl >0}
Für eine symphektische Basis (et ; ) auf V definiere

Je
±;
= ± e-

+ i

Dann gilt
J? - id und Je✗

+

⇒ J bildet ein komplexe Struktur Abbildung equivariait
{

unter der
Wirhalten eine Abbildung
{ symphektische Basen von (4)⑤ ✗+

Wirkung von

Sp (4) (A)
SIR= Spaet (A) operiert transitiv auf ✗

+

GCR) operiert transitiv



Setze für JEX

h
]

: ☒→ GCR) , ✗+ iy ⇒ ✗ + y]

Dann gilt

hg]g- (z) = ghaglzlg
"

Dadurch können wir ✗ mit GCR) - Konjugationsklaven
identifizieren durch

J ↳ hj
Satz

Das Paar (6
,
X) erfüllt (SVT) - (Svb)

.

Beweis

(SVS) -1806) : Zentrum von G ist 0m
⇒ ist schon über ④ zerlegt und E-GIMIQ) ist
diskret in Af .

'

(sV4 ) : Erinnerung : hlztv-z-PE-9-vfiirv-VP.at
⇒ h (r) ✓ = rv Für ✓ c- V

-7° oder ✓ c-✓
→

⇒ Ham ist Multiplikation mit reh
⇒ klar definiert über Q

.

④ 21+543) : Siehe Milne •

.

(Svs ) : sei h c- ✗ und ✓+ = V
- "°
und V

-

=✓ "
→

⇒ hlz) ✓ = zu für ✓ EU
+ und hlzhlu > EV für ✓ EU

-

End /Viel/ = Homlvt , Vt /⑦ HanfVYV
-

/⑦ Homlvivt / ⑦Hannity

hlzl 1 Elz ZFE 1

⇒ (ie(G)= { f- c-Homlv ,v1 : rtlflul , v1 +✗(u , flut/ =OJE Endlvl
⇒ ist vom Typ (1,01 , 10,01 ( (Q1)



Abelsche Varietäten
Definition (komplexer Torus )
komplexe Mannigfaltigkeit M heißt Kemptener ,
falls es ein Z - Gitter A-EE" existiert mit
MEKKA

.

(Wiederholung :D-Gitter : freie abelsche Gruppe
vom Rang Zn .Bemerkung

Für einen komplexen Torus EKA gilt
H
, (MiB ) E -1

.

Durch den '

Isomorphismus MOX-1=6
"

erhalten

wir eine komplexe Struktur ] auf ✓=D☒-1 .
.

→ insbesondere auf H
,
/Mikl

→ erhalten somit eine Hodge -Struktur auf Hilmi
vom Typ (-1,01 , (O , -1 )

Definition (Riemann form)

Eine Riemmannnfomm auf M ist eine alternierende

Bilinearform Y :A- ✗A-→Z ,
so dass gilt :

(i) Mal]u ,Ju) = Xp / u, v1 Für alle nurER -1
Iii) Xp ( u, Ju) > 0 für alle u-1-0

Definition (Polarisierung /
Ein komplexer Torus AYA ist polarisiertes , falls

es eine Riemann form auf 0%1 existiert .



Satz

GTA projektiv ⇐ EVA polarisierebar .
Definition (Abelsche rarität)

Abelsche Varietät A ist einpolarisierbarerkomplexer-orus.me
Satz von Riemann

Der Funktor A ↳ H
>
(A ,
Z) ist eine Äquivalenz

von den Kategorien
• Abelsche Varietäten über E

• polarisierebare ganzzahlige Hodge- Strukturen vom

Typ (-701,101--1)

Erinnerung : Eine Polarisierung auf einer Hodge-Struktur
(kh) mit Gewicht n ist multi lineare Abb

.

t: Vr→ M mit

tlhlzlvn , _ , hlzlur) = (ZE)
- "%

. Elin ,-4 , - Vr )

Bemerkung
✗ nicht - ausgeartete alternierende R- Bi linear form auf✓

J komplexe Struktur . Dann gilt
HlJu ,
]) =✗(u ,v1

""& % positiv- definit
⇐
✗ Polarisierung von der

Hodge -Struktur (Kh)



Siegelsche Modularität als Modul iraum
Notation :

• NFIAI = HHA , ⑦
☒Af

• CV, 41 symphektischer Raum über

• KE Gsp (YIIÄ)
Definition

Ah, ist die Menge der Tripel (Ais , RK) mit
• A abelsche Varietät über E

- s ist eine alternierende Form auf HIA
, ) , so dass

s oder → eine Polarisierung auf HIA, ist
.

\

[

•

y ist ein Isomorphismus NVAFI→ Nett) unter dem
4

„ korrespondiert " zu ein Vielfaches von s mit

einem Element von A-¥
Definition

Isomorphismus A→A
' mit

(A , sinkt ← (Ais' ,NK ) ⇐> (i) s wird auf c. s' mit <c-
(ii) [K wird auf NK abg .

Satz

strickt⑦NIKA
[
Bijektion.

Shimuravarietäten vom Hodge -Tgp
Definition

Ein Shimura - Datum (G.X) ist vomltodgegpn , falls
es ein symplettischen Raum (KY) und einen

injektiven Homomorphismus f :G↳ GEH ,
welcher

✗ in ✗ (4) abbildet.


