
BK-H5-Ao-fgabel-Bewei-derkovariar.tn Form :

Sei F : E→ Sets eiulkovcria.tw/Fuukteo.Zeige, doss

y : HomEnce
,
sets)(↳ I

F) → F(✗) bijektiv is.

R- rlxlidx)

Es ist wirKlich ylzl C-FIX) :

y ist eine watertide Transformation h×=Hom-)→•F,
also eine Familie von Abbilduugen Yy

: Homely 4)→ FLY)

unit Vertréglichkeitsbedingwgen.
→

2x : F-udqX → Fat ~ WE FIX.

lujektiuitat : Seien z,
il : hi→ F uatirliche Transformations

wit y (2) = y (d) . Sei YEE und f : ✗→ ¥
. Weger

Natodidrkeit Kormmtiert

Home (XX) -1×1×1 Fk)

/ F-(f)f* ↓
Hour# 41=4×141 Fix

a

f RY



und analog for it .
⇒ Ry (f)

= 2µL foidx ) = @y◦f*) (idx ) =#%) lidx
= f-14 (ylzl) = FTH ( yld)) = _ = if

, (f)
Also 24

= dy . Das gilt fir alle YEE , also g-d.

Soojektiviteit : Sei ✗ c- FIX) . Inspired von ober. definiens
for YEE ein Abbithey %, :L.×lH= Honea, YI→ FLY)

f→ FIHK)

Zeige ,
class diese eine menhirlike Transformation 2

: 4×-0> F

bitten
.

Sei g:X→Z ein Morphisms . Es soll

Hanel✗it -1×144 FLY)

9*1 ↓ Flg)
Hocnelxizthxtz)→ f-E)

Rz

kouuwtieoen
.

④g) ◦ 4yd /f) = Flag) ( Flf) (d) = F(gof) (a) = zz( g. ◦f)

=¢z◦g*) 1ft .
thx

, F) witAlso ist 5-(Ry)Yee C- H%ru(e.sets)
y 121=2×1 idx) = Flick) (a) = id ⇒b) = ✗ .



For die under Form Sei F : E→Set, own koireuariart
.

Das gibtf:C → Sets Kovarik
.

How ( V. F) = Han (Hazfi), F : E->sets)
Funk, sets) Funk, sets
Koetoavw Koirevar

= Ha ( Home.pt/,-),F:EP-sS-e-ls)Fuul8P
, sets

Kovar
.

= Haruka;s⇒(hx, F) I F(✗)
Kovar



Autgabez
① Sei f : ✗→Y injektiv .

Seier gigi. 2-
→✗ Abbikbngen unit fog. = fog. . For

2-c-2- ist dawn flg, G)I = flgzlz)) ⇒ 9^1-4=942-1 , do fiujektiv . Also gigz und dawit

ist f-
*
: Hom IZ

,
×)=hz(✗/→ hz.LY/--Homse+sR-.Y)injektiv → f Monomorphisms .

Sets

Seijetzt f ein Monomorphismus . Seier ×, ✗
'
c-✗ wit fH=fkY

.
Ferdie biden

Abbilduwgeng:{⇒→×, *↳ ✗ und g
'

:{*}→* ,☒→×
'

gilt damn f*(g) = fog -_fog'=f*lgD .

Weil f ein Mouomorphismws ist, ist g=g' , also ✗=g(*)=g
'#=×! → f injektiv.

Sei f. ✗→Y surjektiv. Seien g, , gz : Y→Z unit f*gn=&☒gz, also g.of =gz◦f .

Fir yc-Ygibteseiuxc-Xmi-lfkt-y.rsgilytg, ◦f)1×1=(92%11×1--924) . Alsoge=gz .

Dami-1 ist f*: HouseyLYZ) -_ELY)→ h4✗)= Hours it) iujektiv. → f Epimorphisms

Sei jetztfeiuf-piworphism.us. Detiuierezwei A-bbilduuyen.gr , gz: Y→{0,1} durch

9^41--1 V-yc-yyga.ly/=fiYc-fk10yeflX).Dauuistf*gi-gif--gzof-- f-*gz ; also g.=gz , da f
F-piworphisuwsist. Also flX)=gE (1) =gilt)=Y und fist surjektiv.

② Sei f : A-→B ein injektiver Homomorphisms von abelsden Gruppen. 1st g. ◦f-get for zwei

Homomorphismengage: C'→A, sogilt das auch ab Gleichheit von Mengenabbilduuyen. Nach ① ist

gi-gz.in Sets,
also arch in Ab. Dawit ist f ein Monomorphicuns. Analog : surjektiv ⇒ Epi



Sei f : A→B ein Monomorphicmus von abelscheu Gruppen. Sei i : kerf→ A die lakhsion

desKerns
.

Dann ist foi = 0 = f ◦ 0
kerf→is kerf→* .

f ist Mononaphishers , also fohgt ; =O und dam,-1

kerf = 0.

Sei f : A→Bein Epimorphismus vouabelschen Gruppen . Sei IT:B→coke- f die Projekt-on auf

den Kokeru
.

Dann ist Ti ◦f-0 = 0°F
,
also -11=0 wegenEpimorphismus.

Da IT Sorjektiv ist,

muss cover f- = 0 getter ,

also f surjektiv.

③ lujektiv⇒ Monomorphisms und surjektiv⇒ Epi.morphisms wie in②.

Sei f :R→A ein Mouomorphisuws von Ringer. Sei 2[I]=Z[Xr : rekerf] ein Polycom-

ring wit einer
Variable firjedies Element in Kern. Defiuiere Zwei Ringhomomorphismen

gi.ge
:I(E)→ R durch gi-rmruudgi.TL-0.

Diese Homomorphismen existieren

und Sind eiudeutig nach universeher F-igenschaft der Polycomalgebra . Wegen

fog,)(F)= f-f)=0 = f-6)=/fog2) (Tr) V-r-ckerf.is/fogn--fogz.fistMonomorphisuws, also↑
revert

istgi-gz.firjedesrc-kerfgittdamitr-gntrt-gzt.TO , also kerf-0 und f iujektiv .

Sei Rein Ring ,
Ser multiplikativ und i. R→5^R derLokalisieruyshomomorphisms.

Nach universeHer F-igenschaftder Lokalisierouygibtes for RingeA eine bijective AbbiHung
i.¥ Howls"R, A)=>{f. R→A, f- (5)≤A} ≤ Hour(RA) . lusbesoudeoe ist



it:Hom(512
,
A)→Hom(R, A) iujektiv fir alleA. Also i Epimorphismus.

④ iujektiv⇔ Mouomorphiswws und surjektiv⇒ Epimorphismus wie in②.

Seif: G'→G ein Gruppen, epiworphismus und H = imf . Defiuierex:-#A)UH
.

Goperiertaf ✗ durch gtg'H)=§gYH und g*=☒.
Das gib-1 einen Gruppenhomomorphisms

y : G→Symx . In Symxgibtes auperdun dieTransposition e : ☒↳EH
,
EH↳ *

, gH↳gH

for g¢H.

Durch koujugatiou unit I erhñtl Sym✗ einen Automorphismus a:t↳-r⇒=-re.
Fir belt is 414

,
@a)14 c-Symx unit :

4141*1--4. * =* @◦g)141*1=-49140-41*1--40414)(eH)==kH)=*

ylh) leA) = h - H=eH HoylakeA) =-6614°-4611-1--44411*1=-4--1)=eH

ylhkgltt-h-gH-hg.H.ge/HKoqKh1lgH1---uylhk-)CgH)---oqlHlgH)--- (light- hglt, g¢H
¢1T

Also ist y /*= ay /µ und damnit yof =p/µ◦f= ✗◦41#of -- ✗◦goof . Weil fein Epimorphisms ist, ist

4--ay ,
also 41g/= @g) (g)= toggle for allegeG. Vor ahemgift :

glt-g.eH-ylgke.lt/=-coylg1o-cKeH)---oylgH(x-)=-(g*/=-l*)--eH ⇒geH.

Dawit liegtjedes ElementgeG in H=imf
,
also fsurjektiv.



Ee§abeI
① v ist e-tale

,
also lokal von EndlicherTyp . Nach Kirzuuysrgel ist auch f toKat von EndlicherTyp.

u und v Sind e-tale , also and formal e-tale. Nach Blatt 4
, Aufgabe1.2 ist f formal e-tale .

Zusammenfolgt f e-tale .

② ¢a)⇒/ nach Definition

/lb)⇒ Wegenf uuverzweigt ist 52*5-0 .

ErsteDifferentialsequent :

¥74s⇒is
- Day→0

8

Also ist y ein surjekt.ve Morphismus von lookat Freier
.
Garber auf ✗ von Rangd. Sei k

der Kern
.

For ✗EX hat
man eine exakte Sequent von

,

_ Modular
.

◦→ kx-skry.sk→(A)✗→0
112 112
d d
Qi Qi

Die Sequenzspatkt , da 0¥ frei, also projektiv ist. Also ist kxdirekter Summand von

od
✗× ,

also projektiv. DaOx,× toKal ist
,
ist k

× Sagar Frei. Der Rang ist d-d-0, also Kx =0 .

Da alle Hahne verschwiuden
,
ist k = 0

,
also
y ein Isomorphisms.

l⇔⇒/ Aus der ers-kn.DK/erentialsequenz-fIRy,s-iR*s-Rxy-s0folgtRxy--°, also

f (formal) uuverzweigt. Die Differentialsequence spatktauperdan : Das inverse von f*RyÉ



ist eine spatting. Da u glatt, also formalglatt is, folgt nach Vorksuuy , class f lokal formal glatt

is (der relevantSatz wurdewrf-re.ie attiresituation bewiesen, deshalb our 6k€ formalglatt) . Dami-1 ist f

iusgesañ toKal formal e-tale
,
also formal e-tale

.

Zuktzt ist v hokal von end/lichenTyp , also arch f.

Dawit ist f e-tale
.



Eulogised

① kerf

f-*
¥ᵗ

9↓j
coiuf→ imf

f-

coin f ist kokern von i : kerf -→×
,
also gibt es die natirh-de Projekton q:X

→coin f.

Nach Definition des Kerns ist foi = 0. Nach universeHer F-igenschafl von coimf faktorisiert

nun f eiudeutig durch ✗-9> coin f. Esgibt also ein eindwtiges I :c imf→Y wit f◦q=f.

im f ist dasBild von p: Y→ Coker f
,
alsogites die uatirlichelukbsiouj.im f→ Y

.

Nach Definition des tokens is-1 0=p◦f=p◦ Fog . Behcwptuug : Esgitlsogar 0=pof?

Es ist
→ coke.fi =0, also faktorisier-Q-couerfeindw-tigdurchcokerri-coimf.ES ist

aber p◦ [◦4=0✗→ cookers
= 0

coimf→ covers
◦

9 . Dawit ↳§ P° [= Ocoimf→cokerf .

Nach universeHer F-igeusohaftrouimf-kerpfa.ktori.siert [ eiudatig durch j
: imf→ Y

. Esgibt also

eineiudatigesf: coin f→ iwfmi-ljof-T.lusgesam-list.jo fog = 509 = f.

② In R- Mod ist im f-= Ker EY→cooker f) das klassische Bild und coin f-- Coker (Ker f->✗)#Nerf

Seien g :X
-⇒✗Nerf und j : im for>Y wie in ① .

For ✗ c-✗ gilt danu :

f-G)=j ◦ f-◦ g) (x) -_j( f- Kirker f)/= f- (✗+ kerf)

Diesesf :X/kerf→ imf ist ein Isomorphisms nach eastern lsoworphiesatz.



③ Beh : In E sind kerne die iblichen kerne ans Ab
.

For f: A→B in E ist kef-=/ac-A : fla)-0} Torsionsfrei als Uutermodl von A. Also

kerf c-E. Das erfo/Hackdie Universelle Eiyenschaft eines C-Kerns : Sei A in E

gegeben wit fog-0. Damn faktorisietg in Ab eindeity durch kerf→ A. Weil Evoke Unter-

Kategoria vonAb ist
,
ist das auch die eindeut.ge Faktorisiereuy in E.

Bek: heist B/{bets: nbeimf fir ein ne≥1103) Kokura von f

Sei F-{bets : nbeimf, neat03}
. Zeige BIT C-Ei Sei bite BIT einTorsionselement

.

⇒ 0=u(b+T)=ub+T
,
he21103 ⇒ abet ⇒ mnbeimf ⇒ bet ⇒ b+T=0

.

✓

To

Jett zeige, class BIT ein Kokan von fist. Wegen imf≤T ist die Komposition A→ᵗB→ BIT Null
.

Sei nun B#C' in Egegeben wit got-_ 0 .

Wenn GG)-0 , dawn faktorisiert geiudeutig durch

BIT und wir Sind fertig.

①Torsionsfrei

Sei bet
,
also ub=flat

,
u c-21103

, ac-A.n.gl/o)--glub)--glflaY--O--7glb)=0 ✓

E nicht abelsch : Betrachte f. I-2>2
,

kerf = 0 ⇒ coimetcokerq(0-2)=2

mil q : ≥%. cokerqf. =Macie : ]-n-to.ua. c-223--2.12=0 ≥⇒2 2-7≥
µ a ti → 11 a 11
coiwf-g.si.mf⇒ imqf = Kerl≥→01=2 unit j :≥ 2

. 2 ¥2
Also ist f- : coimf-2-R-imfgen.ae wie f die Meltiplikation unit 2, also Keiu Isomorphisms.



@R=<Ip? Beh: fiRsR hat in Kategorieder endlich-freien R-Model weder kern noch kokern

Vorbemerkung: For M,NE8, MERY, NERist Home(M.N)=HouleRY)=Home M=Rrsestendlich-

GreijberR.

Angenommen, that Ken K. Nach universeller Eigenschaft des Kerns gilt down

Howp(R,K)= Kery(Hom(RR)#Hom(1r) =KerR*(R) = PRECI

&as ist night endlish fiber R, Widersproch znr VorbemerKung!

Angenommen, thatKoken C. Nach universeller Eigenschaft des Koverns gilt dawn

Home(CR)=Keras(Homp(R,R)*s Hom(,R1) =Ke(R*(R) =PRE

Wieder Widesprech znw Vorbewerkoy!


