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Autyate WendeHoust, If an art0-141 X +0.Dasgist exalte Sequenz
·Homs(X,1)CHom(Y,1)( Howg(I,1)-O

Insbesondereist sunjektiv. Also gibt es ein 3:Y-I mitid=(s)=s01. ->sist Spatting von

O+I4x-O

*LinUsexalt ist Homsl,1) sowieso. zeige noc, class Monosarg Episgeten, down hat man Exaltheit.

Sei i:xYein Monomorphisnus. Wir branchen, dass Hom(Y,1)HOMX,I) surjectivist in Ab

Sei f:x-1, find also F:Y-I mit Foizitf=f.

Koustriere einen Pushout II inA. Esist X IIHY&I mono (f)ist der Morphisnus mitioliif=i,

To liD=-8), dewn: Sei g:2-X mitlisflog=0. 0 = Tholijfogzjog imovg=0

Mit Y2I:=coKerliff) what man live exalteSequenz 0+xYILI+0

zeigen jetzt, dass die Komposition Id,YAI*Y*I monoist. Seig:E-Igezeben wit

pol0, idjog = 0. Down factorisient 10, id) og = (0,0) durch Kerp =X. se
↓

O-XiYoIYyI-O
Egibt also eing:z-X mit (i-flog=(0idjog.

=>0= 0og=The 10, idjog =Molisflog = jog arog=0 =>g= Toloidjog=Tholi-ogf=0. Also poloid) mono

Jetzt ist po10,id) Teil eiver exakten Sequent OfIfaliyYI-Koken->0.Nach Voraussetzung gibt
es eine Spaltungs:YI+I. we supe(8id)=id



NachDefinition von pist 0= poliit = polio- (0,f), also policy)= pol0f).

Definiee urn I =YYAIYGI I). Dawn gilt

↑E=Foi = Sopo lid,0)oi = supo (i,0) = Sopo (0,f) = sopo (oid)of zidof
=f



#ubgoe) Nach Freyd-Mitchellist AetakteUnterKategorie einerModlWategorie -> Hechne wie in R-Mod.

*onefiKomph:

dia,b) = de5daa,dgbtfla))=Ida,dy(deb+fla)-fldmal) = (0,d52b+dy(61)-f1xd) = (0,0)

*Sequenz

Definiere Morphismen von Komplexen i:B-conef, i: b-x10,6) and piconef->AM), p4:(abra.

Das sind wirklich Morphismen von Kompkken:

(coi) (b)=de (0,b) = (0,dgd) =(odis) (b) (poddDa, b)=pada, cbtfld)) =-dda=dAns(pla,b)) = (anjpha,b)

Exaltheitist Var.

② SitM (ACT) ->H(B) ist holyendermaden Deschrieben:

Fine Klasse aws HIASD) wird von einen aCAM]"representient. Walk Urbid in conef)". Vende

dean. Wake Urbild in 141 Bilde Kohomologie Klasse

Hier Konkret: Sei (a]2H"(AGT) =H(A) mit azz"TA). Ein Urbildron a outer pist (a,0)2C. do

anwender gibt 7dna, flal) = 10,71a). Das Urbild water ist fla)cB""? Diezrgehorize Kohomologieklasse

ist 512a7)=[f(a] = #""If) ([aT).

&)El Seif ein Quasisomorphisms. Large exalteSequenz zvD:

-->HAG=H(B)
->Hilcome-> HYCAG] =>AYE

HCA) (HHnach@ HHCA) (1+()) nachE
x Iso

=>Hlonef) =O

*Sei conef azyklisch. Large exalte Sequenzzr8:



-

->Hilconef) -> HYAGT)LTIPHIB) ->AIconef)-HCA) nach@

=>Hlf) Iso

④ It Sei FiA+8 ein additiverFrukfor, den Quasisomorphismen ehalt. Sei (CCLA) exalt

Dann ist C-0 ein Quasisomorphisms, also arch F1C) - F10=0. Dennist

#(C)x H"C0 =0 ein Isomorphismus, alsot"(C=O firalln.

#Sei F:A+B exalt Sei Af>B ein Quasisomorphismus in Chd). Nach Bist come - exalt,

also arch Flconefl=coneFH). Nach Bist FIN ein Quasiisomorphismus



Autgate O O

↓
For n2O setze JElkDamn O-tkAY-z -O

Sex ...My ↓Iz
haben wireinweibes "commutatives 0 ->I-<]>K- 0

(id0) CO,id)
↓

Diagramm rechts mit exalten Zeilen. I He

Koustrierenun
4. Gistein Monomorphisms and [Pinjektiv, also existent ein

S: Y-> I"mit sof= 4x. Definiere nx:= (s, 42%): Y->J0=18K, also als den eindectgen

Morphismus uit TORyS, Tz0My= 1209. Das Kastchen rechts on by Kountient damit

direct. For das linke Kastchen:

TORyof= sof
=Mx =ThOlid,OJOx TIOyof:MzO =0=d,OSonx

=>2yof = lid,0)onx, also Komuntient das Diagramm

Nach SchlangenLemma ist 0 ->coVeryx->cokerny->cokernz->0 exact

d:IO->IVinduziert einen Monomorphismus : coindFindC>I"mit

coimd=IPerd=IYimex=cokernx. Analog gibts covernz->K".
C O

Pas gibt ein Diagramm
0 ->coterix ->coveryp -> cotey+&

Wende devauf die glick d
M

dif
-

0+ I->j-x-
Konstruktion wie oben art dEN dIN

-

·

DiesesDiagramm an. Das gibt g: coller 4.->J. Faure rehrsin so fort, run



O O

Ej: cokero" ->J' Zo erhalten. ↓ of ↓
0-X(Yz -70

Definiere dj:=16"->cokerd,, yunn). A Yoh Bat
0 ->1+3Kto

Damit erhalt man ein Diagramum rechts. dod
Sid,0)
dA dI

1 1
-> x+00-IoTh Ko,id)

Das Komuntient: For die oberen Kitchen ↓ ↓

wooddas oben pezeigt. For die anderen Kastchen betraete das Diagram links.

0 -> I" ->T*>K">O Diebeiden oberen Kastchen Komuctieren much

↓
0 >covercovet->cotndn->0 Schleger Lemmer, die outeren nach construction

At d di
0 -> I" j+k1> 0 vond' (sicle bowstrultion von y oben).

0->Y->J'istein Komplex: Am Autory isdjony=cokerny(3,5')
=0.

weiterhintan ist dod'=1)" ->covergu-coversy2) =0.
Koker yyforn

=0

In jeder Situation wie in der Artyabe sind O-X+I" and 0+Z->12 exakte Komplete and

0->Y->J istein Komplex. Auerde hat man wine Viorze exalte Sequent are dieser

drei Komplexen. Die large exalte Kohomologiesequenz teigt nun, dass auch 0-4-j

exact ist, also ist 5 line Autlosony vonY.



Age
⑪Hom7,DK) ist in VontravarianteFunkton von Abs nach Ab. Enije erst, dass Abfin nach Absin

geschichtwird. Genover: Zeige #Hom (A.QKL)=#A for A endliche abelsche Grippe.

Induction nach a=HA.

For n =1 isA=0 = Hom10,Q/x)=0.

For n>1 wable acAVO3, seidizorda>1.

-Exalte Sequent O+KIdA+ Al(a) tO.

&It ist injective in Ab, also ist auch O-Hom(Aka,QKL -> HomIA,Q/4) ->HomKL/d,QKL)tO.

Wegen #A(a) = Ecn ist #Hom (Aa),Q() = Each Induction.

#HomKLId,Q(t) =#(xeQ1: dx=0) =#(E4(z) = d
fr>f(1)

Also #HomLA,QKLItHom(Ild,OK).#Hom(Al(a),Q,(L) =d.E
=n

Obrigens: Man Kann sogar Hom(A,QKL) * A zeigen. Der Isomorphisms ist night natorlich in A and

derBeweis erfordent den Storktoosatz forendliche abelsche Gruppen.
Also ist F:=Hom7,QI) einFunkton Abi-AbSin. Zeige, class EF: Abs.-> Absin isomorph z

Id ist, down folst, dass F eine Equivalent ist.

Definiere evildAb->F" druck eva: A-FPA=Hom (HOm1A,Q,1),QK), axc(yy(a))·

Rechnen: evg(a) ist Gruppenhomomorphisms, evaistGuppenhomomorphisms.

Natirichkeit von evi



AcHom(Hom(A,Q(L),QI)
Sei v:A+B, acA. Zeige (***(evp(a) =evp(x(a)

4
↓
(*)* &afir Sei y tHom(B,QII).

*HomLHom(B,OI),Q( ((ev(l) (y) = (evalaop*)(y) =eva(a) (yox) =(904) (a)
eVB

ev(4(a))(y)=y(x(a)) = (y04)(a) -

Also Fnatolich. Schlieblich zeige, dass eveinIsomorphisms ist. Dafir yenigt, dass eva:A+FA

injectivist or all AtAbsic, dean nachoben ist #EPA:#FA#A (<8), also eva automatisch

bijekti

Sei acker evp. Dannist for alle 4: A+Q& ((a) =ev(a) (x) =0(x)=0.

Sei di-ordya. Dann gibt es einen injective Homomorphisms IldA, 12a. QKist eine injective

abelsche Groppe, also debent sich &ld FcQK, 12)as zocirlon B:A-1 mitbox= Po.

Nach oben istB(a) =0, also EtL= Po(1) =B(x() =P(a)=0 cQK2, alsoytI =d=l = a=0.

&Angenommen, asgibt eine Aquivalent F: Sets ->Sets. In Sets ist () einterminales

Object. Damitist auch F()) terminal in Sets: For jedes Y=FX in Bild rout loud das sind
S43 term.

ja bois and Isomorphic all) ist #Homset(Y, F(*3)rHomsets(,[x))*1. Einterminales Object in Sets
P

ist initial in Sets, also moss F((x3)=0sein.

Sei mon X line Marge mit mebials einen Element. Dannist&weder initial noch terminal, also isXFO and

F(x) =0.

*FHOMsets(343,X re HOMsetop(F(x)), FX) =HomSetpIO,FX) = Hom(FX,0)=0



③ Angenommen, F.Ab-+Abisteine Equivalenz. Weil Fvolltier ist, ist

EndoF(QEEndQEQ. Also isFIReine abelsche Groppe mit Eudomorphismencing Q.

Aut F(Q) ist Multiplikation mit nELL190] bijektiv, dean nEEnd EQl ist eine Einheit. Also ist F(Q) nicht

now line abelscheGroppe, sondern sogarein Q-Vektorram. Ware dimaFIQ)>1, wareEndFQ)

nicht Komutativ. Also dimF(Q) =1. E(Q) =0 geht offensichtlich nicht, also moss F(Q)*@getter.

⑫ist divisible), also injectivin Ab. Damitist QEF(Q) injectivin AbOP, also projektiv in Ab. Also ist Q

line Untergrppe(soyar directer Summand) einer freien abelschen Gruppe A. In Qist jecks

Element druck beliebige gavizezahlen t0 teilbar. In A gilt das nor for 0. In

⑰ Definiere F:Mr -Everton, Im*, n) > (k*aIMK").
Fist Funktow: Klar

Fist essential) sojektiv: Jeder endlichdimensionale Vektorraum hat fine endlicheBasis, isalso isomorph zo

einem K.

Fist volltrev: Nach Linearer Algebra ist eine lineare Abbilding K"->K"Multiplication miteiner cindering bestimate

Matrix.


