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Autyad O-FEEH -O exakt mit F welk. Sei he H(X). Definiere

M: =G(U,g): Uexoften, ye(U), B(y) = h/r3. Mist hallgeordmet durch (v,g) = (0,g):E Ueh, jlo =g.

Wegen (0,0)eMistM=0. Sei (Vi,glizCM eine Kette. Dann ist V:=UU; often. Auerdem is

for i,jzIoBdA (i,ji)=(uj, jj), also slow,Silvi=9::Silvious. Also verkleben sich die g; cindertigo einen

yeg(Umit gloi- 5. -> Blyllvi=B(gi) = hvi foralkial, also P(y)= hr. Paszeigt (8,g)cM mit

(v,g) = (Vigi) vi. Demuach KanndasLemma von Zorn art Mangewandt werden and liefert ein

maximales (U.g)CM. Ecige wun noch v=X.

SeixeX. Weil psurjelitivist, gibtes ein sexmit B(s)=hx.swird representient you jeEN) fro

Zine UmgebrigVronx. Wegenhx= B(5x)= B(ylx isth=B(j) art eiverUngebong vanx. Nach Verklineroing

vonVisoBdA also B(y) =hIr. Damitist P(gluer-glun) = nu-hluev=0.

Wir wissen, dass N(VeV,-) Linksexaktist, also ist O->FNeV)*Y(Ui2sH(Uer) exakt. Weil

each oben glowgluox hier in Kern romb liegt, ist plor-gloov= <(6) for ein SEFNeV)· Wegen

Welkhet ist f= FlurfireinJEFIV).

Definiere won y=j+c(f)eEN). Dann ist g'luv=jluor+alFluw)=Plunrc(f) =glver. Also verkleben

sich goudg'z jeGNUV).

Beh: B(5)=hvo, also WrV,J)CM.



p(y)(v=p(j(u)=p(y)=hhB(y)(v =p(y) =p(y)+p(x)y)) =hv+0r

Also ist (UrV,s)eM mit (UrV,j) = (V,g). Wegen Maximalitat vonl,g) ist (UrV,j)= (U,y),also

xeVQUuV =U. Damit liegt jedes xeX in U, also U=X.



Eogaez Kerax*,X

I fo If'
Vorbemerkurg: Der Kern von (x,8): (X((Y) -> (x'**) ist Kerp,YM

(orx IsVerb) uit Finduzierouf. Analog for Kolerne. Vor allem ist (x, p) mono (tO=Ver(a,p)= (vera-tVerB)

C) Vers=OnVerBE) a,Snono and (a) epic apepi. Five Sequent inBist gener dawn exact, wenu

sie for Start and for Ziel der Pfeile exact ist.

④ FEKer wind art folende Weisezr einem FraktorxA:For Objelite ist
Verf-E->Verf

Ker(X*(Y)=Verf. Ein Morphisms (x.p): (x(Y) ->(x'**') windgeschicht and ***
+ If

das indectige I, das das Diagramme rechts Vomuntativ ergainst. Analog for FECover ↓
1-> y)

Fine VorzeexakteSequent 0 ->((->() ->(-O ist
penow in Schlangenlemne-

B

diagramm, also erhatt man defer ein S,ikerf"=50"-->Ff' =colerf' and das Schlegelemma liefert

Exakthet von O+ F3'-F->F%"sF'+EftF"->0. Die hoeven S"setze and0. Dann

feblt for (F.S/ exalter 6-Funktor nor mock Natioichkitron S Ein Morphisms an exalten Sequenzen in

& sieht ina so aus:

0->z'-,zcz-0
It o

0-xTaxtaxco
ofwantto↳

O-Y5-51Y"-0
Calles Kommentient)



For die vorders Seite (8) sieht 8"so ars (motze Freyd-Mitchell, um mit Elementer, rechuen zo Kouna:

Forx'EKerf" wohl xeX mit a'K)=x" Wabl y'eY'mit by'= f(x). Dann ist yoim' = Sx").

Analog gets andder hinteren Seite (8). Beechue won 5y"A'll, wenn S") wie oben Koustrient words.

Wegen c'(y(x) =a"(a'(x) =4"C'l ist p() ein Urbild vonY"(x"). Wegen d(z'ly') = p(b(y'l1=p(f(1 =gly()) ist ely' sin

Urbild von gleAD. Also isSy"(x) = H() + imag

8(F%q,y)(x')) =8%y"(') =x(y))+ imj' =F((x,y)(y'+ imf)=F(u,y)(8())

Also ist 8% F%,4% = F'(4,4)08" and 80 ist natolich.

(id, f)② Sei (x**)<8. Danngibt es ein homutatives Owadrat rechts. Y** and x-X*Y

Sh e LTE
xtXOY sind Monomorphismen inA, also ist (lidf), id): (x(Y)-> (X-Y((Y) YY

ein Monomorphisms in 88. Zeg own noch FYOYEY)
=0 for us0. For n22 gilt das nac

&efinition von F. Fir n=1 ist F(XY*Y) =cover (X8YECY)=0. Also Fauslischbar.

③Koustrieve injective Objelite in 8: Der Fruktor 40: 8-A, (x+*NX hat ein Bechts=

adjugietes. For (**)=&, ZEA gilt

HomAIPo(xEY),z) = Houd(x,z1 = 92:X+Z: Tt=((0,0): (x=Y ->(70 =Homg(*Y,z+0).

Der adjungierteFunktor is also Io :Z2c 17x0. Nach Varbemering isto exact, also enhalt to Injective.

Domit ist (I->088 injectiv for IEA injective.

Jetzt nochmal for P.:0 ->A, (x->Y) ->Y.

HomAIP,(EY), z) = HoudLY, z) =90:Ytz:Rotating 9(ap): (*Y)->(7(z)]=Houg(*Y,z,z)



Also ist Ion+P mit Iod+8, EX1E*YE). Weil P. exact ist, enhat [on Injective and damit is

#I injectiv for ICA injective

Seijetzt (**)<58. Wable Monomorphismen in X<>Iondj:Y2>J uit I,JEA injectiv. Nach

oben sind I-Ound]*] injectivin J. Damitarch devenProdukt [*]#3. X.*<I]
fI LT

DasDiagramm rechts Kommentient and (i,jofund; sind Monomorphismen in A. Also ist TY

((i,j0f), j): (x->(Y) -> (IOJE]) ein Monomorphisms in 10 in an injectives Object. Also hat to

penogend Injective.

Sowol) (FYno als auch (R"FPnzo Sind universelle S-Frnktoren mit glicker State0. Also sind beide

isomorph. Insbesondere coler=FV=RIFO=R Ker



AcEgates
⑪ For einen R-Model Mist F(M) = Homp(A, M) ein A-Model:

Abelsche Groppeist likew. For YEFIM) and acA ist ay:x-> ((xa).

accF(M), demn (a()(x+y) =y((x+y(a) =x(xa +ya)=y(xa)+y(ya) =(xy)(x) + lacy)

(ay)(rx) =q(rxa) =r,y(xa) =r.(a)(x).

Modulaxioms:

· (a(y+4))(x)=(y+i)(xa) =y(xa)+p(xa) =(ay)(x)+(ax)(x) =(x+ap)(x)Xx -a(yrx)=ay+at

· ((a+b)y)(x)=y(x(a+d) =y(xa+ xb)=y(x)+q(xb) =(ay(x) + (by)(x)=(ay+by)(x)vx -(a+b)y=ay+by

· (ab)y)(x) =y(xab)=(by)(xa) =(a(by)() Xx - (ab(y =a(by)

· ((x)(x) =y(x-1)=y()vx+ 1y=4

Funktorialitat: Seif:M->N R-linear. Sei Ff: F(M)-> F(N), yrx fox. Ffist A-linear, denn

(F()(y+i) =fo(x+x)=(foy)+ (fox)=(Ff)(y) +(Ft)(n)

#f) (ay)(x) = (foac)(x) =f(ky)()) =f(y(xa))=(Ff)(c)(xa)=(a.(t)u))(x)vx-x(Ff)(ay) = a((Ff)(y))

ond Fgibt tatsachlich einen additive Funktor wegen

F(id)(x)=idog=y -> F(id) =id

F(fog)(x) = fogop=(Ff)(joy) = (Ff)((Eg(y) -> F(fog) =Ffoc

F(fig) (x) =(f+j)oy
=(ox)r (jox) =Ff(x)+ F((y) -> F(fog) =Ff +Eg.



Adjuulition: Esige HompIM,FN) =HomALM, HompCA,N)) = HompCM, N) = HOMCEM,NS for MEA-Mod, NERMod.

Definieredaz D: HomAIM,HompAN) ->HompIMN), frt fIf(N=(xrefIXU)) and

4: Homp(M.N) ->HompLM, Hemp(A,N)),greg)-1= (x->g7x)) Inf-Notation: 4=tpXa.gla.x)
D=fX.f(x)(1)

Es ist wirklich O(f) t HOmpCOM, NS, dema

8)(f)(x+ y) =f(x+y)() =(f(x)+f(y))() = f(x)() +f(y)(1) = O(6)(x) +O(f)(1)

8)()(vx)=f(rx)(x)=(r.f(x))()=f(x)(1.)=F)(r) =r.(f()(1))=r.P(f(x).
GHomp(A,N)

Fir xeMist(P(p))(x)= (ar>g(ax):A->N wirklich Eliner, dear

((y)(x))(a+b) =g((a+b)x)=(ax+ bx)=g(a+)+y(bx) =(P(y)(x))(a) +(Y(y)(x))(b)

(P(y)(x))(wa) =g(aX) =v.g(ax) =r.(P()(x)T)

Und tatsachlich ist 4(p) A-linear:

Y(y)(x+y)(a) =g(a.(x+y)) =g(axray) =g(ax),y(ay) =4(y)(x)(a)+4(y)(y)(x) -4(g)(x+y)
=4(g)(x)+ 4(y)(y)

Y(y)(ax)(b) =g(bax) =4(y)(x)(ba)=(y)Yg)()))(b) -4(g)(ax) =a.(4(g)())

8)und 4 sind invers zreinander:

Y(P(b))(x)(a) =P(b)(ax)=f(ax)()+Eya. f(x)(1) =(x)(1a)=f(x)(a) -PIP(f))=f

↑(Y(p))(x) =4(y)(x)(1) =y(1x) =g() -P(Y(y))=j

Also G+F

② Es gibt einen Ringomomorphisms ->A. Weil Ab=F-Mod genigend Injelitive hat, gibt es Ev

MEA-Mod einen Monomorphismus GMC,ImitIinjektiv. Als rechtsadjuugierter Funkton isF linksexakt,



also ist auch FGM2>FF Monomorphismus. Weil Gexakt ist, erhalt F Injective, also is

FICA-Mod injective. Find won noch MCxFGM Monomorphisms. Wende dazu 4von oben an

out id: GM- GM. Das gibt M FGM=HomyIM, HompA,M)), xx>(azcidlax=ax). Wenn i(x) =0,

dann gilt x = 1.x=i(x) (1) =0. Also i Monomorphismus. MCSFEMCIFI.



Artycel

① Weil jeineotene Einbetting ist, ist;F(V) = F(sN) for all Garben Faof U and VeU oten.

Damitist (iix,x()(V) = (ixx Lz/ (V) =E(i(V) =9* Fox. Man erhitt einen Morphisms

Epr*jilixx*vonProgarben gegebendurah &I and VEX and ->0 auf U4x.

Dasinduziert Ijixx and jusixx wegen Adjongietheit.

Feige, dass and allen Halen subjectivist. Weil xeX abgeschlossen ist, sind all Halme ran

ixE trivial, order deman x (Gabeist O af jederotunTelmagevan X1x)). Dort ist also nichts

zutrn. Anx sind die Halme (u*)* (Ex = * and (ixx(x=(ix+()() =m z =

Die Abbildung Sx zwischenden Halmen ist each construction f = fx. Art allen VExist fr:

&GraN)->(rix,x/N) scojektiv, also auch am Halm.

&Die GarbifizievaysabbildingEpi-E liefert 1: EpalU) ->IN). Sei IEIN) das Bild rou

+I devouter. Eserfillt wx=nGrallxeU. Wegen (50 -()(U)= E(U) ist nc(ju(U).

Sei selju,E)N. Beb: Vr=SxEV:sx=n) isoften. Sei XEVn. Wenn xeU, dawn ist

W=VnnU =(xeU:sx=n3=(x=0:(slu-z)x=09 = Uopplsio-z), also ist Ve eine Umgebung von

Venn x&U, down ist syeliv:zx=0, also n =0. Es istV:SxeV:S10] =UIsopps line Umgebuy voenX.

Also sind alle Un often. Wegen V=U,Vn and Versannahingand ist Un=0 oderVEN fir jedes n.

Insbesondere No=0 oder Vo=V.

Seixe VIU. Wieoben folgtsx=0, also EVs. Damitist Vo=O unniglich and VoiU moss getter.



Domit iss= 0 for all + EV, also s=0.

③D? n30: OER"istein abgeschlossevePrnkt. Jade Vangebrag UronO unfasstein B10), is0. Dann

ist BrlO) *Br(0)QU time Umgebung von O and Br() ist Ersammanhanged
xn>0

Varietat& positiveDimension: Sei xeX sin abgeschlossever Pont and Usx eine offen Umgebung

Walk in affin-otene Umgeburg V=SpecREX in U. Esige, dass & night lokal ist. Donn gibt es

neben xeiven weiteren abgeschlossena PrnKt yeV. W=V1y) ist down line attene Ungebung von x uit

WEVEU. Weil Xirreduzibel ist, ist die offence (dichteTilwenge Warch irreductible), also zosonumhanged.

Nach Noethernermalising istR eine endliche K(xi:<k.ed]-Algebre mit d=dimR>0. VCAT ist night

Lokal, also gibt es zwaiverschiedene maximale Ideal. Nach Lying-Over gibt es maximate Idal in R, die ober

diesen beiden liegen. Sie missen verschieden sein, also ist Ruicht loval.

Al. 1st eine Varietat -> folgtos vorigen Fall.

⑪ Sei piP-ixx and seP(U). Wenn NEU, dawnist plse(ixCE/(V)=0, alsop(s) =0. Wenu XEU,

down wable zosannahingad Umgebougen V,W von-mit WEVU. Nach &gibt es einen surgeritive

Morphisms pijwi**"x4. Weil P projectivist, gibt es ein p:P->jo, mit popip. Die Einschranking

(ix.x() (V) -> (x*(V) ist dieIdentitat, alsogilt p(s) = p(s)(=p(s)
=pltsIHTO.Damitispie

Hatte ShabA genjend Projective, down gabees in subjectives PIKix** mit projektiv. Nachoben ist

p
=0,alsoix,+=0G.


