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Aulgase1

① Sei VSpeck line officeoffene Ungebung von in Y. Nach Vorlesong istUVSpecs for eine endliche

B. Algebra J. Nach auspeichendum Verkleinern ven Vist sogar S frei als BModul, stwa SFR

=>k(y)"=RYGV(y) =Squ(y) =(x\90))"S

Weil Siber & endlich ist, ist der King oben endlich also
gonz uberde korper KCM) and damitselbstein

Korper. => (R1903T'S =Quot(s) =h(X) => n=dimy()(R1903)"S =[k(X):k(Y3] =d

Also SFRNonist XxSpecV(y) =UxSpeck(y) =SpecA mit A=SEK(y)
=RSOV(y) =4(y)

~ Arstd-dimensionals hSy)- Algebra

② HomburreyK, pr) E Hom(K(), nAISGHSfk(X) transcendent/k] EvVILAe
-TentsprichtfeRINe

Pi =ProjU[To,T] enthal diePrult 0.= (F) rnd 0: =(To) (interpretere +als F). Sei vein abgeschlossemer

Punkt auf X.

· (x) (50,0]: T indizierteinen lokalen Ringlomomorphismus OR,THOx,x ,
der eine Einsahranking von

k()=K(2)
**(X) ist. Wegen divt=203-29] istViGH) =0, also toCOTA). Als 10 Wale Morphisms

whalttoEinheten=> f=π#(t) e0x=vx(f) =0

· T(x)=0: Wie oben sibtes KHTH) =0PI,0*Oxxx. Wegen TeVII) ist f=+(t) e0x,x, also v() = 0.

SeiD.= zv().x10. Wendsuu arfy=0 an, on de Grad vonDzrbestimee



**Spec K(8) istdas Spektrum einer dedimensionalen KAlgebra A. Dann isAortinsch, also

Produktaller seiner Lokalisierungen an Primidealer. Anderersects istXISpec KIO) die Faser von

O unter H. Die Primidale von Asind also gerade die xeXmitT(x=0.

=> A=HyAx => Spec A=11SpecAx
=

Ae0x,XSpecA) =Ae0x+*XpiSpec)

!SpecOrSrceVicolil,ExGHA)
=SpeedanOx)

abgebilde

=> A =xM00x,=(t))

=> d =dim,A =EodimySEPNRZV().din,K() =V(.(k():k] =deyD+
· T(x) =0:Oben f dwrd f and Tdurch tersetzen ergistD.F.V(A). x =0 und deg = =d.

lusgesautist divf=zs,V(f).x =2yy(f).x -z-y()xIzN(A).x
=B

+-P. +0.



AuEpa2
&Sei D=Exx mit n= 0. Definiere einen K=Vektorroum V:=NT*Ox/Oxx, wobei TxCOX, ein Uniformisator

ist (dasheibt v(T)=1). Down ist dimnV=Edim ITEOx,x10x.x) = xdim k(x) = degD.

Nundefiniere line lineare Abbilding : H(x,OxD) ->X. Sei fEHPX.Ox(D)). For jedes xeX*ist much Definition wou

&(D) nx+kx(f) =0, also feT*Ox-K(X). Definiere damit x(f):=(f+Oxx)xex(X.

Bestimme non den Kern von A. Seifekert. Dannist faOxfiralle xeX, also fer,Ox). Damit is

Ker t= H0x,0x)= k eindimensional.

=>LO(X,Q(D)) =dimKert+rKt <1+dimV=1+degD.

&((x,0x(b))c- hO(X,0x()) -h(X,0x(D1) =z(0x(P))PEF(0x) + degD =1-y+ degD =A degD

&Es ist feH"(X,QDI)HOX,O EKAK, also entspricht feinen i: X->P (sicle 1.2). Schreibe

divf=D-D. mit D,D.IO, disjunkteTrager, deg D:=degD. =d mit d=degi. Wegen feH(X,Ox(P)

istO <dirf+D=DItD-D.. Weil Dr andD. disjonlite Trager haben, ist auch D-D. =0, alsoD- =D.
Kaly.abg.
=>x Vrational

Insbesondere ist deg-EdegDEN unddamit dE1. Auerdem dzN, da dja Grad lines Kurvenmorphismus ist

=>1=d=Ck(X)VIPT -> VlIP I((X)is+1s0 =) XIPis10



Argal3

① Xc= Prog D[To.F.,T2)/(TT*TzY). Eber 4sind all quadratischen Formen aquivalent. Insbesondere ist

(x,y,z)2xry*zaquivalent20 (,y,z)1xz-y? Unter einergenigmaten lineaven Transformation gehtalso TOIT-

aod ToTz+T?=>Xc =projC[To,T,]/(ToT+TY) =ProjC[XF,XY,y]=Prj K(X,4]M Serx,y) =1P
En (x):Sei Rein gradriester Ring and neIN*R*:=.O Rin ist der neroussering. Dannist

ProjR"Proj R.

Baweiside:Proj R'hatBasis arsden D.1) it fee'shomogen. Das sind die homogenen fat mit uldegf.

ProjBhatals Basis dieD. lt) mit GCR homogen. Wegen D(f)=D+(fY) reichen die f mit n ldeg f.

PT,p" (f)
=Spec Rij, Pr,n(f) =SpecRs). Rechnen zeigtR =Bg) and das vertraitsich mit

Lokalising. ProjP and Proj R" glich zusammengeklebt.

② X(R) =fitz]:Ho,te,teSER> 1310,0,013,otet·
homogene koordinate

PFU(IR) =([to:te]:(to,t(<1RY(((0,013) #8, etwa (1:0]C(1). =>XFIR

③ · geometrisa zusamul hingend:Xx=Pist zusammenhangend.

· Projectiv: X=V(T.T+TY)4-PR

· Kuove:Xist projektiv, also von endlichen Typ.Die ErweiterwigICDistendlich, also ganz. Nach GoingUp

istdimX=dimX=din c =1.

· glatt:TesterStandardiberdeaway.

Px,x(T0)=Spec(M[To,T,T]/(f))(T0)
=Spec (R[1,E,E]/f(1,E,E) =Spec IR[X,Y]/(x5Y+1)



JacobiWriterium: Jacobimatrix ist (**). Linksinverses daze is (EX. -EY) wegen (EX. -EY)(,)=-x=yE1

~DixCToSglatt. D,xIT)ond DxCTz) gehen analog mit permotieten Variable.

9=0: Der Morphisms it.OptixOx, deo ronder Einbetting X4PPherkoment, bildetzusammen uit

Opp(-2)>Opin eine Sequenz O -Opi2) ->Opi-xOx0. Alle Garden sind quasikoharent, also

Vanuman Exakthit orJeiner Eberdeaking tester. Wie oben reicht Plio), Test analog. Dort wird die

Sequenz O+RFTr,t].iRT,iJo-IIT/IfloO. Mitx=Fo, Y-E teste also

ExaKthitvon O -> To"ICX,Y)NR(X,Y) ->RCX,Y]/(***1) ->O oder alternativ vou

0 >RRCX,Y]ERCX,Y]-> R(X,Y]/(x*Y(1) tO Wnd do ist alles Klaw.

Additivitat der Eutercharakteristik: 0=7(O,n(-2)) - z(Onc) + F(ixOx8(Op(2))-z(Opu) +x(0x).

In der Vorksong woodeh"(PYO(m)) berechnet. Darausergibt sich 5)Op(ul)= (")Einsetzen:

0=(3) - (E) + (1-y()) = -g(x) =xg(x) =0.

#A ist flachiber K ond K-1 isinjective. Also istanch A: AEK +AQ:B injaltiv. Veil B multilerfrei

ist, ist A es auch.

Sei K=Quot A and sei ceKganzberA. Analog EU A-B istanch K-L:=K1 injective. Fasse also K

als Unterring von Larf. Als Element der B-Algebra List panz, dean eine Gathertsshiching for a ober A ist

aucheine iber B. Die Inklusion ACB induziert Quot A2>QrotB, inspesondere is at Quoti. Weill normal is, ist

xcB.

Zeige noch BrK=A in L, dawn folgt SCA. ist Kar. Fire Sei (Piliez line Basisvonetberkmit *EI,



&x=1. Dannhat jedes XCL line cindertige Darstellung als EEY**: mit y= 0 for fast all is Die Elemente

aus BSinddabei die mit yEAVi, die arsK sind die mit y=0 for it. EinztBeK het also die Form Y**

mityxCA. NZCA.



Argacet
&) Ein Lokal freier ModrLawSA=SpecACTT het nach Vorkswng die Form P mit Peinem endlich -

projectives KCT]-Model. DerRanyn des OP-Modr's ist dabei der Rangvon P. Als directerSummand lines

Greien Models ist Ptorsionsfrei, nach Struktursatz istPdem nach frei. Damitder Rang passt, moss PERCT
"

sein, also C=0

② Sei MEGLIUCTFT). Definiere folendermaten eine lokalfreie Garbe Em von Ranga arf PC: Schoeibe

#)E=VouU, mit PEEProjkCTo,T], Uo=DiCTo), U,=B(Tn) , TEE. Arf Uiist Orlocal frei von Rayn. And

Won=UoeU,verklebe entleng des Isomorphisms

ai(v=0=u", U17 =0=0alvor Vektorbindel von
Rang Y

Das Resultatse:EM. Beharptong: Mr. Eminduziert eine Bjection GIn(UST)(GL,MCFY)/GL(US3) nVBn(Pv

Wohldefinietheit: Seien M,NEGLn(KIT*Y]), N=UMV mit UEGLu(UCTS), VEGLn(UST]). Zeige EmEN.

Das Paar (Oi=k(): UTTT:0:, 0=455EUFT =0) ist ein Isomorphismus von

Klebedaten, dean folgendes Diagramm Komuntient:

vitOurIorUTE" McOEFFInaucooIn
Exverliest also to einen isomorphisms Em*EN.

Injectivitat: Seien M,NEGL(KCT*)) mit EMEN. Ein Isomorphismus EmFen hittert einen Isomorphisms



If: Emlu=0=0= Enlu, jEnv=0x0=EN'r). Arf Uon mussdabei das passende

Diagram Kommtieren, also Nog= foM.

-EArtBo=AriUTTY=Artus(VCTY=GLn(KCT), deshalb entspricht f einer Matrix UEGL,(GS).

Analog wird jz0 eiver Matrix VEGL(KCTY]) and as gilt NV=UM = N=UMVT-M.

Surjeltivitat: Sei FEVBn(P?). Nach gibt esIsomorphismen 4: Fluo*Or and 4: Fv.*00.

Sein die Komposition Oro FluOron Wie oben entspricht einer Matrix MEGG(KCTFT).

Dann Komutient Fluo- Fluor
eclohe
oror

nore
Over

Dasdedertet, dass (40,4): (Flo,Flu, Fluo=Flu) -> (O.OOA,0 ein Isomorphisms vou

Klebedaten ist Er defert einen Isomorphisms FIEm.

&Ars Hazewinkel, Michiel: Ashort elementary proof of Gothendieck's theorem on algebraic vector boudles over the projective

line.

Nenue M,NEGL(KCTITJ) aquivalent, wenn G((k53).M.G(u(KCT=3) = G((k()).N.GLn(kS]).

*irkhoff,S)Jedes Mist agrivaletzr einen eindetigen diag (T*)s mit de-Idn.

&er: Existenz

Sezunachist MeGCu(UCT*]) n M.(UC)). Inductionnachn. For n=1 is Mein Polynonf, das in

KCTF] inbaris. Ef= aTP mit acV=kCT7YEf-T



Sejetzt n> 1. Seip der normete 5pTder ersten Spattvon M.

=>gIdetMe KITETseUCTETT=faTY: acKT, wEK), also gET". DedinierewIM als dieses w

Unter allen Matrizen in GLn(UC*)nM(kC]), diez Maquivalent sind, wable ein M mit vail

maximal Ein Maximum existent hier, dean TVIdetM and Aquivalezimformonger andern die Determinate

woron Einheitenausk.wist somit durch diet-adische Bewertungvon detM beschrankt.

Seidi=w(M),

Als ein ggT dew eaten Spotte Kann man durch inverterbare Filenoperationen iber (ST] ars M eine

Matrix M'macher mit +*inder linken oberenEcke. Ravue damit de Restder Spatte her.

M - m - M=E1 - m=(
SeiN der(n-1)x(wx)-Minor gonz rnten rechts von M". Nach Induction ist N-N'witN'in dev

jewinschten Form. Dann m-m"=(E = ITEvETo mitdeEd

Beh: dade. Angeroumen, did. Notzezine inventierbare VCT]- Spatteroperation, un mithilfe dev

easterSpatt alle Monome von Grad d, in fezreafermen.

- m-(indNosy-SEETHETR
Dann istw(M) =d,+1< d =w(M). Widespochzor Wall van M! Also dide.

In M"votze won Filenoperation oberKCT], um die Grade derf, and <d;Er reduzieren, instesonder

a f <d. Dann wotze dieerste Spatt and KCTY] - Spatteroperationen un sie jazz entferwen

-> M- (++x)



Seiun MEGL(kCEY) beliebig. FirNGO is TOMeGLuCUCTIV]) n M.(UCT), also

TNM-diagIT"iron much oben-> Mediag ITMesith

Eindentgreit

Seien D= diagT*use and D'=diag IT*(ien mit dl-ldn and del-Id Sei amperden

D-D, also UD=D'Umit UEGL,(US]), VEGLu(UCT)). Art dem augeren Product

A(UCBY istown NUoN'D = ND'oNV. For ein[C91-n3, IFfinCinc-ciry Sei

et= exnern-neir, wobei e..en die Standardbasis on UCT*]"ist

SI:=91-,r3 und]<(1-,n) mit #JFr zunachst beliebig.
=Cement der

Dualbasis

TejoNUoND)(e1) =(ejoND'oNV)(e=
I

-oCell:BT,arsevy
Vistein Element aus KCT], dean NU schickt N(UC]Y nach NCUCTJY. Mit Uistauch

NU bjektiv. Inspesondere isNU(e) F0. Es gibt also ein] wit Uy50. Dana ist

arch by 50 and analog z0 oben ist vyEKCTY].
Ed

Uj T
=

vy
+3 = Edizzczdj

Dasglide Argument for die Gleichong UD'= DVTgibtEd<di. Damit is

Edi=tr,Gralk 1Iran, also died, forall

④ArsOundB folst, dass einF EVBn(Pr) isomorphistar einen eindetigen Ep mitD=diag IT*)nzien,



des-idn. Epentsprichtdem Kebedatom (000,000,00=0) =O lOr.,Or,,OvoE0u).

DamitistF=E=0E+1. Zeiga mn noch E,di = Opp(di).

EsistOpy(-d) =4(d) and damitOptdIv=T3(d)(0)TTF)-1=(ET =ST]

AnalogOp.td) I..= [T] Die Identifizieneng and on istgegeben druch TRCT*],T*K[T].

So sehen gerade die Klebedata for Ecars, also OpItd)=24 .

=> F =0Opdi)


