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4. Übungsblatt zur Vorlesung Zopfgruppen

Aufgabe 4.1 (Homologie von Bn) In Aufgabe 2.2 haben wir einen Morphismus ω : Bn → Z

definiert.

a) Bestimmen Sie ω(σk1
i1
· · ·σkn

in
) für Erzeuger σij und ganze Zahlen kj .

b) Zeigen Sie: wenn A eine abelsche Gruppe ist und ϕ : Bn → A ein Homomorphismus, dann
existiert ein Homomorphismus ψ : Z→ A mit ϕ = ψ ◦ ω. Kurz: abelsche Quotienten von
Bn faktorisieren durch ω.

c) Folgern Sie, dass die Kommutatoruntergruppe [Bn, Bn] genau aus den Elementen σk1
i1
· · ·σkn

in
besteht für die

∑
j kj = 0.

Hinweis: a) Nutzen Sie die Präsentierung von Bn um zu zeigen dass ϕ(σi) = ϕ(σj) für alle i, j.
b) Nutzen Sie die Charakterisierung der Kommutatoruntergruppe durch abelsche Quotienten.

Aufgabe 4.2 (Eine Zerlegung reiner Zopfgruppen)

In der Vorlesung haben wir Homomorphismen

ιn : Pn → Pn+1 und fn : Pn → Pn−1

eingeführt mit fn+1 ◦ ιn = idPn
(ιn is gegeben durch Hinzufügen eines rechten Strangs, fn

durch Entfernen des rechten Strangs). Wir setzen Un := ker fn.

Zeigen Sie, dass jeder reine Zopf b ∈ Pn eindeutig dargestellt werden kann als b′ · u mit
b′ ∈ Pn−1 und u ∈ Un. Folgern Sie, dass jeder reine Zopf b ∈ Pn eine eindeutige Darstellung
hat als u2 · · ·un mit ui ∈ Ui.

Aufgabe 4.3 (Eine Monoid-Präsentierung)

Wir schreiben die Potenzmenge einer Menge M als P(M).

a) Überzeugen Sie sich, dass P3 := (P({a, b, c}),∪) ein Monoid ist. Was ist das Neutralele-
ment?

b) Zeigen Sie, dass
〈
a, b, c | a2 = a, b2 = b, c2 = c, ab = ba, bc = cb, ac = ca

〉
M

eine Präsentie-
rung von P3 ist.



Aufgabe 4.4* (Eine unendliche Monoid-Präsentierung)

a) Sei H die Menge der surjektiven, monoton wachsenden Funktionen N→ N, die außerhalb
einer endlichen Menge injektiv sind. Überzeugen Sie sich, dass H bezüglich Hintereinan-
derausführung ein Monoid ist.

b) Sei P := 〈x0, x1, . . . | xixj = xj−1xi, i ≤ j〉M . Zeigen Sie, dass es einen surjektiven Monoid-
Homomorphismus ϕ : P → H gibt. Ist ϕ injektiv?

Hinweis: Setzen Sie ϕ(xi) = fi wobei

fi(m) =

{
m m < i
m− 1 m ≥ i

gegeben ist.

0 1 2

0 1 2 3 4

· · ·

· · ·

=

0 1 2

0 1 2 3 4

· · ·

· · ·

Das Bearbeiten von Aufgaben mit Stern (*) bringt Punkte zum Erlangen der Studienleistung,
die Aufgaben werden jedoch nicht bei der Anzahl der zu bearbeitenden Aufgaben mitgerechnet.
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