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Losung des 6. ﬂ'bungsblatts zur Vorlesung Zopfgruppen

Aufgabe 6.1 (Zopfautomorphismen)

Definieren wir

5. F, — F,
1 . .
Si18iSi+1 J=1+1
Sjrq Sit1 J=1
5; jAdi+1

Mit Satz 1.17 miissen wir nur verifizieren, dass 6;6; = ¢;6; fir |i —j| > 1 und 6,6;416; =
Gi+10;0;4+1 fiir alle 7. Die erste Relation ist einfach. Fiir die zweite iiberpriifen wir, dass
GiGi+10i(8j) = Gi410:G:41(s;)
fiir alle j. Auch dies ist wiederrum klar fir j # 4,4+ 1,7 + 2.
In den verbleibenden Féllen verifizieren wir, dass
Gi0i410i(8i) =Sit2 = 0i+10:0i4+1(5i)
-~ ~ ~ -1 ~ ~ ~
Ji0i+10i(5i+1) =S8;425i+15i+2 = Uz‘+10i0i+1(8i+1)

~ ~ ~ -1 -1 ~ ~ ~
Ui0i+10i(3i+2) =S8,425;415iSi+1Si+2 = 0i+10i0i+1(8i+2)~

In der Tat:
54 _ Si+1 5 Si4-2 ~ Si4+2
T 1 it1 —1 a; —1
Si+1 — 5i+15i5i+1 |$ 5i+23i31+2 — 3i+23i+15i+2
Si+2 Sit2 8;{2Si+15i+2 8;{25;1+15iSi+15i42
Si 5 Sq _ Si+1 5 Si42
i+1 0q i1 —1
Sit1 > Sit2 e Sit2 e Si108i+18i+2
-1 -1 -1 -1 -1 = -

Sit2 Si+28i+18i+2 8i+28i4+15i8i+18i+2 Si+28i415i+28;428i5i+28,128i+15i+2

Aufgabe 6.2 (Losung des Wortproblems)

Wir wenden sukzessive die Erzeuger an:

-1 —1 -1 —-1_-1
S1 S1 —1 S1528q 518387 1 518281 835159 53
g Ty g -1 91 -1
S9 S3 = S3 S3 5283 — 8378183
—1 _ _ _ _ _ _ — —
S3 S5 5283 Sg 18183 S3 182 83818318283 S3 181 53515254 8318183
sls3sf15515283315§13f1
'0_2) -1_,-1 -1
S3 So 535153 52853
-1 _-1 -1_-1 —-1_.-1_-1 -1
S3 89 8351 S3 5253515357 S3 So 535153 5253
-1 —-1_.-1_-1 —-1_.-1 —-1_.-1
_1 §18281 838189 §1 Sz S153515287 S3 S1S59 51

sglsflsgslsgsflsglslsg
—-1_-1 -1 _-1_-1 — -1 _-1_-1_-1 -1 _-1
S3 81 838189 81 S3 5153515257 838189 S1 S3 S1 83515287 S3 5153

und stellen fest, dass x(b)(s;) # s; fir alle q.



Aufgabe 6.3 (Geschlossene Zopfe und Zykel)

Wir nummerieren die Striinge entlang ihrer unteren Enden und betrachten b als Teilmenge von
D x I/(z,0) = (z,1). Offenbar enthilt jede Komponente von b einen der Punkte [i,0,0]. Wir
behapten, dass [i,0,0] und [4,0,0] in b verbunden sind genau dann, wenn i und j im selben
Zykel von 7(b) liegen. Ist m(b)(i) = j so verbindet der ite Strang von b die Punkte (7,0, 1) und
(4,0,0) in b, also die Punkte [i,0,0] und [4,0,0] in b. Sind umgekehrt die Punkte [7,0, 0] und
[5,0,0] in b verbunden, so gibt es eine Folge i = iy, ...,i; = j so dass der iste Strang (ir,0,1)
mit (ig41,0,0) verbindet. Dann ist aber 7(b)(i¢) = i¢+1 und 7 und j liegen im selben Zykel.

Aufgabe 6.4* (Armband)

Das Armband ist der geschlossene Zopf zu dem Zopf b = o1 1020{ 1020{ loy. Es zerfallt im
getragenen Zustand (also in D x S') in zwei Komponenten genau dann, wenn b konjugiert ist zu
einem Zopf ¥’ € By x By & By < B3 (d.h. einem in dem der erste Strang nicht mit den anderen
beiden interagiert). Fiir ein solches b’ ist der Pfad in D \ {z1, z2, 23} der 1 umlduft invariant
unter x(b'). Wire also b konjugiert zu b so wiirde x(b) ein Konjugat von s; festhalten. Wir
konnen also formulieren, dass das Armband in zwei Komponenten zerfallt genau dann, wenn
b konjugiert zu einem Element von Bs ist genau dann wenn es ein Konjugat von s; festhalt.
Wie das zu entscheiden ist, ist nicht so klar.

Was man aber ausschlieflen kann ist, dass das Armband in drei Teile zerfillt, denn dazu miisste
b konjugiert zum trivialen Zopf sein, also selbst trivial. Wir kénnen aber nachrechnen, dass b
nicht trivial ist:

~—1 ~—1

- - - ~ ~—1
G 71 Gy -1 a1 Gy —1 -1 -1 g -1 -1 —1 -1
So 3 S§3 > S3 3 83 8283 > S3 8183 3 83 89 838183 8283 F> 83781 S83581828; S3 S1S3.



