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1. I"Jbungsblatt
Prasenziibungen

Aufgabe P1.1 (Punkte im Quadrat)

Zeigen Sie: unter fiinf beliebigen Punkten im Einheitsquadrat gibt es zwei die Abstand hochstens
1/4/2 haben.

Hinweis: Verwenden Sie das Schubfachprinzip

Aufgabe P1.2 (Aquivalenzrelationen und Partitionen)
Es sei X eine Menge und ~ eine Aquiyalenzrelation auf X. Fiir ein Element x € X bezeichnen
wir mit [x] = {2’ € X | 2’ ~ x} seine Aquivalenzklasse. Zeigen Sie:

Die Mengen [z] fiir # € X sind nicht-leer, disjunkt und {iberdecken X. *)

Eine Menge von Mengen, die (*) erfiillt heifit Partition von X. Wir haben also gesehen, dass
{[z] | x € X} eine Partition von X ist.
Hinweis: Dass die Mengen [z] disjunkt sind bedeutet nicht dass [z] N [y] = @ fiir « # y, sondern
nur, dass [z] N [y] # 0 = [z] = [y].

Aufgabe P1.3 (Eine iiberabzihlbare Menge)

Fiir eine Menge X sei B(X) die Potenzmenge von X, d.h. die Elemente von (X)) sind die
Teilmengen von X.

a) Zeigen Sie, dass N X PB(N).
b) Zeigen Sie, dass N ¢ B(N).
c) Folgern Sie, dass N 5 B(N).

Hinweis: Fir (b) nehmen Sie an, es gébe eine Bijektion f: N — 9B(N) und betrachten Sie die
Menge A={neN|n¢ f(n)}.



Hausiibungen

Aufgabe H1.1 (Punkte und Schubladen)

a) Sei A ein gleichseitiges Dreieck mit Kantenldnge 1. Zeigen Sie, dass unter zehn beliebigen
Punkten in A zwei sind, die Abstand hochstens 1/3 haben.

b) Zeigen Sie: fiir beliebige funf Punkte auf der zweidimensionalen Sphére existiert eine
abgeschlossene Hemisphare, die vier davon enthélt.

Die zweidimensionale Sphire ist S? = {(z,y,2) € R? | 22 + y* + 22 = 1}.

(242 Punkte)

Aufgabe H1.2 (Potenzmenge)
a) Sei X eine Menge. Geben Sie eine Bijektion zwischen 3(X) und {0,1}* an.
b) Bestimmen Sie [B(X)| = |{0,1}¥].
(242 Punkte)

Aufgabe H1.3 (Verallgemeinertes Schubfachprinzip)
Seien X und Y nichtleere, endliche Mengen und sei f: X — Y eine Abbildung.

a) Zeigen Sie | X| = Eer ‘f‘l(y)‘ Hier ist f~1(y) = {z € X | f(z) = y}.
b) Folgern Sie, dass wenn | X| > m Y], es z1,...,Zm41 gibt mit f(z1) = ... = f(Tmt1)-
(241 Punkte)

Aufgabe H1.4 (Partitionen und Aquivalenzrelationen)
Sei P eine Partition von X. Wir definieren die Relation ~ durch z ~ y < 3B € P.x,y € B.

a) Zeigen Sie, dass & eine Aquivalenzrelation ist.

b) Zeigen Sie, dass die Konstruktionen aus (a) und aus Aufgabe P1.2 invers zueinander sind.

Explizit: fiir eine eine Aquivalen%relation ~ sei P., die Partition geméfl Aufgabe P1.2 und
fiir eine Partition Q sei ~¢g die Aquivalenzrelation gemif (a). Zu zeigen ist, dass fiir jede
Partition Q gilt P(x,) = Q und fiir jede Aquivalenzrelation ~ gilt ~p_)=n~.

(242 Punkte)
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