Erweiterter euklidischer Algorithmus

Eingabe: a, b

Ausgabe: x, y, g mit ax + by = g = ggT(a, b).
> o= |al
> = |b|

Gew) =(07)

Solanger; 20 (i=1,...):

> g = [Fi-1/1]
> lip1:=ri—1 modr;

> (ny) =) - (8 )

Ergebnis: X;_1, yi_1, i1

v

v



Beispiel

i 0 1 2 3 4 5 6
rr 234 84 66 18 12 6 0
g 2 1 3 1 2 1
x 1 0 1 -1 4 -5 14
yp, 0 1 -2 3 —11 14 -39



Analyse |

> ri_1/ri = q; Rest ri 4

> =l =g rmit0<riq<r

> rop>ry > ... >0~ Algorithmus terminiert nach hdchstens
ro Schritten (schlechte Abschéatzung).

» Sei N Anzahl der Iterationen:
rp>rn>...y=9g>rn1 =0.



Analyse |l

() =(rrn)- (90 und ()= (3t) - (9%)
Behauptung. g | a, b.

Beweis.

(ab):(foﬁ):(ﬁ f2)<
(



Analyse I

(i) =(n)-(9) und ()= () - (9 %)
Behauptung. Fir jedes i qilt

a-xit+b-y=r
Insbesondere a- xy + b- yn = ¢.

Beweis.
Genauer:

(a5) (i) = ()

Induktionsanfang:

(a5)- (303) = (ab)- (39) = (ab) = (0 1)

O



Analyse I

(i) =(n)-(9) und ()= () - (9 %)
Behauptung. Fir jedes i qilt

a-xit+b-y=r
Insbesondere a- xy + b- yn = ¢.

Beweis.
Induktionsschritt:

(ab)- (1)

(@) (5 3) - (9 %)
= () (9)

:(firi+1)

O



Analyse IV

Behauptung. ggT(a,b) =g

Beweis.
Wir wissen schon g | a, b. Zu zeigen: wenn h | a, b, dann h | g.

Aus h|a,bfolgth|a-xy+b-yn=g. O



