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Riemannsche Geometrie

2. I"Jbungsblatt

Ubung 2.1 (Konstruktionen von reguliiren Flichen)

a) Sei f: R? D U — R glatt (U offen). Zeigen Sie, dass der Graph

{(x,y,z) | (x’y) el,z= f(x’y)}

eine regulére Fliche ist.
b) Sei a: R D U — R%t — (2(t),y(t)) eine regulire Kurve, die die z-Achse nicht trifft
(y(t) #0). Zeigen Sie, dass der Graph der Abbildung
p:RxU —R3
(0,1) = (2(t), cos()y(t), sin(0)y(t))

eine reguldre Fldche ist. Sie ist die Rotationsflache, die aus o durch Rotation um die
x-Achse entsteht.

c) Sei f: R* DV — R glatt (V offen) und a € R ein regulirer Wert (d.h. wenn f(p) = a,
dann df, # 0). Zeigen Sie, dass die Niveaumenge

F @) ={(z,y,2) €V | f(z,y,2) = a}
eine regulédre Fliche ist.

Hinweis: Verwenden sie fiir (¢) den Satz iiber die inverse Funktion dhnlich wie in Propositi-
on 2.4.

Ubung 2.2 (Metrik)

Sei S eine reguliire Flidche. Einer stiickweise glatten Kurve a: [a,b] — S (von a(a) nach a(b)),
die nur in den Punkten zy = a,z1,...,T,—1, T, = b nicht glatt ist wird die Lénge

Ua) == Z / m VI () (2)dt

zugeordnet. Zeigen Sie, dass durch

d(p,q) = inf ~ (y)

v Kurve in S
von p nach ¢

eine Metrik auf S definiert wird, d.h. dass gilt:

(M1) (Definitheit) d(p,q) > 0 und d(p, ¢) = 0 genau dann, wenn p = ¢,

(M2) (Symmetrie) d(p, q) = d(g;p),
(M3) (Dreiecksungleichung) d(p,r) < d(p,q) + d(g,).

Hinweis: (M2) und (M3) sind einfach. Fiir (M1) wihlen Sie £ > 0 so, dass dgs(p,q) > ¢ und
folgern Sie, dass d(p, q) > e.



Ubung 2.3 (Extrinsische Kriimmung)
Sei E = {(x,y,2) € R® | 2 =0} die Ebene und Z = {(z,y, 2) € R3 | 2% + y? = 1} der Zylinder
(vgl. Aufgabe 1.3).

a) Zeigen Sie, dass die Abbildung F — Z, (x,y,2) — (cosx,sinz,y) eine lokale Isometrie
ist.

b) Bestimmen Sie die mittlere Kriimmung und die GauB-Kriimmung von F und Z an jedem
Punkt.

¢) Folgern Sie, dass die mittlere Kritmmung keine intrinsische Grofe ist.

Hinweis: Zu (b): was sind die Hauptkriimmungen?

Ubung 2.4 (Stereographische Projektion)

Wir betrachten die Sphére S = {(z,y,2) | 22 + y? + 22 = 1} mit Nordpol n = (0,0,1) und
Siidpol s = (0,0, —1) sowie die Ebene H = {(x,y, z) | z = 0}. Die stereographische Projektion
i S\ {n} — H bildet einen Punkt p auf den eindeutigen Schnittpunkt der Geraden durch p
und n mit H ab. Die Projektion 7g: S\ {s} — H ist analog definiert.

a) Zeigen Sie, dass m, und 7, Homdomorphismen sind und verwenden Sie sie, um Karten
fiir S zu definieren.

b) Zeigen Sie, dass 7, keine Isometrie ist.

¢) Eine Abbildung ¢: S1 — So heiit konform oder winkelerhaltend wenn es eine glatte
Abbildung A: S; — R* gibt, so dass

Ip(v) = N (p) L) (dip(v))

fiir alle p € S und alle v € T,,(S1). Zeigen Sie, dass m,, konform ist.
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