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Riemannsche Geometrie

7. ["Jbungsblatt

Ubung 7.1 (Sphirische Scheiben)

Zeigen Sie, dass die Fliche von Scheiben
S2y = {(z,y,2) |2 + 2+ 22 =1,a < 2 < b}

fiir —1 < a,b <1 nur von der Dicke |b — a| abhéngt.

Nutzen Sie diese Rechnung um folgendes Riitsel zu l6sen: In einem flachen, kreisrunden Kuchen
vom Radius 1 ist eine Miinze vom Radius 1/100 horizontal versteckt. Wieviele gerade Schnitte
braucht man, um die Miinze zu finden und wie sind die Schnitte anzubringen?

Hinweis: Fiir diesen Zweck ist die Karte x(z, ¢) = (V1 — 22 cosp, v/ 1 — 22 sin @, z) geeignet.

Ubung 7.2 (Geoditen auf Rotationsflichen)

Seia: RDU — R2,t +— (z(t),y(t)) eine regulére Kurve, die die x-Achse nicht trifft (y(¢) # 0).
Wir betrachten die Rotationsfliche R mit den Karten

x(r,0) = (z(r),y(r) cos(), y(r) sin(H)).

In der Vorlesung haben wir ausgerechnet, dass die Metrik in diesen Karten gegeben ist durch
g = (')* + (¥)% g12 = g21 = 0, ga2 = ¥*.

a) Zeigen Sie, dass die lokalen Gleichungen fiir eine Geodite v(t) = x(r(t),0(t)) gegeben
sind durch
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b) Rechnen Sie nach, dass diese Gleichungen (fiir Geodéten mit ¢',7' # 0) dquivalent sind
zu den folgenden Bedingungen:

(i) die kinetische Energie |y/|? ist konstant

(ii) wenn S der Winkel ist, den 4/ mit dem Kreis z = const einschlieffit (und dessen Radius
y ist), dann ist y cos 8 konstant.

c¢) Folgern Sie aus (bii), dass eine Geodite auf der Rotationsfliche von

a: Ryg — R?

t = (1%,1)

(Paraboloid) sich selbst unendlich oft schneidet.

(Bitte wenden)



Ubung 7.3 (Exponentialabbildung)

Wir betrachten die Menge G = Ry = {z € R | > 0}. Sie ist gleichzeitig eine Gruppe
unter Multiplikation und eine glatte Mannigfaltigkeit. Der Tangentialraum 7,G jedes Punktes
p kann kanonisch mit R identifiziert werden (wobei 1 mit ¢/(0) identifiziert wird fiir die Kurve
c: (—e,e) = G, t—=p+1i).

a) Zeigen Sie, dass es eine eindeutige riemannsche Metrik auf G gibt fiir die gilt:
(i) (v]w); =vwund
(i) fiir jedes g € G is p — gp eine Isometrie.
b) Bestimmen Sie fiir v € T1(G) = R eine Geodéte v: R — G mit v(0) = 1 und ||/ (¢)|| = v.

¢) Verifizieren Sie, dass die Exponentialabbildung exp,: R = T9'G — G die gewohnliche
Exponentialfunktion ist.

Ubung 7.4 (Metrik und Geoditen)

Zeigen Sie, dass zwei Punkte in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit im Allgemeinen nicht
durch eine Geodéte verbunden sind. Betrachten Sie dazu zum Beispiel

R*\ {(0,9) | y < 0}



