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Rechnen durch Konstruktion

Wir haben gesehen, wie man mit Konstruktionen Rechnungen
durchfihren kann.

Hier gehen wir diese Konstrukionen noch einmal systematisch durch.
Dazu betrachten wir eine Gerade durch zwei Punkte O und /.

Wir stellen uns die Gerade als Zahlengerade vor und die Punkte O und /
alsOund 1.

Plan:

» Ubersetze beliebige Lange |PQ| in Lange |OA| mit A € 5>I

» Uberzetze beliebiges Verhéltnis in |OA|/|Ol| mit A € OI.
» ,Rechne” mit Verhéltnissen |OA|/|Ol|.



1. Reduktion: Segment auf |Ol|
Problem. Gegeben Punkte P und Q, konstruiere A € 5>l mit |OA| = |PQ)|.

Konstruktion. Esist {A} = Opgq N 5>I O




2. Reduktion: Verhéltnis auf |Ol| beziehen

Problem. Gegeben Punkte A, B € 5>I mit B # O konstruiere C € 5>I mit
|OC|/|0l| = |OA|/|OB|.




2. Reduktion: Verhéltnis auf |Ol| beziehen

Problem. Gegeben Punkte A, B € 5>I mit B # O konstruiere C € 5>I mit
|OC|/|0l| = |OA|/|OB|.




Addition

— —

Problem. Gegeben Punkte A, B € Ol konstruiere C € O/ mit
|oCc| _ |OAl , |08
Tor = Jon * [or-




Subtraktion

% -
Problem. Gegeben Punkte A, B € Ol mit B € OA konstruiere C € 5>I mit
|oC] __ |OAl _ |0B|

Ol — Ol Ol -




Subtraktion

% -
Problem. Gegeben Punkte A, B € Ol mit B € OA konstruiere C € 5>I mit
|oC] __ |OAl _ |0B|

Ol — Ol Ol -




Multiplikation

%
Problem. Gegeben Punkte A, B € Ol konstruiere C € 5>l mit
|oc] __ |OAl |08

[on — oI " jon-




Multiplikation

%
Problem. Gegeben Punkte A, B € Ol konstruiere C € 5>l mit
|oc] __ |OAl |08

[on — oI " jon-




Division
Problem. Gegeben Punkte A, B € 5>l mit B # O konstruiere C mit
10C| _ |OAl | [O]]

[of — oI " 108B|




Division
Problem. Gegeben Punkte A, B € 5>l mit B # O konstruiere C mit
10C| _ |OAl | [O]]

[of — oI " 108B|




Wurzel

— —
Problem (Wurzeln). Gegeben Punkte A € Ol, konstruiere B € Ol mit
o8] _ /10A|

ol — |Ol]




Wurzel

%
Problem (Wurzeln). Gegeben Punkte A € 5>l konstruiere B € Ol mit

|OB] __ |OA|
ol — |Ol]

Konstruktion. Sei M der Mittelpunkt von OA. Sei k = M,. Sei g das
die Senkrechte zu O/ durch I Sei B’ der Schnittpunkt von k und g. Der
Schnittpunkt B von Og: und Ol ist der gesuchte Punkt. O
Beweis. Da M der Mittelpunkt von OA ist, geht k durch O. Das Dreieck
OB'A ist also nach dem Satz des Thales rechtwinklig. Aus dem Kathe—
tensatz folgt |OB'|2 = |OA| - |Ol|. Teilen durch |O/[2 ergibt (|OB|/|Ol|)? =

|OA|/|Ol|. O



Konstruierbare Zahlen

Satz. Jede Zahl, die man (aus 0 und 1) durch die Grundrechenarten und
Wurzelziehen erhalten kann Iasst sich mit Zirkel und Lineal konstruieren.
Umgekehrt l&sst sich jede Zahl, die man mit Zirkel und Lineal
konstruieren kann durch die Grundrechenarten und Wurzelziehen
erhalten.

Die erste Aussage folgt aus dem gesagten.

Die zweite Aussage wird mit sogenannter ,Galois-Theorie“ bewiesen.



Konstruierbare Zahlen

Satz. Jede Zahl, die man (aus 0 und 1) durch die Grundrechenarten und
Wurzelziehen erhalten kann lasst sich mit Zirkel und Lineal konstruieren.
Umgekehrt l&sst sich jede Zahl, die man mit Zirkel und Lineal
konstruieren kann durch die Grundrechenarten und Wurzelziehen
erhalten.

Folgerung. Ein regelmaBiges n-Eck kann mit Zirkel und Lineal konstruiert
werden genau dann, wenn man sin(180°/n) durch die Grundrechenarten
und Wurzelziehen erhalten kann.

Beweis. Ein regelmafiges n-Eck ist konstruierbar genau dann, wenn ein
Winkel von 360°/n konstruierbar ist genau dann, wenn das Verhéltnis
sin(180°/n) konstruierbar ist. O



Konstruierbare Zahlen

Satz. Jede Zahl, die man (aus 0 und 1) durch die Grundrechenarten und
Wurzelziehen erhalten kann lasst sich mit Zirkel und Lineal konstruieren.

Umgekehrt l&sst sich jede Zahl, die man mit Zirkel und Lineal
konstruieren kann durch die Grundrechenarten und Wurzelziehen
erhalten.

Folgerung. Ein regelmaBiges n-Eck kann mit Zirkel und Lineal konstruiert
werden genau dann, wenn man sin(180°/n) durch die Grundrechenarten
und Wurzelziehen erhalten kann.

Beispiel. Ein regelmaBiges 17-Eck ist konstruierbar weil

sin (11820> = ;\/5\/52 —V2(a +8)

mit e=\/17+V17
£=1/17 - V17

o= \/34+6ﬁ+2\@(ﬁ—1)5—8\@5.




Konstruierbare n-Ecke und Fermat-Primzahlen

Eine Fermat-Primzahl ist eine Primzahl der Form 22" + 1. Zum Beispiel
n 0o 1 2 3 4
2" 1 2 4 8 16

22" 41 3 5 17 257 65537

Satz (GauB3). Ein regelméBiges n-Eck ist konstruierbar genau dann,
wenn n=2K. p, ... p, ist, wobei die p; Fermat-Primzahlen sind.

Also ist ein regelméaBiges n-Eck konstruierbar wenn
n—=2k.3e . ges . {7¢7 . DF7¢257 . §5537¢65537

mit k > 0und¢; € {0,1}.
Es ist nicht bekannt, ob es auBBer den obigen Beispielen noch weitere
Fermat-Primzahlen gibt.



