Geraden-Schnittpunkte

Erinnerung:
Axiom. Durch zwei verschiedene Punkte geht héchstens eine Gerade.

Anders ausgedrickt: Seien P und Q Punkte und g und h Geraden.
Wenn g und h durch P und Q gehen...

» und P und Q verschieden sind, dann sind g und h gleich.
» dann ist g und h gleich oder P und Q gleich. frP -
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Geraden-Schnittpunkte

Erinnerung:
Axiom. Durch zwei verschiedene Punkte geht héchstens eine Gerade.
Anders ausgedrickt: Seien P und Q Punkte und g und h Geraden.
Wenn g und h durch P und Q gehen...

» und P und Q verschieden sind, dann sind g und h gleich.

» dann ist g und h gleich oder P und Q gleich.

» und g und h sind verschieden, dann sind P und Q gleich.

Folgerung. Zwei verschiedene Geraden schneiden sich in héchstens
einem Punkt.




Meta: Umkehrschluss (Kontraposition)
Aussage: Wenn A, dann B

Umkehrschluss: Wenn nicht B, dann nicht Al
Beispiel. A = der Wecker klingelt, B = ich wache auf

Wenn | der Wecker klingelt |, dann |wache ich auf]

Wenn ich nicht | aufwache |, dann ‘ klingelt der Wecker‘ nicht
...denn wenn der Wecker klingeln wiirde, wirde ich ja aufwachen.
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|sind g und h gleich |

Wenn ‘ g und h nicht gleich ‘ sind,
dann \ schneiden sich g und h nicht in mindestens zwei Punkten \




Meta: Umkehrschluss (Kontraposition)

Aussage: Wenn A, dann B
Umkehrschluss: Wenn nicht B, dann nicht Al

Beispiel. A = der Wecker klingelt, B = ich wache auf

Wenn | der Wecker klingelt |, dann |wache ich auf]

Wenn ich \weiter schlafe \ dann ‘ klingelt der Wecker ‘ nicht

...denn wenn der Wecker klingeln wiirde, wirde ich ja aufwachen.

Beispiel. A = g und h schneiden sich in mindestens zwei Punkten
B = g und h sind gleich

Wenn ‘ g und h sich in mindestens zwei Punkten schneiden ‘ dann

|sind g und h gleich |

Wenn | g und h verschieden |sind,
dann \ schneiden sich g und h in héchstens einem Punkten \




Geraden-Schnittpunkte

Erinnerung:
Axiom. Durch zwei verschiedene Punkte geht héchstens eine Gerade.

Anders ausgedrickt: Seien P und Q Punkte und g und h Geraden.
Wenn g und h durch P und Q gehen...

» und P und Q verschieden sind, dann sind g und h gleich.

» dann ist g und h gleich oder P und Q gleich.

» und g und h sind verschieden, dann sind P und Q gleich.

Folgerung. Zwei verschiedene Geraden schneiden sich in héchstens ﬂ
einem Punkt.

Zwei Geraden sind parallel wenn sie gleich sind oder keinen
Schnittpunkt haben.



Parallelen-Axiom

Axiom (Parallelen-Axiom). Wenn g eine Gerade ist und P ein Punkt,
dann existiert genau eine Gerade, die parallel zu g ist und durch P geht.

Mit anderen Worten:

Wenn P nicht auf g liegt, gibt es genau eine Gerade, die P enthélt und g
nicht schneidet.




Exkurs: nicht-euklidische Geometrie

» Euklid versuchte zu zeigen, dass das Parallelen-Axiom aus den
anderen Axiomen folgt, was ihm nicht gelang.
» Heute wissen wir, dass es Geometrien gibt, die verschiedenen
Varianten des Parallelen-Axioms genugen:
» Jede Gerade durch P schneidet g ~~ projektive Geometrie.
» Unendlich viele Geraden durch P schneiden g nicht ~~ hyperbolische
Geometrie.
» Esist also unmdglich, dass Parallelen-Axiom aus den anderen
Axiomen abzuleiten, und zeugt von Euklids logischer Strenge.
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Bewegungen

Eine Bewegung ist eine bijektive Abbildung ¢: E? — [E? die den Abstand
erhdlt: |o(P)e(Q)| = |PQ).

Bewegungen bilden (parallele) Geraden auf (parallele) Geraden und
Kreise auf Kreise ab.

Ein Punkt P heiB3t Fixpunkt von ¢ wenn er invariant ist: o(P) = P.
Die Menge aller Fixpunkte einer Bewegung ¢ ist seine Fixpunktmenge.
Die Identitét id 1&sst jeden Punkt wo er ist: alle Punkte sind Fixpunkte.
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Verschiebungen

Eine Translation (Verschiebung) ist eine Bewegung, die keinen Fixpunkt
hat und jede Gerade auf eine parallele Gerade abbildet. Per Definition

ist auch die Identitat eine Translation.

Axiom. Gegeben zwei Punkte P und Q existiert genau eine Translation 7
mit 7(P) = Q.

Transbfion: 3” "6(3)




Konstruktion von Verschiebungen

Problem. Gegeben Punkte P, Q und R, die nicht kollinear sind.
Konstruiere S := 7(R) wobei 7 die Translation ist, die P auf Q abbildet.

Konstruktion. Sei g die Gerade parallel zu PQ durch R und h die
Gerade parallel zu PR durch Q. Sei S der Schnittpunkt von gund h. ¢
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Konstruktion von Verschiebungen

Problem. Gegeben Punkte P, Q und R, die nicht kollinear sind.
Konstruiere S := 7(R) wobei 7 die Translation ist, die P auf Q abbildet.

Konstruktion. Sei g die Gerade parallel zu PQ durch R und h die
Gerade parallel zu PR durch Q. Sei S der Schnittpunkt von gund h. ¢

Beweis. Da 7 eine Verschiebung ist, ist 7(PQ) || PQ. Diese beiden
parallelen Geraden schneiden sich aber in 7(P) = Q, sind also gleich.

Es folgt, dass auch g auf eine parallele Gerade abgeblidet wird: weil 7
eine Bewegung istund g || PQ, ist 7(9) || 7(PQ), also

g1l PQ=7(PQ) | z(q). Tatsachlich wird g auf sich selbst abgebildet,
weil 7 sonst einen Fixpunkt hatte [Abkirzung]. Weil 7 eine Bewegung f;y
ist, wird auBerdem PR auf die dazu parallele Gerade durch 7(P) = Q
abgebildet, also auf h. Damit der Schnittpunkt R von g und PR auf den
Schnittpunkt S von g und h abgebildet. Ol



