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Parameter

Ziel: gegeben eine Bewegung ¢, beschreibe Parameter, die ¢ eindeutig
beschreiben.

Diese werden sein:
1. die Paritat e: ist o gerade oder ungerade?
2. der Drehwinkel ¥: um wieviel dreht der gerade Anteil von ¢?
3. der Verschiebungsvektor v: wie verschiebt der Verschiebungsanteil
von ¢?

Wir wahlen einen Punkt O und eine Gerade ¢ und kénnen jede
Bewegung eindeutig zerlegen als

p=Ty0pyoo®

wobei 7, eine Verschiebung ist, py eine Drehung mit Fixpunkt O und ¢
die Spiegelung, die ¢ festhalt.



Ubersicht

Vektoren



Vektoren und Verschiebungen

Vektoren

» beschreiben die relative Lage zweier Punkte.
» parametrisieren Verschiebungen (eindeutig).

Wenn 7 eine Verschiebung ist, wollen wir die Beziehung
Q= 17(P) schreibenals Q=P+yv

wobei v der zu T gehdrende Vektor ist.
Wenn ein Vektor und eine Bewegung so zueinander gehdren, schreiben
wir

v=vect bzw. 7=1,

und sagen, v ist der Verschiebungsvektor von 7 und 7 verschiebt um v.



Vektoren

Far beliebige Punkte P und Q gibt es einen Vektor v von P nach Q.
(Entspricht der Verschiebung, die P auf Q abbildet.)

Wir schreiben Q = P + v oder

v=Q-P.




Vektoren

Far beliebige Punkte P und Q gibt es einen Vektor v von P nach Q.
(Entspricht der Verschiebung, die P auf Q abbildet.)

Wir schreiben Q = P + v oder

v=Q-P.

Zwei Vektoren v = Q — Pund w = S — R sind gleich (v = w), wenn die
zugehdrigen Verschiebungen gleich sind, d.h. wenn PRSQ ein
Parallelogramm ist.
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Vektor an Punkt
Jeder Vektor v kann an jeden Punkt P angetragen werden.
D.h. man kann den Vektor schreiben als v = Q — P flr den geeigneten

Punkt Q:
Wenn v = S — R, wahle Q als den eindeutigen Punkt Q, so dass PRSQ

ein Parallelogramm ist.
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Punkt + Vektor

Wenn P ein Punkt ist und v ein Vektor, gibt es einen Punkt P + v.
Wenn v = S — Rist, schreiben wirv = Q — P.

Dann ist
P+v=P+(Q-P)=Q.
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Vektor + Vektor

Wenn v und w Vektoren sind, gibt es einen Vektor v + w.

Wennv = P— Ound w = S — R, dann gibt es einen Punkt Q, so dass
w=Q— Pist.

Dann ist dann

v+w=(P-0)+(Q-P)=Q-0.
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Null-Vektor, Negation
Es gibt einn 0-Vektor 0 mit der Eigenschaft P4+ 0 = P.
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Null-Vektor, Negation
Es gibt einn 0-Vektor 0 mit der Eigenschaft P4+ 0 = P.

Zu jedem Vektor v gibt es den negativen Vektor —v mit der Eigenschaft

v+ (-v)=0.
Wennv =Q - P,dannist—v=P - Q.




Null-Vektor, Negation
Es gibt einn 0-Vektor 0 mit der Eigenschaft P4+ 0 = P.

Zu jedem Vektor v gibt es den negativen Vektor —v mit der Eigenschaft
v+ (-v)=0.

Wennv =Q - P,dannist—v=P - Q.

Daraus ergibt sich, dass wir auch die Differenz von Vektoren bilden
kénnen: Wennv = Q- Pund w = S — R, dann ist

v-w=v+(-w)=(Q-P)+(-(S-R)=(Q-P)+(R-9)




Ubersetzung Vektoren Verschiebungen

Seien 7, 1, 7o die Verschiebungen um die Vektoren v, v, v5:
Dann entsprechen sich die folgenden Aussagen

Q=1(P) wenn
T=To0Ty wenn
7(P) = m2(71(P)) wenn
T =id wenn

=Ty wenn

Q=P+v
V=V + Vv
V=P+v,+y,
v=20
Vi=-Y,



Reihenfolge vertauschen und Umklammern

Da Verschiebungen vertauschen, tun es auch Vektoren:
Y+w=w+V.
Man kann sogar umklammern:
(Q-P)+(S—-R)=(Q-R)+(S-P).

Far Abenteuerlustige (A, B, C, ... Punkte):
A+B—-C+D—-E+ F— G- Histein Vektor.

Y- W)+ (B-C)+ (D-L)+F -6)




Reihenfolge vertauschen und Umklammern

Da Verschiebungen vertauschen, tun es auch Vektoren:
Y+w=w+V.
Man kann sogar umklammern:
(Q-P)+(S—-R)=(Q-R)+(S-P).

Far Abenteuerlustige (A, B, C, ... Punkte):
A+B—-C+D—-E+ F— G- Histein Vektor.

~Y-W+ (B-C)+(D-L)+EF -6)

A+B—-C+D—-E+ F— G- H+ listein Punkt.

=T+ U-tD+B-C)4 (DT )+ [F-¢)




Ubersicht

Drehwinkel



algebraische Winkel und gerade Bewegungen

Erinnerung: gerade Bewegungen erhalten algebraisches Winkelmaf3.
Zwei algebraische Winkel <(s, t) und <(u, v) sind kongruent,
geschrieben «(s, t) = <«(u, v), wenn es eine gerade Bewegung gibt, die
den einen in den anderen Uberflhrt.

Algebraische Winkel sind kongruent genau dann, wenn sie gleiches
Winkelmaf3 haben.



Eindeutigkeit algebraischer Winkel

Proposition. Fir einen Strahl s und einen algebraischen Winkel <(u, v)
gibt es genau einen Strahl t, so dass «(s, t) = <(u, v).




Eindeutigkeit algebraischer Winkel

Proposition. Fir einen Strahl s und einen algebraischen Winkel <(u, v)
gibt es genau einen Strahl t, so dass «(s, t) = <(u, v).

Beweis. Existenz:

Sei P der Ausgangspunkt von s, sei u = % und v = ﬁ

Sei {Q} = sN Pgs.

Sei 7 die Verschiebung, die R auf P abbildet und p die Drehung mit Fix-
punkt P, die 7(R) auf Q abbildet.

Dann ist s = p(7(s)), also bildet t = p(7(v)) den gewlinschten Winkel.

Eindeutigkeit: Wenn <(s, t') ein weiterer solcher Winkel ist, gibt es eine
gerade Bewegung ¢, die s festhalt und t auf t' abbildet.

Die von s aufgespannte Gerade ist in der Fixpunktmenge von .

Alsoist p =idund t = t. O



Drehwinkel

Proposition. Fr eine Drehung p ist der Winkel <(s, p(s)) bis auf
Kongruenz vom Strahl s unabhangig.

Wenn s irgendein Strahl ab dem Fixpunkt von p ist, ist <(s, p(s)) der
Drehwinkel von p, geschrleben ang p.
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Drehwinkel

Proposition. Fr eine Drehung p ist der Winkel <(s, p(s)) bis auf
Kongruenz vom Strahl s unabhangig.

Wenn s irgendein Strahl ab dem Fixpunkt von p ist, ist <(s, p(s)) der
Drehwinkel von p, geschrieben ang p.

Beweis. Sei p eine Drehung und s und s’ Strahlen ab dem Fixpunkt von
p. Da p eine gerade Bewegung ist, ist <t(s, s’) kongruent zu <t(p(s), p(s')).
Also ist

(s, p(8)) = (s, §) + (s, p(s)) =
Up(s), p(s) + (', p(8)) = (8, p(s")-

O



Drehwinkel

Proposition. Fr eine Drehung p ist der Winkel <(s, p(s)) bis auf
Kongruenz vom Strahl s unabhangig.

Wenn s irgendein Strahl ab dem Fixpunkt von p ist, ist <(s, p(s)) der
Drehwinkel von p, geschrieben ang p.

Folgerung. Sei P ein Punkt. Der Drehwinkel ist additiv: fir Drehungen p1
und p2 mit Fixpunkt P gilt <(p2 0 p1) = <(p2) + <(p1)-
Beweis. Sei s ein Strahl ab P. Es ist

(s, p2(p1(8))) =
(s, p1(8)) + <(p1(8), p2(¥(8))) = <t(s, p1(8)) + <(S, p2(8))-

O



Ubersetzung Drehwinkel Drehungen

Seien p, py, p2 die Drehungen mit Fixpunkt P um die Drehwinkel
9,91, Va.
Dann entsprechen sich die folgenden Aussagen

p = p2© p1 wenn ¥ = o + U4
p=id wenn ¥ =0°
P = p£1 wenn Y = —1o



Drehwinkel ohne Fixpunkt

Bisher brauchten wir den Fixpunkt, um den Drehwinkel zu bestimmen.
Ziel jetzt: Drehwinkel fur Gerade Bewegungen ohne Fixpunkt.

» Leichter zu bestimmen fir Drehungen.
» Auch fUr Verschiebungen definiert.

Seien s ein Strahl ab P und ¢ ein Strahl ab Q.
Sei 7 die Verschiebung, die Q auf P abbildet.
Wir definieren den verallgemeinerten algebraischen Winkel

(s, t) = <«(s, 7(1)).



Drehwinkel ohne Fixpunkt

€ t)
K *_\, 1

P

4(s,¢)
S

Seien s ein Strahl ab P und ¢ ein Strahl ab Q.
Sei 7 die Verschiebung, die Q auf P abbildet.
Wir definieren den verallgemeinerten algebraischen Winkel

(s, t) = <«(s, 7(1)).




Invarianz des verallgemeinerten Winkels

Proposition. Seien s und t Strahlen und 71 und o Verschiebungen. Es ist
<(11(8), 2(t)) = <(s, ).
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Invarianz des verallgemeinerten Winkels

Proposition. Seien s und t Strahlen und 71 und o Verschiebungen. Es ist
<(71(s), 72(t)) = (s, t).
Beweis. Seien P und Q die Ausgangspunkte von s und t.

Sei T die Verschiebung, die Q auf P abbildet.
Dannist 7' = 14 o 77, ' die Verschiebung, die 72(Q) auf 71 (P) = m(7(Q))

abbildet.

(s, t) = <«(s, 7(1))
s),71(7(1)))
), 7 (72(1))) = <(r1(s), 2(1)).



Invarianz des verallgemeinerten Winkels

Proposition. Seien s und t Strahlen und 71 und o Verschiebungen. Es ist
<(71(s), 72(t)) = (s, t).
Proposition. Gerade Bewegungen erhalten den (verallgemeinerten) alge-

braischen Winkel: wenn ¢ eine gerade Bewegung ist, ist <t(¢(S), p(t)) =
<(s, ).

Boess ahalln



Drehwinkel gerader Bewegungen

Wir definieren den Drehwinkel ang o einer geraden Bewegung ¢ durch

ang ¢ = £(s, ¢(s))
wobei s irgendein Strahl ist.
Wie beim Drehwinkel fir Drehungen sieht man:
» Der Drehwinkel ist wohldefiniert (von s unabhangig).
» Der Drehwinkel ist additiv: <(p o ¢) = < + <.
» Insbesondere <(p~ ') = —<(¢p).

Proposition. Eine gerade Bewegung ¢ hat Drehwinkel ang ¢ = 0° genau
dann, wenn ¢ eine Verschiebung ist.



Zerlegung gerader Bewegungen

Proposition. Sei P ein Punkt. Jede gerade Bewegung ) lasst sich
eindeutig schreiben als

Y =Top

wobei 7 eine Verschiebung ist und p eine Drehung mit Fixpunkt P.
Genauer ist p die Drehung mit Drehwinkel ang .

Beweis. Wenn p die Drehung mit Fixpunkt P und Drehwinkel ang ¢’ ist,
hat die Bewegung 7 = v o p~ ' Drehwinkel
ang 7 = ang+ + ang(png,) = aNg Y — ang pangy = ang ¢ —angy = 0°,

ist also eine Verschiebung.

Umgekehrt muss die Drehung p den gleichen Drehwinkel haben wie ),
da Verschiebungen Drehwinkel 0° haben. O



Ubersicht

Paritat



Paritat

Die Paritit einer Bewegung ist definiert als

parp =0 wenn ¢ gerade,
pary =1 wenn ¢ ungerade.

Proposition. Sei ¢ eine beliebige Gerade. Jede Bewegung ¢ lasst sich
eindeutig schreiben als ¢ = v o ( wobei i) eine gerade Bewegung ist
und ¢ die Gerade / fixiert. Genauer ist ¢ = o7 %.

Merke 0‘? = id, 02 = oy.

Beweis. Wenn ¢ = oP3" ¢ ist, ist ¢» = ¢ o ( gerade.

Soll umgekehrt ) gerade sein, muss ¢ = o, sein wenn ¢ ungerade ist
und die Identitat wenn ¢ gerade ist. O



Zerlegung von Bewegungen

Satz. Sei P ein beliebiger Punkt und ¢ eine beliebige Gerade.

Jede Bewegung ¢ ist eindeutig beschrieben durch einen Vektor v, einen
algebraischen Winkel ¥ und eine Paritat ¢ so dass gilt

Y =Ty 0 ppy o 0y.

Diese Parameter ergeben sich wie folgt: die Paritat = = par ¢ ist die von
¢, der Winkel ist der Drehwinkel ¢ = <@ von 1) = ¢ o o7, der Vektor ist
der Verschiebungsvektor v = vec T von 7 = v o p5 ..

Beweis. Zusammensetzen, was wir bisher gezeigt haben. O



