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Konstruktionsprobleme: Zahlen und Winkelf
Viele Konstruktionsprobleme bestehen im Wesentlichen darin, eine Zahl
oder einen Winkel zu konstruieren.

Beispiel. Um ein regelmafiges n-Eck zu konstruieren, muss man im
Wesentlichen einen Winkel 360°/n konstruieren:
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Konstruktionsprobleme: Zahlen und Winkel
Viele Konstruktionsprobleme bestehen im Wesentlichen darin, eine Zahl
oder einen Winkel zu konstruieren.

Beispiel. Um ein regelmafiges n-Eck zu konstruieren, muss man im
Wesentlichen einen Winkel 360°/n konstruieren:

Zahlen konstruieren? Was soll das heif3en? Wozu soll das gut sein?
Ziel: wir wollen ein regelméaBiges Funfeck konstruieren.




Zahlen

Zahlen kann man Langen kann man
» addieren a+ b,

> multiplizieren a- b, Bacder L. 18 L‘.x% af Fliche.. -
» subtrahieren a — b, v (o6,

» dividieren a/b (b + 0). @rsbect vor (Dupe 3l bete
Es gibt ausgezeichnete Zahlen L;b'?@ Sonkin Lnbf

» Omit0O+a=a+0=aund
» ITmit1-a=a-1=a(a#0).
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Zahlen

Zahlen kann man Langenverhaltnisse kann man
addieren a + b,

multiplizieren a - b,

subtrahieren a — b,

dividieren a/b (b # 0).

Es gibt ausgezeichnete Zahlen
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» Omit0+a=a+0=aund
» ITmit1-a=a-1=a(a#0).
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Zahlen

Zahlen kann man Langenverhaltnisse kann man
addieren a + b,

multiplizieren a - b,

subtrahieren a — b,

dividieren a/b (b # 0).

Es gibt ausgezeichnete Zahlen

vV v v Yy

» Omit0+a=a+0=aund
» ITmit1-a=a-1=a(a#0).

~ Zahlen treten auf als Langenverhaltnisse.



Multiplikation geometrisch

Problem. Sei 5>l ein Strahl und seien Py, Q;, Qs € 5>l Punkte mit
Q; # O. Konstruiere den Punkt P, mit |OP,| = |OP4|/|0Qy| - |OQx|.
!




Multiplikation geometrisch

Problem. Sei 57 ein Strahl und seien Py, Q;, Qs € 57 Punkte mit
Qs # O. Konstruiere den Punkt P, mit |OPs| = |OP;|/|0Qy4| - |OQs|.

Konstruktion. Sei l’_>n|cht auf Ol.

Sei {Q}} = Og, NOF und {@,} = Og, N OI’

Sei gy = Q] Py und sei g, die Parallele zu gy durch Q.
Der Schnittpunkt P> von g» und OI ist der gesuchte Punkt.



Multiplikation geometrisch

Problem. Sei 57 ein Strahl und seien Py, Q;, Qs € 57 Punkte mit
Qs # O. Konstruiere den Punkt P, mit |OPs| = |OP;|/|0Qy4| - |OQs|.

Konstruktion. Sei l’_>n|cht auf Ol.

Sei {Q}} = Og, NOF und {@,} = Og, N OI’

Sei gy = Q] Py und sei g, die Parallele zu gy durch Q.
Der Schnittpunkt P> von g» und OI ist der gesuchte Punkt.

Beweis. ?!



Strahlensatz

Satz (1. Strahlensatz). Seien g und h Geraden die sich in einem Punkt
Z schneiden und seien ¢ und m parallele Geraden, die nicht durch Z
gehen und weder zu g noch zu h parallel sind.

Seien {P} =gn{, {Qt=gnm,{P'} =hnt, {@} =hnm.Esist
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Multiplikation geometrisch

Problem. Sei 5>l ein Strahl und seien Py, Q;, Qs € 5>l Punkte mit
Qi # O. Konstruiere den Punkt P, mit |[OP,| = |OP4|/|OQy| - |OQy|.

Konstruktion. Sei l’_>n|cht auf Ol.
Sei {Q}} = Og, NOF und {@,} = Og, N OI’
Sei gy = Q] Py und sei g, die Parallele zu gy durch Q.

Der Schnittpunkt P> von g» und OI ist der gesuchte Punkt. ¢

Beweis. Nach dem Strahlensatz ist |OP;|/|0Q}| = IOP2|/|O . Die Be—
hauptung folgt weil |OQ;| = |OQ4| und |OQ;| = |OQ;|.
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Strahlensatz
Satz (1. Strahlensatz). Seien g und h Geraden die sich in einem Punkt

Z schneiden und seien ¢ und m parallele Geraden, die nicht durch Z
gehen und weder zu g noch zu h parallel sind.
Seien {P} =gn{, {Qt=gnm,{P'} =hnt, {@} =hnm.Esist
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Strahlensatz
Satz (1. Strahlensatz). Seien g und h Geraden die sich in einem Punkt
Z schneiden und seien ¢ und m parallele Geraden, die nicht durch Z
gehen und weder zu g noch zu h parallel sind.
Seien {P} =gn{, {Qt=gnm,{P'} =hnt, {@} =hnm.Esist
Pzl 1QZ|
\PZ|  |QZ|"

Beweis. Wir zeigen, dass |P'P|/|PZ| = |Q Q|/|QZ|.

Sei Lp der LotfuBpunkt von P auf hund Lq der LotfuBpunkt von Q auf g.
Flacheninhalt(ZPQ) = 1/2 - |ZQ| - |Rlgl = 1/2 - |1ZP| - |RLg]
Flacheninhalt(PQQ') = 1/2 - |QQ/| - | , Flacheninhalt(PQP’) = 1/2 -
|PP'] - (Rl

Flacheninhalt(PQQ') = Flacheninhalt(PQP’): Grundseite PQ, zwischen
selben Parallelen.
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Strahlensatz

Satz (1. Strahlensatz). Seien g und h Geraden die sich in einem Punkt
Z schneiden und seien ¢ und m parallele Geraden, die nicht durch Z
gehen und weder zu g noch zu h parallel sind.

Seien {P} =gn(,{Q} =gnm,{P'} =hn¢ {Q@} =hnm. Esist
ez Pl vt P2 _1a2Z|

21 \PZ]  |1QZ|" )__/__,___]_-—/
Iz g @ S,
Beweis. [...] Wissen \P’P]/|PZ] =1Q'Q|/|QZ|. Z
Esist £|P'P| £ |PZ| = |P’Z| und £|Q'Q| + |QZ| = |Q'Z|.
Vorzeichen hangen von Reihenfolge von Z, P, P’ und Z, Q, Q ab.
Die Reihenfolge gleiche, weil £ und m parallel sind.

Also ist
|P’Z|_ |P’F’] |PZ|_ |P’P|
A
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Umkehrung
Proposition. Seien g und h Geraden die sich in einem Punkt Z
schneiden und seien ¢ und m Geraden, die nicht durch Z gehen und
weder zu g noch zu h parallel sind.
Seien {P} =gn(, {Q}=gnm, {P'} =hn¢ {Q} =hnm. Wenn
Pzl |QZ|
\PZ|  |QZ|

dann sind ¢ und m parallel.




Zusammenhang Langen <> Langenverhaltnisse

Wenn wir uns eine feste Lange | Ol| als Einheitslange vorgeben, kénnen
wir jede andere Lange darauf beziehen.

Bekommen Entsprechung

Lange «— Lé&ngenverhéltnis

|AB]
|AB| +— o1
Beispiel. Aus
|OP4 |
OP;| = -10Q
| 2| ‘001 | | 2’
wird

|OP2| _ |OPyg,|OQs|
Ol 10Q|_ [0 -
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Zusammenhang Langen <> Langenverhaltnisse

Wenn wir uns eine feste Lange | Ol| als Einheitslange vorgeben, kénnen
wir jede andere Lange darauf beziehen.

Bekommen Entsprechung

Lange «— Lé&ngenverhéltnis

|AB|
|AB| +— o1
Beispiel. Aus
|OP4 |
OP;| = -10Q:
| 2| ‘001 | | 2’

wird
|OP,| _ |OPy| |OQ;|

[e/nele el

Wir nennen unser Einheitssegment haufig O mit O fiir 0 und / fiir 1.



2. Strahlensatz

Folgerung (2. Strahlensatz). Seien die Punkte und Geraden wie im 1.
Strahlensatz und seien ¢ und m parallel. Dann ist

IPQ| |P'Q|

\ZP| — |ZP'|"
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2. Strahlensatz
Folgerung (2. Strahlensatz). Seien die Punkte und Geraden wie im 1.
Strahlensatz und seien ¢ und m parallel. Dann ist

IPQ| |P'Q|

\ZP| — |ZP| "

Beweis. Sei /¥ Parallele zu h durch P und G Schnittpunkt von /' mit m.
Wir wenden den 1. Strahlensatz mit Zentrum P’ an.

Esist |ZP|/|ZP'| = |Q G|/|Q P'|.

Da PQQ' G ein Parallelogramm ist, ist | G| = |PQ).



