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A Axiome

1 Grundlagen

1.1 Punkte, Geraden, ...

Gegenstand unserer Untersuchungen ist die euklidische Ebene E2. Sie be-
steht aus Punkten und enthélt Geraden, Kreise und andere Figuren. Wir
schreiben P € f um auszudriicken, dass ein Punkt P auf einer Figur f liegt.

Zwei Punkte P,@ haben einen Abstand |PQ)|. Dieser erfiillt die folgenden

Bedingungen:

Axiom 1 (Metrik). Fiir Punkte P,Q, R € E? gilt:

1. |PQ| =0 genau dann, wenn P = Q,

2. |PQ| = |QP|,
3. |PQ|+ |QR| > |PR| (Dreiecksungleichung).
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Der Abstand zwischen zwei Punkten kann mit einem Lineal mit Skala ge-
messen werden.

Der Punkt @ liegt zwischen P und R wenn Gleichheit gilt, also |PQ|+|QR| =
|PR).

Die Gerade PQ durch zwei Punkte P und @ besteht aus den Punkten R,
die eine der folgenden Bedingungen erfiillen:

1. R liegt zwischen P und @,
2. @ liegt zwischen P und R,
3. P liegt zwischen @ und R.

Das Segment PQ besteht aus den Punkten R, die (1) erfiillen. Der Strahl ab

P durch @, geschrieben ]@, besteht aus den Punkten R, die (1) oder (2)
erfiillen. Die Linge von PQ ist |PQ).

—
Wenn P zwischen @ und @’ liegt, sind die beiden Strahlen ]@ und PQ’ kom-
plementdr. Komplementire Strahlen haben also denselben Ausgangspunkt
und ihre Vereinigung ist eine Gerade.

Abbildung 1: Eine Gerade AB, ein Segment C'D und ein Strahl E.f>7 .

Die Gerade PQ, das Segment PQ und der Strahl ]@ konnen mit einem
Lineal ohne Skala konstruiert werden. Insbesondere ist die Skala nicht nétig,
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um zu entscheiden ob ein Punkt zwischen zwei anderen liegt. Mit einem
Lineal meinen wir deshalb in der Regel eins ohne Skala.

Axiom 2 (Punkte und Geraden). 1. Es gibt drei Punkte, die nicht auf
einer Geraden liegen.

Fiir zwei verschiedene Punkte P und Q) gilt:

Es gibt nur eine einzige Gerade, die durch P und @) geht.
FEs gibt in PQ einen Punkt aufer P und Q.

Es gibt auf dem Strahl ]@ einen Punkt auferhalb von PQ.

A NI S

Wenn eine Gerade g das Segment PQ trifft und R ein weiterer Punkt
ist, dann trifft g auch PR oder QR.

Axiom 2(1) sagt, dass die ganze Ebene nicht leer ist und nicht aus einem
einzigen Punkt oder einer einzigen Gerade besteht. Axiom 2(2) sagt, dass
die Gerade PQ die einzige Gerade ist, die durch P und @ geht. Axiom 2(3)
impliziert, dass es zwischen zwei Punkten unendlich viele Punkte gibt. Axi-
om 2(4) impliziert, dass es auf einer Geraden jenseits eines Punkts unendlich
viele Punkte gibt.

Axiom 2(5) ist das Axiom von Pasch und hat folgende Interpretation: wenn
man auf Segment von P nach @) die Gerade g iiberquert, dann kann man
sie nicht umgehen, indem man den Umweg iiber R nimmt. Die Gerade g
teilt also die Ebene in zwei Teile: die Punkte auf der Seite von P und die
Punkte auf der Seite von ). Wir nennen diese beiden Mengen die durch g
bestimmten Halbebenen.

Drei Punkte, die auf einer Geraden liegen, heiflen kollinear. Drei Punkte
P, @, R, die nicht kollinear sind bilden ein Dreieck PQR, dessen Ecken sie
sind und dessen Kanten die Segmente PQ, QR, PR sind.

1.2 Kreise

Seien M, P,Q Punkte. Der Kreis mit Mittelpunkt M durch P ist die Menge
Mp der Punkte, die den gleichen Abstand zu M haben wie P:

Mp={RcE?||MR|=|MP|}.

Dieser Kreis kann mit einem ,euklidischen® Zirkel konstruiert werden, des-
sen Einstellung verlorengeht, sobald man ihn vom Blatt hochnimmt. Das
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Innere des Kreises ist die Menge der Punkte R mit |[MR| < |MP|, das
Auflere die Menge der Punkte R mit |[MR| > |M P|.

R

: N

Abbildung 2: Ein Kreis Mp und ein Kreis Ngrg.

Mithilfe von Kreisen konnen wir unsere erste Konstruktion vornehmen:

Problem 1.1 (Gleichseitiges Dreieck). Gegeben Punkte P und Q, konstru-
iere ein Dreieck PQR dessen Kanten die Linge |PQ| haben.

Konstruktion. Wéhle R als einen der Schnittpunkte von Py und Qp. O

Beweis. Dass R € P ist, bedeutet |RP| = |RQ| und dass R € Qp ist,
bedeutet |RQ| = |PQ). O

Dass sich die Kreise tatséchlich schneiden (und dass es ein gleichseitiges
Dreieck gibt!), folgt nicht aus den bisherigen Axiomen, wir nehmen es als
neues Axiom auf.

Axiom 3 (Kreis-Schnittpunkte). 1. Seien Mp und Ng Kreise. Wenn
Mp mindestens einen Punkt innerhalb von Ng und einen Punkt au-
Berhalb davon, dann haben Mp und Ng in jedem Halbraum von MN
einen eindeutigen Schnittpunkt.
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2. Sei Mp ein Kreis und QT% ein Strahl. Wenn Q im Innern von Mp
lvegt, dann haben Mp und Cﬁ{ einen eindeutigen Schnittpunkt.

Der Kreis mit Mittelpunkt M und Radius |PQ)| ist die Menge Mpg der
Punkte, deren Abstand zu M gleich dem Abstand von P zu @ ist:

Mpq = {R € E* | [MR| = |PQ|}.

Dieser Kreis kann mit einem gewdhnlichen Zirkel konstruiert werden: zunéchst
stellt man den Zirkel auf den Abstand |PQ| ein, und bewegt ihn dann um
den Kreis um M zu zeichnen.

Problem 1.2 (Allgemeiner Kreis ohne gewshnlichen Zirkel). Gegeben Punk-
te M, P,Q, konstruiere Mpg ohne einen gewdhnlichen Zirkel zu verwenden.

Konstruktion. Konstruiere A, so dass AM P ein gleichseitiges Dreieck ist,
Problem 1.1. Wéhle B als Schnittpunkt von AP und Pg. Wahle C als

—
Schnittpunkt von Ap und AM. Dann ist Mc = Mpg. O

Beweis. Es ist |AM| = |AP| weil AMP ein gleichseitiges Dreieck ist. Es
ist |AC| = |AB|, weil C auf Ap liegt. Es ist |PB| = |PQ| weil B € Py
ist. Schliefllich ist |AB| = |AP|+ PB und |AC| = |[AM| + |MC|. Also ist
IMC|=|AC|— |AM| = |AB|— |AP| = |PB| = |PQ). O

Die Losung von Problem 1.2 zeigt, dass ein euklidischer Zirkel genauso
,méchtig® ist, wie ein gewohnlicher. Mit einem Zirkel werden wir deshalb
der Einfachheit halber einen gewohnlichen meinen.

Die Konstruktion zu Problem 1.2 ist auch ein Beispiel dafiir, wie wir frithere
Konstruktionen wiederverwenden kénnen: Aus der Losung von Problem 1.1
wissen wir, dass ein gleichseitiges Dreieck konstruiert werden kann, also
miissen wir die Konstruktion hier nicht erneut beschreiben, sondern kénnen
sie als gegeben annehmen. Mit der Zeit bauen wir so einen Vorrat an immer
komplexeren Konstruktionen auf, die wir zu neuen Konstruktionen zusam-
mensetzen kénnen.

Ganz dhnlich verhélt es sich mit logischen Aussagen: sobald wir eine Aussage
einmal bewiesen haben, kénnen wir sie verwenden, ohne sie erneut beweisen
zu miissen. Mit der Zeit erhalten wir einen Vorrat an immer komplexeren
Aussagen, die wir zu neuen Aussagen zusammensetzen kénnen.
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Abbildung 3: Die Konstruktion zu Problem 1.2.

1.3 Parallele Geraden

Man kann Axiom 2(2) auch wie folgt formulieren:

Proposition 1.3. Zwei verschiedene Geraden schneiden sich in hochstens
einem Punkt.

Beweis durch Kontraposition. Seien g und h Geraden. Die Behauptung ist,
dass wenn g und h verschieden sind, dann schneiden sie sich in h6chstens
einem Punkt.

Die Kontraposition lautet: wenn g und A sich in mindestens zwei Punkten
schneiden, dann sind sie gleich. Nehmen wir also an, g und h enthalten zwei
verschiedene Punkte P und @. Nach Axiom 2(2) liegen P und @ auf genau
einer Geraden, also gilt ¢ = PQ = h. O

Beweis durch Widerspruch. Seien g und h Geraden. Wir nehmen an, dass
g und h verschieden sind und sich dennoch in mindestens zwei Punkten
schneiden. Daraus wollen wir einen Widerspruch herleiten.

Nennen wir zwei der Punkte in denen sich g und h schneiden P und Q.
Dann gibt es mit ¢ und h zwei Geraden, die beide durch P und @ gehen.
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Das widerspricht Axiom 2(2). Also muss die Annahme falsch sein und g und
h kénnen sich nicht in zwei verschiedenen Punkten schneiden. O

Wir nennen zwei Geraden parallel wenn sie entweder gleich sind, oder keinen
gemeinsamen Punkt haben. Nach Proposition 1.3 sind zwei Geraden entwe-
der parallel oder sie schneiden sich in genau einem Punkt. Das folgende
Axiom geht auf Euklid zuriick und unterscheidet die euklidische Geometrie
von anderen moglichen Geometrien:

Axiom 4 (Parallelen-Axiom). Wenn g eine Gerade ist und P ein Punkt,
dann existiert genau eine Gerade, die parallel zu g ist und durch P geht.

Die Punkte P, @, R sind kollinear wenn sie auf einer gemeinsamen Geraden
liegen. Wenn nicht, bilden sie ein Dreieck PQR. Die Kanten des Dreiecks
sind PQ, QR und PR.

1.4 Bewegungen, Kongruenz

Eine Bewegung ist eine bijektive Abbildung ¢: E?> — E? die den Abstand
erhiilt: |p(P)e(Q)| = |PQ|. Anschaulich beschreibt eine Bewegung die Be-
wegung eines Blatts Papier. Die triviale Bewegung oder Identitit id ist die
Abbildung, die jeden Punkt l&sst, wo er ist: fiir alle P ist id(P) = P.

Bemerkung 1.4. Was wir Bewegung nennen hiefl in der Vorlesung von Herrn
Bauer Isometrie.

Zwei Bewegungen konnen nacheinander ausgefithrt werden: wenn ¢ und ¢
Bewegungen sind, definiert ¢ o ¢(P) = p(¢(P)) eine Bewegung ¢ o 1.

Jede Bewegung ¢ hat eine Inverse o', die die Wirkung von ¢ riickgéingig
macht. Sie ist dadurch beschrieben dass ¢~(Q) = P wenn (P) = Q. Dies
liisst sich auch ausdriicken durch die Formeln ¢ o o™t =id = ¢! 0 .
Bewegungen bilden (parallele) Geraden auf (parallele) Geraden und Kreise
auf Kreise ab. Eine Figur f C E? heifit invariant unter einer Bewegung
¢ wenn ¢(f) = f, wenn also jeder Punkt von f auf einen Punkt von f
abgebildet wird. Ein Punkt P € E? heifit Fizpunkt von ¢ wenn ¢ den
Punkt auf sich selbst abbildet: ¢(P) = P. Die Menge aller Fixpunkte einer
Bewegung ¢ ist seine Fizpunktmenge. Die Fixpunktmenge von ¢ ist invariant
unter ¢. Umgekehrt kann aber eine Menge invariant unter ¢ sein, ohne einen
Fixpunkt zu enthalten.
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Proposition 1.5. Die Fizpunktmenge einer Bewegung ist entweder leer, ein
einziger Punkt, eine Gerade, oder die ganze Ebene.

Beweis. Sei ¢ eine Bewegung. Wir behaupten erstens, dass wenn ¢ zwei
verschiedene Fixpunkte P und ) hat, dann ist schon jeder Punkt auf PQ
ein Fixpunkt. Wir behaupten zweitens, dass wenn ¢ auflerdem noch einen
Fixpunkt R hat, der nicht auf PQ liegt, dann ist jeder Punkt ein Fixpunkt.
Aus diesen beiden Behauptungen folgt die Aussage der Proposition.

Zur ersten Behauptung. Angenommen P und @ sind Fixpunkte von ¢. Dann
folgt direkt, dass P@ invariant unter ¢ ist. Sei jetzt T € PQ ein Punkt. Da
¢ eine Bewegung ist, ist |p(P)p(T)| = |PT|. Da P ein Fixpunkt ist, ist
lo(P)e(T)| = |Pp(T)|. Zusammen folgt, dass |PT| = |Pe(T)|. Das selbe
gilt mit P ersetzt durch ). Demnach hat ¢(7) den gleichen Abstand von P
und von @ wie T. Aus Axiom 2(2) folgt dann, dass ¢(7T") = T. Also ist T
ein Fixpunkt. Da T beliebig war, ist jeder Punkt von P(Q ein Fixpunkt von
®.

Zur zweiten Behauptung. Angenommen P, Q, R sind Fixpunkte von ¢, die
nicht kollinear sind. Nach der ersten Behauptung sind alle Punkte auf PQ
auf QR und auf PR Fixpunkte von ¢. Sei T ein beliebiger Punkt. Wir
wollen zeigen, dass T' ebenfalls ein Fixpunkt von ¢ ist. Wir betrachten die
Gerade PT und unterscheiden zwei Félle. Im ersten Fall schneiden sich PT
und QR in einem Punkt U. Dann ist PI' = PU. Da P und U Fixpunkte
von ¢ sind, ist nach der ersten Behauptung auch 7' ein Fixpunkt von ¢. Im
zweiten Fall ist PT parallel zu QR. Dann ist PT invariant unter ¢: es ist
die eindeutige Gerade parallel zu QR durch P. Damit ist P ein Fixpunkt:
es ist der eindeutige Schnittpunkt von Q7 und Rp auf PT. O

Folgerung 1.6. Wenn PQR ein Dreieck ist und ¢ und v Bewegungen mit
@(P) = v(P), 9(Q) = ¥(Q), p(R) = »(R), dann ist p = .

Beweis. Die Bedingungen besagen, das die Fixpunktmenge von ¢~ 11 die
Punkte P, @ und R enthélt. Nach Proposition 1.5 muss die Fixpunktmenge
die ganze Ebene sein. Das heifit, fiir jeden Punkt T ist o~ !'¢(T) = T, das
heifit, p(T) = (7). O

Drei Klassen von Bewegungen bekommen besondere Namen:

Eine Bewegung ¢: E? — E? ist eine Translation (Verschiebung) wenn sie
keinen Fixpunkt hat und jede Gerade auf eine zu ihr parallele Gerade ab-
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I

Abbildung 4: Der Effekt einer Translation.

bildet. Wir verabreden auflerdem, dass auch die Identitdt als Translation
gilt.

Eine Bewegung ist eine Rotation (Drehung) wenn sie genau einen Fixpunkt
hat. Wieder gilt gem#fl Vereinbarung auch die Identitéit als Rotation.

Eine Bewegung ist eine Reflektion (Spiegelung) wenn ihre Fixpunktmenge
eine Gerade ist. Eine Bewegung ¢ ist eine Involution wenn ¢ o ¢ = id. Eine
dquivalente Bedingung ist, das ¢ = ¢~!'. Eine Involution bildet P auf Q
ab genau dann wenn sie @) auf P abbildet: ¢(P) = @ genau dann wenn
0(Q) = P = ¢(e(P)).

Dass Translationen, Rotationen und Reflektionen existieren, folgt nicht aus
den bisherigen Axiomen, wir fordern es axiomatisch:

Axiom 5 (Bewegungen). 1. Gegeben zwei Punkte P und Q existiert ge-
nau eine Translation T mit 7(P) = Q.

2. Gegeben drei Punkte P, Q und Q' mit |PQ| = |PQ'| existiert genau
eine Rotation p mit p(P) = P und p(Q) = Q.

3. Gegeben eine Gerade £ gibt es genau eine Spiegelung o, deren Fiz-
punktmenge die Gerade ¢ ist.

Wir bezeichnen die Translation, die P auf ) abbildet mit 7pg.

10
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>

Abbildung 5: Der Effekt einer Rotation.

Wir bezeichnen die Fixpunktmenge einer Spiegelung als ihre Spiegelungs-
achse. Die Spiegelung mit Achse g schreiben wir oy.

Zwei Figuren f und f’ sind kongruent, geschrieben f = f’, wenn es eine
Bewegung ¢ gibt, die f auf f’ abbildet: p(f) = f'.

Bemerkung 1.7. Kongruenz von algebraischen Winkeln ist in Abschnitt 3.7
anders definiert.

Proposition 1.8. Zwei Segmente PQ und P'Q’ sind kongruent genau dann,
wenn sie die gleiche Linge haben.

Beweis. Kongruent impliziert gleiche Liange: Da Bewegungen Abstand er-
halten miissen zwei kongruente Segmente die gleiche Lénge haben.

Gleiche Linge impliziert kongruent: Sei 7 eine Translation, die P auf P’
abbildet. Sei p eine Rotation, die P’ festhélt und 7(Q) auf Q" abbildet. Wir
behaupten das ¢ := por das Segment PQ auf P'Q)’ abbildet. Wir berechnen
o(P) = p(r(P)) = p(P') = P' md $(Q) = p(r(Q)) = @'. Also sind PQ
und P’'Q)’ kongruent. O

Nun fehlt nicht viel zum ersten Kongruenzsatz:

11
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(O

Abbildung 6: Der Effekt einer Reflektion.

Satz 1.9 (Kongruenzsatz ,,SSS*). Seien PQR und P'Q’'R' Dreiecke. Wenn
gilt |PQ| = |P'Q’|, |QR| = |Q'R'| und |PR| = |P'R/|, dann sind PQR und
P'Q'R' kongruent.

Beweis. Da |PQ| = |P'Q’| ist, existiert nach Proposition 1.8 eine Bewegung
¢ mit p(P) = P’ und ¢(Q) = Q'. Wir ersetzen das Dreieck PQR durch das
kongruente Dreieck ¢(PQR). Danach gilt, P = P’ und Q = @’. Nun liegen R
und R’ beide auf den Kreisen Pg und Q g, die sich in zwei Punkten schneiden.
Wenn R = R’ ist, sind wir fertig, denn PQR = P'Q'R’. Andernfalls sei
g = PQ. Die Spiegelung o, hélt dann P und @ fest und vertauscht wegen
Axiom 3(1) die beiden Punkte R und R’. Somit ist o4(PQR) = P’Q'R'. O

Proposition 1.10. Zu zwei verschiedenen Punkten P und Q) g¢ibt es eine
eindeutige Gerade ¢ so, dass o¢(P) = Q und o¢(Q) = P.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz einer solchen Spiegelung.

Seien R und S die beiden Schnittpunkte von Py und @ p, einer in jedem
Halbraum von PQ@ nach Axiom 3(1). Sei ¢ = RS. Wir behaupten, dass oy
die Punkte P und ) vertauscht. Denn P und @) sind die beiden eindeutigen
Schnittpunkte von Rp und Sp. Da sie nicht auf ¢ liegen, hilt o, sie nicht
fest und da es nur zwei gibt, vertauscht es sie.

12
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Ist ¢ eine weitere Gerade, so dass oy die Punkte P und @ vertauscht,
dann gilt fiir jeden Punkt N auf ¢/, dass |PN| = |op(P)oy(N)| = |QN]|.
Insbesondere sind zwei Schnittpunkte von Pg mit ¢ auch Punkte von Qp.
Da sich Pg und @p nur in den beiden Punkten R und S schneiden, folgt
dass ¢/ = RS = /. O

Wenn P und @ zwei verschiedene Punkte sind und oy die Spiegelung, die
sie vertauscht, nennen wir ¢ die Mittelsenkrechte von PQ. Wir nennen den
Schnittpunkt von PQ mit £ den Mittelpunkt von P und Q.

Aus dem Beweis von Proposition 1.10 sehen wir:

Folgerung 1.11. Seien P und Q zwei verschiedene Punkte und £ die Mittel-
senkrechte von PQ. Ein Punkt N liegt auf ¢ genau dann, wenn |[PN| = |QN]|.

Beweis. Wenn N auf ¢ liegt, ist 0y(N) = N, also |PN| = |oy(P)o¢(N)| =
[QN].

Wir nehmen umgekehrt an, dass |PN| = |QN| und wollen zeigen, dass N
auf £ liegt. Sei M der Mittelpunkt von P und Q. Wenn N = M ist, wissen
wir bereits, dass N in £. Es bleibt also, den Fall N # M zu betrachten. Sei
N’ = opg(N). Dann ist NN’ = MN und oyp vertauscht P und Q. Also
ist NN’ = M N die Mittelsenkrechte von PQ. O

1.5 Winkel

Seien P, @, R drei Punkte. Die beiden Strahlen s = Cﬁ’ und t = Cﬁ bilden
einen Winkel, den wir mit Z(s,t) oder auch mit ZPQR bezeichnen. Die
Strahlen s und t heiflen die Schenkel des Winkels, der Punkt @ ist sein
Scheitel.

Seien g und h zwei Geraden, die sich in einem Punkt @ schneiden. Seien s
und s’ die beiden Strahlen in g ab Q und ¢ und ¢’ die beiden Strahlen in A ab
Q. Die Winkel Z(s,t) und Z(t,s") sind Nebenwinkel. Die Winkel Z(s,t) und
Z(s',t') sind Gegenwinkel. Der Winkel Z(s, s') ist ein gestreckter Winkel. Ein
rechter Winkel ist ein Winkel, der kongruent zu einem Nebenwinkel ist.

Proposition 1.12. Fir jeden Winkel Z(s,t) gibt es eine Bewegung, die s
und t vertauscht. Mit anderen Worten: Z(s,t) und Z(t,s) sind kongruent.

Beweis. Sei P der Scheitel von Z(s,t) und seien Q € s und R € T von P
verschieden mit |PQ| = |PR|. Dann sind die Dreiecke PQR und PR(Q nach

13
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Abbildung 7: Ein Winkel ZPQR und ein Dreieck STU.

Satz 1.9 kongruent. Es gibt also eine Bewegung, die P festhilt und ) und
R vertauscht. Diese Vertauscht auch die Strahlen s und t¢. O

Proposition 1.13. Nebenwinkel von kongruenten Winkeln sind kongruent.

Beweis. Sei ¢ eine Bewegung, die Z(s,t) auf Z(s',¢') abbildet. Sei u der
zu s komplementire Strahl und u' der zu s’ komplementéire. Dann bildet
¢ den eindeutigen zu s komplementéiren Strahl u auf den eindeutigen zu s’
komplementéiren Strahl u" ab: p(u) = u’. Also bildet ¢ den Winkel Z(t,u)
auf Z(t',u’) ab. O

Folgerung 1.14. Jeder Winkel ist kongruent zu seinem Gegenwinkel.

Beweis. Zwei Gegenwinkel haben einen gemeinsamen Nebenwinkel, der zu
sich selbst kongruent ist. Die Aussage folgt daher aus Proposition 1.13. O

Satz 1.15 (Kongruenzsatz ,SWS*). Wenn PQR und P'Q'R’ Dreiecke sind
mit |PQ| = |P'Q'| und |QR| = |Q'R'| und wenn LPQR kongruent ist zu
/P'Q'R', dann ist PQR kongruent zu P'Q'R’.

Beweis. Sei ¢ eine Bewegung, die ZPQR auf ZP'Q’'R’ abbildet. Mit Propo-
sition 1.12 kénnen wir annehmen, dass gp(Q?) = QP und gO(Q?E) =Q'R.

14
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Dann bildet ¢ aber auch P, als den eindeutigen Punkt auf Q_}% mit Abstand
|QP| auf P’ ab, den eindeutigen Punkt auf @' P’ mit Abstand |Q'P’| = |QP|.
Ein analoges Argument zeigt, dass ¢(R) = R/. O

Proposition 1.16. Wenn Z(s,t) und Z(s,t') kongruent sind und t und t'
im selben Halbraum der von s aufgespannten Gerade, dann ist t =t'.

Beweis. Sei P Scheitel von Z(s,t) und seien ) # P ein Punkt auf s und R #
P ein Punkt auf t. Eine Bewegung, die Z(s,t) auf Z(s,t') abbildet, bildet R
auf einen Punkt R’ € t' ab. Nach Voraussetzung liegen R und R’ im selben
Halbraum der von s aufgespannten Gerade. Sie sind beide Schnittpunkte
der Kreise P und Qr = Qr'. Digs nur einen solchen Schnittpunkt gibt,

ist R = R und damit ¢ — P&t — PR — ¢'. 0

Satz 1.17 (Kongruenzsatz ,WSW¢*). Wenn PQR und P'Q'R’ Dreiecke
sind mit |PQ| = |P'Q’'|, /ZPQR = /P'Q'R' und ZQPR = Z/Q'P'R/, dann
ist PQR kongruent zu P'Q'R’.

Beweis. Sei ¢ eine Bewegung, die P auf P’ und @ auf @’ abbildet und
den Halbraum von P(Q der R enthilt auf den Halbraum von P'Q’ der R’
enthélt. Eine solche kann man konstruieren wie im Beweis von Satz 1.9. Da
©(ZQPR) = ZQPR = ZQ'P'R’ ist, ist nach Proposition 1.16 cp(ﬁ) =
ﬁ . Ahnlich sieht man, dass go((oﬁ) = ﬁ . Damit bildet ¢ den Schnitt-

LA —
punkt R von ﬁ und Cﬁ auf den Schnittpunkt R’ von P'R’ und Q'R’
ab. O

Es gibt noch einen weiteren Kongruenzsatz, den wir ohne Beweis formulie-
ren:

Satz 1.18 (Kongruenzsatz WWS). Wenn PQR und P'Q'R’ Dreiecke sind
mit |PQ| = |P'Q'|, ZQPR = ZQ'P'R" und ZQRP = Q'R'P’, dann ist
PQR kongruent zu P'Q'R’.

Ubung 1 (WWS konstruktiv). Gegeben Winkel /ABC und /DEF und ein
Segment GH , konstruiere ein Dreieck PQR mit ZRPQ = LABC, ZPQR =
ZDEF und |QR| = |GH]|.

Proposition 1.19. Seien s,s’,t Strahlen ab einem Punkt P, so dass g =
sUs’ eine Gerade ist. Sei  die Gerade, die t enthdlt. Die einzige Bewegunyg,
die Z(s,t) auf Z(s',t) abbildet, ist die Spiegelung an .
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Beweis. Seien Q € s und Q" € s’ Punkte im gleichen Abstand von P. Sei ¢
eine Bewegung, die s auf s’ abbildet und ¢ auf sich selbst. Dann ist £ in der
Fixpunktmenge von ¢ und ¢(Q) = ¢(Q’). Nach Proposition 1.5 ist ¢ die
(nach Axiom 5(3) eindeutige) Spiegelung an /. O

Folgerung 1.20. Rechte Winkel sind kongruent zueinander.

Beweis. Seien /(s,t) und Z(s',t") zwei rechte Winkel. Aus Satz 1.9 folgt,
dass Z(s',t") kongruent ist zu einem Winkel Z(s,t”) bei dem ¢ im selben
Halbraum der von s aufgespannten Gerade liegt, wie ¢t. Aus Proposition 1.19
folgt, dass t = t". O

Wir ordnen jedem Winkel eine Gradzahl zwischen 0° und 180° zu. Die folgen-
den Regeln beschreiben die Zuordnung: Ein trivialer Winkel Z(s,s) misst
0°. Ein rechter Winkel misst 90°. Ein gestreckter Winkel misst 180°. Die
Summe von zwei Winkeln, die z° und y° messen, misst (z + y)°, vorausge-
setzt x + y < 180. Kleinere Winkel messen kleinere Gradzahlen. Um auszu-
driicken, dass Z(s,t) eine Gradzahl x° misst, schreiben wir der Einfachheit
halber Z(s,t) = x°.

Aus Folgerung 1.20 erhalten wir:

Folgerung 1.21. Kongruente Winkel messen dieselbe Gradzahl.

Wir kommen zu einer fundamentalen Aussage iiber Winkel in Dreiecken:

Proposition 1.22. Die Winkelsumme im Dreieck ist 180°. Das heif§t, ist
PQR ein beliebiges Dreieck, dann ist die Summe von ZPQR, ZQRP und
ZRPQ gerade 180°.

Beweis. Sei g die zu PQ) parallele Gerade durch R. Sei A der Schnittpunkt
von Rgp mit g der im selben Halbraum von QR liegt, wie P. Sei B der von
verschiedene Schnittpunkt von Rg und QR (vgl. Abbildung 8). Die Summe
von ZQRP, /ZPRA und ZARB ist 180°. Die Behauptung folgt deshalb,
wenn wir zeigen, dass ZQPR = ZARP und Z/ZPQR = ZARB.

Sei Tgp die Translation, die () auf P abbildet. Nach Konstruktion bildet
sie R aud B und P auf A ab. Also ist ZPQR = ZARB. Sei 1pgr die
Translation, die P auf R abbildet. Nach Konstruktion bildet sie ZQPR
auf den Gegenwinkel von ZARP in R ab. Aus Folgerung 1.14 folgt, dass
ZARP = ZQPR. O
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Abbildung 8: Die Winkelsumme im Dreieck ist 180°.

Wenn wir den Winkel zwischen zwei Strahlen s und ¢ im Gegenuhrzeigersinn
messen, konnen wir ihm eine Zahl zwischen 0° und 360° zuordnen. Der
Vorteil ist, dass dann das Winkelmafl der Summe zweier Winkel immer gleich
der Summe der einzelnen Winkelmafe ist. Der Nachteil ist, dass dieses Maf}
nicht invariant unter Kongruenz ist. Wir bezeichnen dieses Mafl als den
algebraischen Winkel und schreiben ihn <(s, t).

2 Euklids Elemente: erstes Buch

In diesem Abschnitt wollen wir uns einige von Euklids Aussagen und Kon-
struktionen aus den , Elementen“ ansehen. Einige haben wir bereits gese-
hen: Problem 1.2 und Problem 1.1 und der Konruenzsatz SWS sind die
Propositionen 1, 2, und 4 im ersten Buch der Elemente. Die Grundkon-
struktionen einen Winkel zu halbieren, eine Strecke zu halbieren, das Lot
zu fallen, einen Winkel zu iibertragen und die Paralle durch einen Punkt
zu konstruieren sind die Propositionen 9 bis 12, 23 und 31. Der Gegenwin-
kelsatz ist Proposition 15. Die Dreiecksungleichung (unser Axiom 1(3)) ist
bei Euklid Proposition 20. Die Kongruenzsidtze WSW und WWS sind Eu-
klids Proposition 26. Der Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck (unsere
Proposition 1.22) ist Euklids Proposition 32.
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Problem 2.1. Seien a = A1Ay, b = B1By und ¢ = C1Cy Segmente, deren
Lingen die drei Dreiecksungleichungen erfillen, also |A1As| < |B1Bsa| +
\01(3’2\, ’3132’ < ’A1A2’ + ‘0102‘, ’0102’ < ‘A1A2’ + ’0102’ Konstruiere
ein Dreieck PQR mit |PQ| = |A1Az]|, |QR| = |B1Bs2| und |PR| = |C1Cs|.

Konstruktion. Wahle P = Ay, Q = A und R als den Schnittpunkt von
Pc,c, und @p, B,- O

Folgerung 2.2. Drei Lingen |A1As|, |B1Bz| und |C1Cs| sind genau dann
die Kantenlingen eines Dreiecks, wenn sie die drei Dreiecksungleichungen
erfillen.

2.1 Polygone

Im Folgenden werden wir neben Dreiecken allgemeinere n-Ecke oder Poly-
gone betrachten.

A W

VA,

Abbildung 9: Parallelogramm, Rechteck, Drachenviereck, Raute, Trapez,
Quadrat.

Vier Punkte P, Q, R, S bilden ein Viereck wenn sich die Segmente PQ und
RS ebenso wie die Segmente QR und PS nicht schneiden. Das Viereck
PQRS ist ein
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e ein Parallelogramm wenn PQ und RS parallel sind und QR und PS
parallel sind.

e cin Rechteck wenn alle seine Winkel rechte Winkel sind (damit sind
Rechtecke Parallelogramme).

e ein Drachenviereck PQRS wenn |PQ| = |PS| und |QR| = |RS)|.
e cin Trapez wenn PQ || RS.
e eine Raute, wenn alle Kanten gleich lang sind.

e ein Quadrat, wenn es ein Rechteck und eine Raute ist.

> O DO
0000

Abbildung 10: RegelméfBige n-Ecke fiir 3 < n < 10.

Punkte P,..., P, bilden ein n-Eck P;...P,, wenn sich nur benachbarte
Segmente schneiden und das nur in ihren Endpunkten.

Ein n-Eck P; ... P, ist regelmdf$ig wenn

e alle Seiten P;P;;1 zueinander kongruent sind und

e alle Winkel ZP;_; P;P;1+1 zueinander kongruent sind.
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Abbildung 11: Die Konfiguration in Proposition 2.3

Die Bedingung, dass die Seiten kongruent zueinander ist, kénnen wir auch
dadurch ausdriicken, dass sie gleich lang sind (Proposition 1.8). Die Be-
dingung, dass die Winkel kongruent zueinander sind, kénnen wir dadurch
ausdriicken, dass sie gleiches Winkelmafl haben (Folgerung 1.21). Die Indizes
i—1 und i+ 1 sind um das Polygon umlaufend zu verstehen: n+ 1 entspricht
1, 0 entspricht n, —1 entspricht n — 1, usw..

2.2 Konstruktionen mit parallelen Geraden

Proposition 2.3. Wenn zwei Geraden g und h von einer Geraden f wie
in Abbildung 11 geschnitten werden und

1. die wechselseitigen Winkel « und 8 gleich sind oder
2. die Stufenwinkel & und 8 gleich sind oder
3. die beiden innen liegenden Winkel 8 und v zusammen 180° messen,

dann st g parallel zu h.

Wenn umgekehrt g parallel zu h ist dann gilt jede der Bedingungen (1), (2)
und (3).
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Beweis. Wir beobachten zunéchst, dass wegen des Nebenwinkelsatzes 1.13
a = § = 180° — ~ ist. Die Bedingungen (1), (2) und (3) sind also dquivalent.

Wir nehmen (3) an und wollen zeigen, dass g und h parallel sind. Angenom-
men, das wiren sie nicht, dann hétten sie einen Schnittpunkt R. Dann wiére
PQR ein Dreieck mit ZQPR =~ und ZPQR = (3 (oder, wenn der Schnitt-
punkt auf der anderen Seite von f liegt, ZQPR = o = $ und ZPQR = 7).
Nach Voraussetzung ist aber 5 + v = 180° was schon die Winkelsumme im
Dreieck ist (Proposition 1.22), so dass ZQRP = 0° sein miisste, was nicht
sein kann.

Wir wollen jetzt die umgekehrte Richtung zeigen: wenn g und h parallel
sind, dann ist 3 + v = 180°. Sei dazu I’ die Gerade durch @ deren Winkel
B" die Bedingung 3’ +~ = 180° erfiillt. Aus dem ersten Teil wissen wir, dass
g und A’ parallel sind. Nach dem Parallelenaxiom 4 gibt es aber genau eine
Parallele zu g durch @, also ist h = b’ und damit 3 = /'. O

Ubung 2. Seien g, h, ¢, m Geraden, { | m. Zeigen Sie, dass wenn der Win-
kel den g und m einschlieflen kongruent ist zu dem Winkel, den h und £ auf
der gleichen Seite einschliefsen, dann ist g || h.

Proposition 2.4. Wenn PQRS ein Parallelogramm ist, dann ist |PQ| =
|RS| und |QR| = |PS]|.

Beweis. Da PS und QR parallel sind, sind ZPSQ und ZSQ R wechselseitige
Winkel und deshalb nach Proposition 2.3 kongruent. Genauso sind ZPQS
und ZS5Q R wechselseitige Winkel und damit kongruent. Die beiden Dreiecke
PQS und RQS haben somit eine gleichlange Seite, die von zwei kongruenten

Winkeln eingeschlossen wird. Nach dem Kongruenzsatz WSWsind sie also
kongruent und insbesondere |PQ| = |RS| und |PS| = |QR)|. O

Das motiviert die folgende Definition: zwei Segmente PQ und RS sind par-
allel, wenn PQ) und RS parallel sind und |PQ| = |RS]|.

Proposition 2.5. Wenn Segmente PQ und RS parallel sind, dann ist
PQRS (oder PQSR) ein Parallelogramm.

Beweis. Nach Proposition 2.3 sind die wechselseitigen Winkel ZPQ.S und
ZRSQ kongruent. AuBerdem sind die Seiten PQ und RS gleich lang. Nach
dem Kongruenzsatz ,,SWS* folgt, dass die Dreiecke PSQ und RQS kongru-
ent sind. Insbesondere ist ZPSQ = ZRQS.
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Das sind aber gerade die wechselseitigen Winkel von Q.S beziiglich der beiden
Geraden PS und QR. Da sie gleich grof3 sind, sind die beiden Geraden also
nach Proposition 2.3 parallel. O

2.3 Fliacheninhalt von Dreiecken und Parallelogrammen

Wir wollen den Fldcheninhalt von gradlinigen Figuren definieren. Das ma-
chen wir nach folgenden Regeln: kongruente Figuren haben den gleichen Fla-
cheninhalt. Entfernt man von Figuren f; und fs mit gleichem Fliacheninhalt
Figuren g; und go mit gleichem Flicheninhalt, dann haben die resultieren-
den Figuren gleichen Flédcheninhalt. Fiigt man zu Figuren f; und fo mit
gleichem Flédcheninhalt Figuren ¢g; und go mit gleichen Flacheninhalt hinzu,
dann die resultierenden Figuren gleichen Fliacheninhalt. Wenn eine Figur f
in m Teile g1, ..., gm mit gleichem Flacheninhalt zerlegt werden kann, dann
ist der Fldacheninhalt von f der m-fache Flidcheninhalt der g;. Ein Recht-
eck mit Kantenldngen 1 und m hat Flacheninhalt m. Wenn zwei Figuren
gleichen Fldcheninhalt haben, sagen wir auch kurz, dass sie fldchengleich
sind.

Proposition 2.6. Wenn ABCD eine Parallelogramm ist, dann sind die
Dreiecke ABD und CDB kongruent und haben deshalb den halben Fldchen-
inhalt des Parallelogramms.

Der Beweis ist im Beweis von Proposition 2.4 enthalten.

Proposition 2.7. Seien g und h parallele Geraden und seien ABCD und
EBCF Parallelogramme mit A,D,E,F € g und B,C € h. Dann haben
ABCD und EBCF gleichen Flicheninhalt.

Beweis. Wir unterscheiden zwei Félle: Im ersten Fall sind die Punkte auf g
in der Reihenfolge A, F, D, I’ angeordnet, im zweiten Fall in der Reihenfolge
A, D, E,F. Es gibt noch weitere Félle, die sich aber durch umbenennen auf
einen dieser beiden zuriickfithren lassen.

Wir betrachten die beiden Fille getrennt, stellen aber zunéchst Voriiber-
legungen an. Da ABCD und EBCF Parallelogramme sind, ist |AD| =
|BC| = |EF|. Auflerdem ist |AB| = |CD| und |BE| = |CF|.

Fall 1: Durch Entfernen des Vierecks EBCD aus den Parallelogrammen
ABCD und EBCF erhalten wir die Dreiecke ABE und DCF'. Hier ist
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Abbildung 12: Die zwei Félle in Proposition 2.7.

|AE| = |AD|—|ED| = |EF|—|ED| = |DF)|. Zusammen mit den Voriiberle-
gungen sehen wir, dass die beiden Dreiecke nach dem Kongruenzsatz ,,SSS“
kongruent sind.

Fall 2: Hier schneiden sich BE und CD in einem Punkt G. Nach dem Kon-
gruenzsatz ,SSS“ sind die Dreiecke ABE und DCF kongruent. Durch ent-
fernen des Dreieck DGF erhalten wir flichengleiche Vierecke ABGD und
EGCF. Durch Hinzufiigen des Dreiecks BC'G erhalten wir, dass ABCD
und EBCF flichengleich sind, wie gewiinscht. O

Folgerung 2.8. Seien g und h parallele Geraden und seien ABCD und
EFGH Parallelogramme mit A,D,E,H € g, B,C,F,G € h und |BC| =
|FG|. Dann haben ABCD und EFGH den gleichen Fldcheninhalt.

Beweis. Nach Proposition 2.7 sind die Parallelogramme ABC'D und EBCH
flichengleich. Aulerdem sind die Parallelogramme FBC'H und EFGH fla-
chengleich. Also sind auch ABCD und FBCH flichengleich. O

Folgerung 2.9. Wenn g und h parallele Geraden sind und ABC und DEF
Dreiecke mit A,D € g, B,C,E,F € h und |BC| = |EF|, dann haben ABC
und DEF gleichen Flicheninhalt.
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Abbildung 13: Der Beweis von Folgerung 2.8.

Beweis. Wir kénnen die Dreiecke zu Parallelogrammen ergéinzen, die nach
Folgerung 2.8 gleichen Flidcheninhalt haben. Die Aussage folgt, weil der Fla-
cheninhalt der Dreiecke halb so grof ist, wie der, der Parallelogramme. [

Satz 2.10 (Kathetensatz). Sei ABC ein Dreieck und ZBAC ein rechter
Winkel. Sei M der Fufipunkt des Lots von M auf BC. Der Fldicheninhalt
des Quadrats mit Kantenlinge |AB| ist gleich dem Flicheninhalt des Recht-
ecks mit Kantenlingen |BM| und |BC|. Der Flicheninhalt des Quadrats
mit Kantenlinge |AC| ist gleich dem Flicheninhalt des Rechtecks mit Kan-
tenlingen |MC| und |BC)|.

Beweis. Wir konstruieren Punkte D, E, F, G, H, K durch die Quadrate in
Abbildung 14 und L als den Fulpunkt des Lots auf DE durch L.
Weil /BAG und Z/BAC rechte Winkel sind, sind A, C' und G kollinear.

Es ist ZDBA = /ZFBC weil beide Winkel ZABC' plus ein rechter sind. Da
|BD| = |BC| und |AB| = |BF| ist, folgt aus dem Kongruenzsatz SWS, dass
die Dreiecke BC'F und BDA kongruent sind. Insbesondere haben sie den
gleichen Flécheninhalt.

Nach Folgerung 2.9 (angewendet auf die parallelen Geraden BF und AC)
hat BCF den gleichen Flicheninhalt wie BGF. Das ist nach Propositi-
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Abbildung 14: Der Kathetensatz.

on 2.6 der halbe Flacheninhalt des Parallelogramms BAGF. Aus dem glei-
chen Grund hat BDA den gleichen Fliacheninhalt wie BDL, was der halbe
Flacheninhalt von BDLM ist.

Gleiche Argument zeigt die zweite Aussage. O

Folgerung 2.11 (Satz des Pythagoras). Wenn ABC' ein Dreieck mit rech-
tem Winkel ZBAC ist, dann ist der Fldcheninhalt des Quadrats mit Kan-
tenlinge |BC| gleich der Summe der Fldcheninhalte der Quadrate mit Kan-
tenlinge |AB| und |AC.

Beweis. Wir verwenden wieder Abbildung 14. Das Quadrat BCDE besteht

aus den Rechtecken BDLM und M LEC'. Die Behauptung folgt deshalb aus
dem Kathetensatz. O

3 Gruppen, Bewegungen

Eine Menge G von Bijektionen X — X ist eine Gruppe, wenn

1. die Identitéit id: X — X in G liegt,
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2. fiir jedes Element o € G die Inverse a~! ebenfalls in G liegt und
3. fiir zwei Elemente «, 8 € G die Komposition « o 8 auch in G liegt.

Bemerkung 3.1. Unsere Definition beschreibt eine Untergruppe der symme-
trischen Gruppe Sym(X), aber jede Gruppe ist isomorph zu einer Gruppe
dieser Form.

Ein Beispiel einer Gruppe ist die Menge der Bewegungen E? — E2. In diesem
Abschnitt werden wir weitere Beispiele kennenlernen. Dazu schauen wir uns
Komposition von verschiedenen Arten von Bewegungen an und iiberpriifen,
von welcher Art diese Kompositionen sein kénnen.

3.1 Symmetrien

Sei M C E? und ¢: E? — E? eine Bewegung. Wir sagen, dass ¢ eine Symme-
trie von M ist, wenn jeder Punkt von M auf einen Punkt von M abgebildet
wird und jeder Punkt auflerhalb von M auf einen Punkt auflerhalb fiir M,
d.h. fiir jeden Punkt P gilt P € M genau dann, wenn ¢(P) € M. Fiir prakti-
sche Zwecke erweitern wir den Begriff auf Bilder (jedem Punkt der Ebene ist
eine Farbe zugeordnet), indem wir sagen, dass eine Bewegung ¢ eine Sym-
metrie eines Bildes ist, wenn jeder Punkt auf einen Punkt derselben Farbe
abgebildet wird. Aussagen iiber Symmetrien fiir Mengen verallgemeinern
sich auf Bilder indem wir fiir jede mogliche Farbe die Menge der Punkte be-
trachten, die diese Farbe haben und dann die Symmetrien all dieser Mengen
betrachten.

Beispiel 3.2. 1. Jede Drehung mit Fixpunkt P ist eine Symmetrie des
Kreises Pg.

2. Wenn g eine Gerade ist, sind die Spiegelung an ¢g und jede Spiegelung
an einer Senkrechten von g eine Symmetrien von g.

Proposition 3.3. Die Menge der Symmetrien einer Menge ist eine Gruppe.
Man nennt diese Gruppe die Symmetriegruppe der Menge.

Beweis. Sei M C E? eine Menge. Die Identitit ist eine Symmetrie von M,
weil sie jeden Punkt auf sich abbildet.

Sei ¢ eine Symmetrie von M. Wir wollen zeigen, dass ¢! ebenfalls eine
Symmetrie von M ist. Sei dazu P ein beliebiger Punkt. Sei Q := ¢~ 1(P).
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Nach Definition von Symmetrie ist @ € M genau dann, wenn ¢(Q) = P €
M. Also ist P € M genau dann, wenn ¢~ '(P) = Q € M. Also ist ¢! eine
Symmetrie von M.

Seien ¢ und v Symmetrien von M. Wir wollen zeigen, dass ¢ o ¢ ebenfalls
eine Symmetrie von M ist. Sei wieder P ein beliebiger Punkt. Sei Q = 1 (P)
und R = ¢(Q) = (pot)(P). Da 1) eine Symmetrie von M ist sind P und Q
entweder beide in M oder beide nicht in M. Da ¢ eine Symmetrie von M
ist, sind @ und R entweder beide in M oder beide nicht in M. Also sind P
und R entweder beide in M oder beide nicht in M. O

Satz 3.4. Wenn die Symmetriegruppe einer Menge M C E? endlich ist, gilt
einer der folgenden Fille:

1. Es gibt eine Rotation p und jede Symmetrie von M ist eine Kompo-
sitton p" = po...op von p mit sich selbst. In diesem Fuall gibt es n
Symmetrien {id = p°, p, p?, ..., p" 1}

2. Es gibt eine Spiegelung o und eine Rotation p, deren Fixpunkt auf
der Achse von o liegt, so dass M die folgenden 2n Symmetrien hat:

{jd:po,p,pQ,...,p”,U,JOp,UO,OZ,---7UOPn71}'

Die erste Sorte von Gruppen nennt man endliche zyklische Gruppen und
bezeichnet sie mit C,. Die zweite Sort von Gruppen nennt man endli-
che Diedergruppen und bezeichnet sie mit D,,. Typische Beispiele fiir D,,-
Symmetrien sind die regelméfigen n-Ecke (Abbildung 10). Beispiele fiir C,,-
Symmetrien erhélt man, indem man die Spiegelungssymmetrie bricht, zum
Beispiel durch Sidgezdhne wie in Abbildung 15.

3.2 Spiegelungen, gerade und ungerade Bewegungen

Proposition 3.5. Seien o, und o, Spiegelungen an Geraden ¢ und m.
Wenn £ und m parallel sind, dann ist o, 00y eine Verschiebung. Wenn sich
£ und m in einem Punkt P schneiden, ist o, o oy eine Drehung um P.

Beweis. Sei ¢ = gp 0 op,.

Wir nehmen zunéchst an, dass ¢ und m parallel sind. Wenn ¢ = m ist
die Aussage trivial, also nehmen wir an, dass £ # m. Sei g eine beliebige
Gerade. Wir wollen zeigen, dass ¢(g) parallel zu g ist. Wenn g parallel
zu ¢ und m ist, ist dies einfach zu sehen, weil dann oy(g) auch parallel

27



S. Witzel Elementare Geometrie 28. Juni 2018, 13:14

Abbildung 15: Regelméflige Siageblatter mit n Zéhnen fir 3 < n < 10.

zu ¢ und m ist. Andernfalls sei S der Schnittpunkt von ¢ und ¢ und T
der Schnittpunkt von oy(g) und m. Seien auflerdem L € ¢ und M € m
Punkte auf unterschiedlichen Seiten von o4(g). Sei G € g ein Punkt im von
T abgewandten Halbraum von m. Jetzt sind die Winkel Z/GSL und /T SL =
Zoy(G)SL kongruent, weil oy eine Spiegelung ist. Nach Proposition 2.3 sind
die wechselseitigen Winkel ZT'SL und £ZSTM kongruent. Schliellich sind
die Winkel ZSTM und Zo,,(S)T M kongruent weil o,, eine Spiegelung ist.
Aus Ubung 2 folgt, dass g = G'S und oy 0 0,,(9) = T'opn(S) parallel sind.

Sei jetzt P ein Punkt. Wir wollen zeigen, dass P kein Fixpunkt von ¢ ist.
Ein Fixpunkt von ¢ erfillt o, o 0,,,(P) = P. Komposition mit oy ergibt die
dquivalente Bedingung o,,(P) = o¢(P). Wir wollen also zeigen, dass kein
Punkt diese Gleichung erfiillt. Sei dazu h die Gerade senkrecht zu ¢ und m
durch P. Sei A der Schnittpunkt von A und ¢ und B der Schnittpunkt von A
und m. Es ist |Poy(P)| = 2|PA| und |Po,,(P)| = 2|PB|. Wir unterscheiden
drei Fille je nachdem in welchen Halbrdumen von ¢ und m der Punkt P
liegt. Wenn P im Streifen zwischen ¢ und m liegt, ist o/(P) # 0., (P) weil
die Spiegelungen P in den jeweils abseitigen Halbraum abbilden und diese
Halbriume sich trivial schneiden. Wenn P in dem Halbraum von £ liegt, der
m nicht enthélt, ist [Poy(P)| < |Pom(P)|, also ist o4(P) # opm(P). Wenn
umgekehrt P im Halbraum von m liegt, der ¢ nicht enthélt, ist |Poy(P)| >
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|Po,(P)|, also wieder oy(P) # opm(P).

Nehmen wir jetzt an, dass sich £ und m in einem Punkt P schneiden.
Dann ist offensichtlich P ein Fixpunkt von ¢. Dass es keinen weiteren Fix-
punkt @ gibt, skizzieren wir nur. Fiir einen solchen wiirde wieder gelten
00(Q) = 0m(Q). Die Menge der Punkte mit |Qo(Q)| = |Qon(Q)| besteht
aber aus den beiden Winkelhalbierenden von ¢ und m. Diese schlielen mit
£ und m keinen rechten Winkel ein und werden deshalb nicht auf sich selbst
abgebildet (aufler im Fall wo £ = m und eine der Winkelhalbierenden gleich
¢ = m ist und die andere das Lot in P). O

Proposition 3.6. Jede Verschiebung und jede Drehung ist die Komposition
zweier Spiegelungen.

Beweis. Sei 7 eine Verschiebung, sei P beliebig und sei @Q = 7(P). Sei M
der Mittelpunkt von PQ. Sei m die Senkrechte zu PQ durch M und sei ¢
die Senkrechte zu PQ durch Q. Da m und £ parallel zueinander sind, ist
oy 0 0y, nach Proposition 3.5 eine Verschiebung. AuBlerdem ist oy(op,(P)) =
00(Q) = Q. Wegen der Eindeutigkeit in Axiom 5(1) ist 7 = gy © oyy.

Sei jetzt p eine Drehung mit Fixpunkt M, sei P # M und sei Q = p(P).
Sei m die Winkelhalbierende von ZPM@ und sei £ = MQ. Da sich m
und ¢ in M schneiden, ist nach Proposition 3.5 ist oy o 0, eine Drehung.
Offensichtlich ist o(0,(M)) = M. AuBerdem ist oy(0,,(P)) = 04(Q) = Q.
Aus der Eindeutigkeit in Axiom 5(2) folgt, dass p = oy 0 opp,. O

Satz 3.7. Jede Bewegung ist eine Komposition von Spiegelungen.

Beweis. Im Beweis von Satz 1.9 haben wir gesehen, dass jede Bewegung eine
Komposition ¢ = 0 o p o7 einer Verschiebung 7, einer Drehung p und einer
Spiegelung o ist. Nach Proposition 3.6 sind aber p = ¢’o¢” und 7 = 0" 00””
Kompositionen von Spiegelungen. Also ist ¢ = 0 00’ 0 6” 0 0” 0 0" eine

Komposition von Spiegelungen. 0

Eine Bewegung ist gerade, wenn sie die Komposition einer geraden Anzahl
von Spiegelungen ist. Sie ist ungerade, wenn sie die Komposition einer unge-
raden Anzahl von Spiegelungen ist. Ungerade Bewegungen sind diejenigen,
die im Uhrzeigersinn beschriftete Dreiecke auf in im Gegenuhrzeigersinn be-
schriftete Dreiecke abbilden, die lesbare Schrift auf spiegelverkehrte Schrift
abbilden, und die algebraische Winkelmafle auf ihr negatives abbilden. Ins-
besondere erhalten gerade Bewegungen algebraische Winkelmaifle.
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Beispiel 3.8. Drehungen und Verschiebungen sind gerade Bewegungen.
Spiegelungen sind ungerade Bewegungen.

Da ,,gerade plus gerade gleich gerade“, , ungerade plus ungerade gleich ge-
rade“, ,gerade plus ungerade gleich ungerade ist, erhalten wir:

Proposition 3.9. Die Komposition von zwei geraden Bewegungen ist gera-
de. Die Komposition von zwei ungeraden Bewegungen ist gerade. Die Kom-
position einer geraden und einer ungeraden (oder einer ungeraden und einer
geraden) Bewegung ist ungerade.

Folgerung 3.10. Die Menge der geraden Bewegungen ist eine Gruppe.

Bemerkung 3.11. Wie schon angemerkt hieflen unsere Bewegungen bei Herrn
Bauer Isometrien. Unsere geraden Bewegungen sind nun gerade das, was bei
Herrn Bauer Bewegungen hief3.

Proposition 3.12. Die Fixpunktmenge einer geraden Bewegung ist entwe-
der leer, ein einziger Punkt, oder die ganze Ebene.

Beweis. Nach Proposition 1.5 ist die Fixpunktmenge einer beliebigen Bewe-
gung eins von den genannten oder eine Gerade. Wenn die Fixpunktmenge
eine Gerade ist, ist die Bewegung aber eine Spiegelung und damit ungera-
de. O

3.3 Verschiebungen

Proposition 3.13. Eine Bewegung 7 ist eine Verschiebung genau dann,
wenn fiir beliebige Punkte P und Q das Viereck PQT(Q)T(P) ein Paralle-
logramm ist (eventuell degeneriert).

Insbesondere bewegen Verschiebungen jeden Punkt um denselben Abstand

|PT(P)| = QT (Q)]-

Beweis. Seien P und @ zwei Punkte. Wir nehmen an, dass 7 eine Verschie-
bung ist und zeigen, dass PQ7(Q)7(P) ein Parallelogramm ist. Da 7 eine
Verschiebung ist, bildet es die Gerade P7(P) auf eine parallele Gerade ab,
die 7(P) enthélt, also auf sich selbst. AuBerdem sind PQ und 7(PQ) par-
allel weil 7 eine Bewegung ist. Damit ist PQ7(Q)7(P) ein Parallelogramm
(eventuell degeneriert, wenn die zwei der parallelen Geraden gleich sind).

Aus der Parallelogramm-Bedigung folgt zusammen mit Proposition 2.4 die
Aussage, dass alle Punkte um denselben Abstand bewegt werden.
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Sei jetzt T eine Bewegung, die die Parallelogramm-Bedingung erfiillt. Da
sie jeden Punkt um denselben Abstand bewegt ist entweder jeder Punkt
ein Fixpunkt (und 7 = id) oder keiner. Wenn 7 keinen Fixpunkt hat, folgt
auBerdem, dass eine beliebige Gerade P() auf die parallele Gerade 7(P)7(Q)
abgebildet wird. Damit ist 7 eine Verschiebung. O

Proposition 3.14. Wenn 71 und 1o Verschiebungen sind, ist 79 o 71 auch
eine Verschiebung.

Beweis. Seien P und @ Punkte. Da 7y eine Verschiebung ist, ist PQ par-
allel zu 71 (P)711(Q). Da 1 eine Verschiebung ist, ist 7 (P)7(Q) parallel zu
72 (11 (P))72(11(Q)). Also ist PQ parallel zu m5(71(P))72(m1(Q)) und damit
PQo(11(Q))72(71(P)) nach Proposition 2.5 ein Parallelogramm. Damit folgt
die Behauptung aus Proposition 3.13. O

AuBlerdem gilt:

Proposition 3.15. Wenn 11 und 1o Verschiebungen sind, ist Tiomo = T907T].
Beweis. Sei P € E? beliebig. Die Segmente Pro(P) und 71(P)72(1(P))
sind parallel. Also ist P7a(P)72(71(P))71(P) nach Proposition 2.5 ein Par-
allelogramm. Folglich sind P7y(P) und 7o(P)71e(71(P)) parallel. Das heifit
To(11(P)) ist das Bild unter 71 von 72(P) oder kurz mo(71(P)) = 71(12(P)).

O

Nach Definition ist die Identitéit eine Verschiebung, auflerdem ist die Inverse
einer Verschiebung eine Verschiebung. Aus Proposition 3.14 folgt deshalb,
dass Verschiebungen eine Gruppe bilden (eine Untergruppe der Gruppe der
Bewegungen). Eine Gruppe in der ¢ o 1) = 1 o ¢ ist heifit abelsch, nach
Proposition 3.15 ist die Gruppe der Verschiebungen also abelsch.

Proposition 3.16. Wenn ¢ eine Bewegung ist und 7' eine Verschiebung,
dann ist T := @ o1 o @ ! eine Verschiebung.

Beweis. Seien P und @ beliebige Punkte. Wir wollen zeigen, dass PQT7(Q)7(P)
ein Parallelogramm ist. Sei dazu P’ := ¢~ 1(P) und Q" := ¢~ 1(Q). Da 7
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eine Verschiebung ist, ist P'Q'7'(Q")7'(P’) ein Parallelogramm (Propositi-
on 3.13). Nun ist aber

P =p(P)

Q=¢(Q)
7(P) = ¢((¢~(P))) = o('(P"))
7(Q) = (r(¢~1(Q))) = o(7'(Q"))

also PQT(Q)T(P) = p(P'Q'7(Q")7'(P')). Weil die Bewegung ¢ parallele
Geraden auf parallele Geraden abbildet, ist also PQ7(Q)7(P) ebenfalls ein
Parallelogramm. Damit ist 7 nach Proposition 3.13 eine Verschiebung. [

3.4 Drehungen und Verschiebungen

Die Beweise mit Verschiebungen waren etwas kompliziert, weil es eine Art
von Drehungen gibt, die ebenfalls Geraden auf parallele Geraden abbil-
det: die Drehungen um 180°. Wir nennen sie auch Punktspiegelungen. Wir
miissen allerdings beachten, dass sie trotz dieser Bezeichnung keine Spiege-
lungen sind.

Proposition 3.17. Wenn 7 # id eine Verschiebung ist und p eine Drehung,
dann ist Top# porT.

Beweis. Sei P der Fixpunkt von p. Wére 7op = por, dann wére insbesondere
7(P) = 7(p(P)) = p(r(P)), also 7(P) ein Fixpunkt von p. Der einzige
Fixpunkt von p ist P. Aber 7(P) # P weil 7 eine Verschiebung und nicht
die Identitat ist. Also ist Top # poT. O

Problem 3.18. Konstruiere ein Dreieck PQR mit |PQ| = |PR| wobei |QR)|
und /RPQ vorgegeben sind.

Konstruktion. Konstruiere mithilfe von Ubung 1 das Dreieck M PQ wobei
/ZPQM die Hilfte des vorgegebenen Winkels ist, |M P| die Hilfte der vor-
gegebenen Linge und ZQM P ein rechter Winkel. Sei R der zweite Schnitt-
punkt von Mp mit M P. O

Beweis. Da ZQM P ein rechter Winkel ist, sind die beiden Dreiecke PQM
und PRM kongruent zueinander durch Spiegelung an QM. Damit ist der
Winkel ZPQM doppelt so grol wie der Winkel ZPQM, also so grof} wie
gefordert. AuBlerdem ist |PR| = 2| M P| also so grof} wie gefordert. Schliefllich
ist |PQ| = |RQ)|. O
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Proposition 3.19. Wenn 7 eine Verschiebung ist und p eine Drehung,
dann ist po T eine Drehung.

Beweis. Wenn 7 = id ist die Behauptung trivial, wir nehmen also an, dass
7 #id. Sei P der Fixpunkt von p. Um die Behauptung zu beweisen, wollen
wir den Fixpunkt von p o7 bestimmen, also den Punkt @ mit p(7(Q)) = Q.
Mit anderen Worten wollen wir, dass 7(Q) = p~1(Q) ist. Sei PQR das
Dreieck, das wie folgt beschrieben ist: P ist der Fixpunkt von p; das Segment
QR ist parallel zu P7(P), der Winkel ZRPQ ist der Winkel um den p dreht
(wenn also p(A) = B, dann ist ZRPQ = ZAPB), es ist |[PQ| = |QR)|. Diese
Art Dreieck haben wir in Problem 3.18 konstruiert. Wir behaupten, dass @
der gewiinschte Fixpunkt ist.

Da QR parallel zu P7(P) ist, ist 7(Q) = R. Da auBerdem |PQ| = |QR|
ist und ZRPQ der Drehwinkel, ist p(R) = Q. Damit ist @) der gewiinschte
Fixpunkt. Es bleibt zu zeigen, dass p o 7 keinen weiteren Fixpunkt hat. Da
p o T gerade ist, bleibt nach Proposition 3.12 nur die Moglichkeit, dass es

die Identitét sein konnte, was aber nicht der Fall ist, weil P kein Fixpunkt
ist. O

Folgerung 3.20. Wenn 7 eine Verschiebung ist und p eine Drehung, dann

ist T o p eine Drehung.

Beweis. Nach der Proposition ist p~! o 77! eine Drehung p’. Dann ist aber
—1 .

Top=p  ebenfalls eine Drehung. O

Folgerung 3.21. Jede Bewegung ist eine Komposition von hichstens drei
Spiegelungen.

Beweis. Im Beweis von Satz 1.9 haben wir gesehen, dass jede Bewegung
¢ geschrieben werden kann als ¢ = o o p o 7 wobei o die Identitéit oder
eine Spiegelung, p eine Drehung und 7 eine Verschiebung ist. Nach Propo-
sition 3.19 ist aber p o7 = p’ eine Drehung, die nach Proposition 3.6 die
Komposition p’ = ¢’ o ¢’ zweier Spiegelungen ist. Es ist also ¢ = g oo’ oo’
die Komposition von héchstens drei Spiegelungen. O

Bemerkung 3.22. Man kann Folgerung 3.21 auch zeigen, indem im Beweis
von Satz 1.9 statt der Verschiebung und der Drehung jeweils eine Spiege-
lungen verwendet.

Aus Proposition 3.19 folgt, dass die Menge der Drehungen und Verschie-
bungen eine Gruppe ist. Proposition 3.17 besagt, dass diese Gruppe nicht
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abelsch ist. Wir haben hier allerdings keine neue Gruppe gefunden, sondern
die Gruppe der geraden Bewegungen wiederentdeckt:

Proposition 3.23. Jede gerade Bewegung ist eine Verschiebungen oder eine
Drehung.

Beweis. Sei ¢ eine gerade Bewegung. Nach Folgerung 3.21 kénnen wir ¢ als
Komposition von hochstens drei Spiegelungen schreiben. Da ¢ gerade ist,
sind es entweder null oder zwei Spiegelungen. Wenn es zwei Spiegelungen
sind, ist die Komposition nach Proposition 3.5 eine Verschiebung oder eine
Drehung. Wenn es null Spiegelungen sind, ist ¢ = id, was nach Definition
sowohl eine Verschiebung als auch eine Drehung ist. O

3.5 Gleitspiegelungen

Bisher wissen wir, dass jede Bewegung die Komposition von hdchstens drei
Spiegelungen ist. Die Komposition von null Spiegelungen bzw. einer Spiege-
lung ist die Identitét bzw. eine Spiegelung. Die Komposition von zwei Spie-
gelungen ist eine Drehung oder Verschiebung. Die Frage, die offen bleibt,
ist: gibt es Bewegungen, fiir die man tatséchlich drei Spiegelungen braucht,
oder kann jede Bewegung in Wirklichkeit als Komposition von héchstens
zwei Spiegelungen geschrieben werden? Wir werden sehen, dass ersteres der
Fall ist. Die Bewegungen, fiir die man drei Spiegelungen braucht, heiflen
Gleitspiegelungen.

Wir wissen auch bereits, dass die Fixpunktmenge einer Bewegung die Ebene,
eine Gerade, ein Punkt, oder leer ist. Wenn die Fixpunktmenge die Ebene
ist, ist die Bewegung die Identiét. Ist die Fixpunktmenge eine Gerade, ist
die Bewegung nach Definition eine Spiegelung. Ist die Fixpunktmenge ein
Punkt, ist die Bewegung nach Definition eine Drehung. Das heif3t, Gleitspie-
gelungen kénnen keinen Fixpunkt haben.

Um Gleitspiegelungen zu konstruieren, beobachten wir zunéchst folgendes:

Proposition 3.24. Seien P und QQ Punkte, sei T die Verschiebung, die P
auf @ abbildet, und o die Spiegelung an PQ. Dann ist Tooc =ocor.

Beweis. Sei R ein beliebiger Punkt. Wenn R € PQ ist o(R) = R und
o(7(R)) = 7(R), und die Behauptung ist klar. Wir betrachten also den Fall,
wo R nicht auf PQ liegt. Die Verschiebung 7 bildet jeden der Halbrdume
von PQ auf sich ab. Die Spiegelung o vertauscht die beiden Halbriume von
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PQ. Die Punkte R und o(R) sind die beiden Schnittpunkte von Pg und Qg
und die Punkte 7(R) und o(7(R)) sind die beiden Schnittpunkte von P (g,
und Q. (g)- Da 7(o(R)) der von 7(R) verschiedene Schnittpunkt von P (g
und Qg ist, ist 7(0(R)) = o(7(R)). O

Die Gleitspiegelung mit Achse PQ, die P auf Q abbildet, ist die Abbildung
v = Too = oot wobei 7 die Verschiebung ist, die P auf ) abbildet und o die
Spiegelung and PQ. Wenn P = @, ist 7 = id und v = ¢ ist eine Spiegelung.
Um diesen Fall auszuschlielen sagen wir, dass v eine echte Gleitspiegelung
ist, wenn P # @ ist.

Proposition 3.25. FEine echte Gleitspiegelung ist die Komposition von (nicht
weniger als) drei Spiegelungen. Sie hat keinen Fizpunkt.

Beweis. Sei «y die Gleitspiegelung mit Achse PQ, die P auf () abbildet, wobei
P # Q. Sei 7 die Verschiebung, die P auf () abbildet und o die Spiegelung
an PQ. Wir zeigen zunichst, dass v keinen Fixpunkt hat. Eine Gerade g,
die senkrecht zu P() ist, von o auf sich selbst abgebildet und von 7 auf eine
von g verschiedene Parallele. Ist jetzt R irgendein Punkt und g das Lot auf
P@Q durch R, dann ist g = o(g) # 7(c(g9)) = 7(g). Jetzt liegt R auf g und
~v(R) auf 7(g). Da g und 7(g) sich nicht schneiden, ist R # v(R).

Nach Definition ist v eine Komposition einer ungeraden Anzahl von Spiege-
lungen (wenn wir 7 als Komposition von zwei Spiegelungen schreiben). Da
~v keinen Fixpunkt hat, ist es keine Spiegelung, kann also nicht als Kom-
position von nur einer Spiegelung geschrieben werden. Da ~ ungerade ist,
sind drei Spiegelungen also die minimale Anzahl an Spiegelungen, die nétig
ist. 0

Proposition 3.26. FEine ungerade Bewegung, die keine Spiegelung ist, ist
eine echte Gleitspiegelung.

Beweis. Sei @ eine ungerade Bewegung, die keine Spiegelung ist. Da ¢ kei-
ne Drehung (sondern ungerade) ist und keine Spiegelung ist, hat ¢ keinen
Fixpunkt. Dann hat auch auch ¢ o ¢ keinen Fixpunkt, denn wire F' ein Fix-
punkt von ¢ o ¢, dann wire der Mittelpunkt von F und ¢(F) ein Fixpunkt
von .

Da o ¢ eine gerade Bewegung ohne Fixpunkt ist, ist es eine Verschiebung.
Sei 7 die Verschiebung mit 7 o 7 = ¢ o ¢ (konstruiert als die Verschiebung,
die einen Punkt A auf den Mittelpunkt von A und ¢ o ¢(A) abbildet). Sei
g = P7(P)und h = ¢(g) = ¢(P)e(7(P)). Wir behaupten, dass ¢(h) = g. In
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. Komposition von  gerade
Typ Fixpunktmenge ... Spiegelungen ungera{ie
Identitét Ebene 0 gerade
Spiegelung Gerade 1 ungerade
echte Drehung Punkt 2 gerade
echte Verschiebung leer 2 gerade
echte Gleitspiegelung | leer 3 ungerade

Tabelle 1: Klassifikation von Bewegungen. Mit einer ,,echten* Drehung bzw.
Verschiebung ist eine Drehung/Verschiebung gemeint, die nicht die Identitét
ist. Mit einer echten Gleitspiegelung ist eine gemeint, die keine Spiegelung
ist.

der Tat ist p(p(P)) € g und p(p(7(P))) = 7(7(7(P))) € g. Die Abbildung
o vertauscht also die beiden Geraden g und h. Da ¢ keinen Fixpunkt hat,
miissen g und h parallel sein (sonst wire der eindeutige Schnittpunkt ein
Fixpunkt von ¢). Insbesondere bildet ¢ jede Gerade, die parallel zu g ist,
auf eine Gerade parallel zu g ab.

Sei nun f eine Senkrechte zu g und h die g im Punkt G und h im Punkt
H schneidet und sei M der Mittelpunkt von G und H. Sei ¢ die Parallele
zu g und h durch M. Nach Konstruktion bildet ¢ die Gerade ¢ auf sich ab
(ebenso wie 7). Es folgt, dass fiir Punkte P € ¢ gilt 7(P) = ¢(P). Also ist ¢
die Fixpunktmenge von o = ¢! o7, was damit eine Spiegelung ist. Folglich
ist ¢ = 7 o o eine Gleitspiegelung. O

Wir kénnen also Bewegungen wie in Tabelle 1 dargestellt klassifizieren.

3.6 Vektoren

In diesem und den folgenden beiden Abschnitten beschéftigen wir uns damit,
wie man Bewegungen durch einfache Parameter beschreiben kann. Diese
Parameter sind Verschiebungsvektor, Drehwinkel und Paritét. Dabei werden
wir auch die Gruppe der Bewegungen in kleinere Gruppen zerlegen.

Vektoren sind ein formales Konstrukt mit dem man unter anderem Ver-
schiebungen beschreiben kann. Wenn 7 eine Verschiebung ist, wollen wir die
Beziehung

Q =7(P) schreibenals Q=P+v (3.1)

wobei v = vect der Vektor von T ist. Da die Verschiebung 7 durch (3.1)
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eindeutig bestimmt ist, ist auch der Vektor v eindeutig bestimmt. Aus diesen
Uberlegungen leitet sich die folgende Definition ab.

Wenn P und Q Punkte sind gibt es einen Vektor von P nach @ den wir
v = Q— P schreiben. Zwei Vektoren (Q— P und S — R sind gleich genau dann,
wenn die Verschiebung, die P auf @) abbildet auch R auf .S abbildet, was nach
Proposition 3.13 genau dann der Fall ist, wenn PRS(Q ein Parallelogramm
ist.

Wir koénnen die Summe aus einem Punkt P und einem Vektor v bilden, das
Ergebnis ist ein Punkt P+wv. Diesen Punkt kénnen wir wie folgt bestimmen.
Wenn v = S — R ist, gibt es einen (eindeutigen) Punkt @, so dass PRSQ
ein Parallelogramm ist. Also ist v = () — P und dann ist

P+v=P+(Q—-P)=0Q.

Wir kénnen auch die Summe von zwei Vektoren v, w bilden, das Ergebnis
ist ein Vektor v + w. Diesen Vektor kénnen wir wie folgt bestimmen. Wenn
v=P—0 und w =8 — R, dann gibt es, wie eben, einen Punkt (), so dass
w = ) — P ist. Die Summe ist dann

vtw=(P-0)+(Q-P)=Q-0.

Der Null-Vektor 0 kann zu einem Punkt oder Vektor hinzuaddiert werden
ohne diesen zu dndern: P+ 0= P, v+ 0 = v.

Zu jedem Vektor v gibt es den negativen Vektor —v mit der Eigenschaft
v+ (—v) =0. Wenn v = @ — P, dann ist —v = P — Q). Daraus ergibt sich,
dass wir auch die Differenz von Vektoren bilden kénnen: Wenn v = Q) — P
und w = S — R, dann ist

v-—w=v+(-w)=(Q-P)+(=(5-R))=(Q—-P)+(R-S5).

Die ganze Konstruktion ist so gemacht, dass Vektoren und Verschiebungen
sich eineindeutig entsprechen:

Proposition 3.27. Jede Verschiebung T verschiebt um einen Vektor vect
und zu jedem Vektor v gibt es eine Verschiebung T, um v. Diese Zuordnungen
sind zueinander invers.

Es gelten die folgenden Ubersetzungen zwischen Verschiebungen 7, 7, 75 und
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den zugehorigen Vektoren v, v, vy:

Q= T1(P) genau dann wenn Q=P+v
T=T90T] genau dann wenn V=109 + Uy
7(P) = mo(11(P)) genau dann wenn v=P+uvy,+u,

r=id genau dann wenn v=_0
=Ty 1 genau dann wenn v = —Uy.

Da die Reihenfolge von Verschiebungen nach Proposition 3.15 keine Rolle
spielt, gilt dasselbe fiir Vektoren: v; 4+ vy = wy + v;. Daraus folgt unter
anderem, dass fiir zwei Punkte P und ) und einen Vektor v gilt Q — P =
(Q +v) — (P +v), denn es ist

P+v+(Q@-P)=P+(Q—-P)+tv=0Q+uv.

Damit erhalten wir eine weitere Vereinfachung: bisher haben wir darauf
geachtet Summen von Vektoren zu klammern. Das ist nicht nétig, es ist:

Q—-P)+(S-R)=(Q@-R)+(5-P).

In der Tat sagt diese Gleichung im Fall ) = R nur, dass (Q —P)+(S—Q) =
S—P=(S—P)+(Q—Q) ist und den allgemeinen Fall erhalten wir, indem
wir R durch @ = R+ (Q — R) und S durch S + (Q — R) ersetzen.

Zusammenfassend stellen wir fest:

Proposition 3.28. FEine Summe P, £ Py &= ... & P, von Punkten mit Vor-
zeichen beschreibt einen wohldefinierten Vektor, wenn es gleich viele negati-
ve wie positive Vorzeichen gibt. Sie beschreibt einen wohldefinierten Punkt,
wenn es ein positives Vorzeichen mehr als negative Vorzeichen gibt.

3.7 Drehwinkel

Algebraischer Winkel und gerade Bewegungen sind eng miteinander ver-
kniipft. Das zeigt sich zum Beispiel daran, dass gerade Bewegungen (anders
als ungerade) das algebraische Winkelmaf§ erhalten. Das legt nahe, Kon-
gruenz von algebraischen Winkeln durch gerade Bewegungen zu definieren:
wir sagen, dass zwei algebraische Winkel <((s,t) und <(u,v) kongruent sind,
geschrieben <(s,t) = <t(u,v), wenn es eine gerade Bewegung gibt, die den
einen in den anderen iiberfiihrt.
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Dieser Begriff passt mit dem Maf} von algebraischen Winkeln so zusammen,
das algebraischen Winkel kongruent sind genau dann, wenn sie gleiches Maf
haben.

Bemerkung 3.29. Genau genommen, ist das Attribut “algebraisch” keine
Eigenschaft des Winkels sondern der Kongruenz-Beziehung. Man kénnte also
davon sprechen, dass zwei Winkel geometrisch kongruent oder algebraisch
kongruent sind. Wir machen die Unterscheidung auf Ebene der Winkel um
mit Tradition und fritheren Vorlesungen konsistent zu sein.

Eine wichtige Eigenschaft von geraden Bewegungen und algebraischen Win-
keln ist die folgende:

Proposition 3.30. Fir einen Strahl s und einen algebraischen Winkel
<(u,v) gibt es genau einen Strahl t, so dass <(s,t) = <(u,v).

Beweis. Sei P der Ausgangspunkt von s, sei u = ]ﬁ und v = R? Sei
{Q} = sN Prg. Sei 7 die Verschiebung, die R auf P abbildet und p die
Drehung mit Fixpunkt P, die 7(R) auf @ abbildet. Dann ist s = p(7(s)),
also bildet ¢ = p(7(v)) den gewiinschten Winkel.

Wenn <(s,t’) ein weiterer solcher Winkel ist, gibt es eine gerade Bewegung
¢, die s festhilt und ¢ auf ¢’ abbildet. Insbesondere ist also die von s aufge-
spannte Gerade in der Fixpunktmenge von ¢ und nach Proposition 3.12 ist
o =1id, also t = t'. O

Folgerung 3.31. FEine Drehung p ist eindeutig festgelegt durch ihren Fix-
punkt P und den Winkel <(s, p(s)) fir irgendeinen Strahl ab P.

Proposition 3.32. Fiir eine Drehung p ist der Winkel <(s,p(s)) bis auf
Kongruenz vom Strahl s unabhdngig.

Beweis. Sei p eine Drehung und s und s’ Strahlen ab dem Fixpunkt von p.
Da p eine gerade Bewegung ist, ist <((s, ') kongruent zu <((p(s), p(s’)). Also
ist

(s, p(s)) = (s, s') + (s, p(s)) = <(p(s), p(s) +<(s', p(5)) = <(s', p(s"))
wie behauptet. ]
Wir nennen den Winkel <(s,p(s)) den Drehwinkel von p und schreiben

dafiir ang p. Wenn o ein algebraischen Winkel ist, schreiben wir pp, um die
Drehung mit Fixpunkt P und Drehwinkel o zu bezeichnen.
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Folgerung 3.33. Sei P ein Punkt. Der Drehwinkel ist additiv: fiir Drehun-
gen p1 und pa mit Fizpunkt P gilt <(p2 o p1) = <(p2) + <(p1)-

Beweis. Sei s ein Strahl ab P. Es ist

(s, pa(p1(s))) = (s, p1(s)) +<p1(s), p2(1(s))) = (s, pr(s)) + (s, p2(s)).

Die zweite Kongruenz gilt wegen Proposition 3.32. O

Wir haben eine eineindeutige Ubersetzung zwischen Drehungen mit Fix-
punkt P und deren Drehwinkel erhalten. Wenn o und «s algebraische Win-
kel sind, ist

PP,ai © PPaz = PPay+az — PPoas+ar — PPaz © PP

also konnen Drehungen mit demselben Fixpunkt in beliebiger Reihenfolge
komponiert werden.

Unser néchstes Ziel ist, den Drehwinkel unabhéingig vom Fixpunkt zu iden-
tifizieren. Dazu definieren wir den algebraischen Winkel zwischen zwei belie-
bigen Strahlen s und ¢, die nicht notwendigerweise den gleichen Ausgangs-
punkt haben. Sei s ein Strahl ab P und ¢ ein Strahl ab @ und sei 7 die
Translation, die @ auf P abbildet. Wir definieren

(s, t) == <(s,7(t)).

Die folgende Proposition besagt im Wesentlichen, dass der Winkel nur bis
auf Parallelitdt von den Strahlen abhéngt, wenn wir verschobene Strahlen
als parallel betrachten.

Proposition 3.34. Seien s und t Strahlen und 71 und o Verschiebungen.
Es ist <(71(s), m2(t)) = <(s,t).

Beweis. Sei P der Ausgangspunkt von s und @) der Ausgangspunkt von ¢
und sei 7 die Verschiebung, die @) auf P abbildet. Dann ist 7/ = 71 o 77, !
die Verschiebung, die 72(Q) auf 71 (P) = 71(7(Q)) abbildet. Es ist
s, t) = <(s, 7(t))
= <A(n(s), n(7(t)))
= <(71(s), T'(m2(1))) = <(7i(s), 2(t))-
Hier gelten die erste und die letzte Gleichung nach Definition des Winkels.

Die verbleibende Gleichung nach Definition von 7/ und die Kongruenz weil
die gerade Bewegung 71 (herkémmliche) algebraische Winkel erhiilt. O
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Folgerung 3.35. Fiir Strahlen s,t,u gilt <(s,u) = <(s,t) + <(t, u).

Beweis. Mit Proposition 3.34 kénnen wir die Strahlen ohne Anderung der
Winkel so verschieben, dass sie denselben Ausgangspunkt haben. In dem
Fall ist die Aussage bekannt. O

Proposition 3.36. Seien s und t Strahlen und p eine Drehung. Es ist
<p(s), p(t)) = <(s,1).

Beweis. Sei P der Ausgangspunkt von s und @ der Ausgangspunkt von ¢
und sei 7 die Verschiebung, die Q auf P abbildet. Dann ist 7/ = po 7o p~!
die Verschiebung, die p(Q) auf p(P) abbildet.

(s, t) =

7 (12(1))) = <1 (s), ().

Hier gelten die erste und die letzte Gleichung nach Definition des Winkels.
Die verbleibende Gleichung nach Definition von 7/ und die Kongruenz weil
die gerade Bewegung 71 (herkémmliche) algebraische Winkel erhilt. O

Folgerung 3.37. Gerade Bewegungen erhalten den (verallgemeinerten) al-
gebraischen Winkel: wenn ¢ eine gerade Bewegung ist, ist <t(¢(s),p(t)) =
<(s,1).

Beweis. Jede gerade Bewegung ist eine Verschiebung oder eine Drehung.
Fiir Verschiebungen gilt die Aussage nach Proposition 3.34, fiir Drehungen
nach Proposition 3.36. 0

Wir definieren den Drehwinkel ang ¢ einer geraden Bewegung ¢ durch

angp = Z(s,¢(s))
wobei s irgendein Strahl ist.

Proposition 3.38. Der Drehwinkel ist wohldefiniert, d.h. Z(s,p(s)) hdngt
bis auf Kongruenz nicht von s ab.

Der Beweis ist vollig Analog zu dem von Proposition 3.32.

41



S. Witzel Elementare Geometrie 28. Juni 2018, 13:14

Beweis. Sei s’ ein weiterer Strahl. Nach Folgerung 3.37 ist <(s, s’) kongruent
zu <(p(s), p(s')). Also ist

s, @(5)) = (s, ")+, 0(s)) = (), () +<(s', @(5)) = (s, 0(s"))

wie behauptet. ]

Wie in Folgerung 3.35 erhalten wir:
Proposition 3.39. Der Drehwinkel ist additiv: ang(p o)) = ang ¢ +ang 1.

Beweis. Sei s ein Strahl. Es ist

s, (¥(s)) = <s,P(s)) + 2(¥(s), 0(1h(s))) = <5, 9(s)) + <(s, @(s))-

Die erste Kongruenz gilt wegen Folgerung 3.35, die zweite wegen Folge-
rung 3.37. O

Folgerung 3.40. Wenn ¢ eine gerade Bewegung ist, ist ang ¢! = —ang .

1 1

Beweis. Es ist po @™ =id also ang ¢ + ang ¢~ = angid = 0°. O

Proposition 3.41. FEine gerade Bewegung ¢ hat Drehwinkel angp = 0°
genau dann, wenn @ eine Verschiebung ist.

Beweis. Dass Verschiebungen Drehwinkel 0° haben ist leicht zu sehen. Um-
gekehrt haben nicht-triviale Drehungen von 0° verschiedenen Drehwinkel.
O

Proposition 3.42. Sei P ein Punkt. Jede gerade Bewegung v ldsst sich
eindeutig schreiben als v = 7 o p wobei T eine Verschiebung ist und p eine
Drehung mit Fizpunkt P. Genauer ist p die Drehung mit Drehwinkel ang .

Beweis. Wenn p die Drehung mit Fixpunkt P und Drehwinkel ang ) ist, hat
die Bewegung 7 = 1 o p~! Drehwinkel

ang T = ang 1y + 3ng(/’;nlg¢) = angy — ang pangy = angyy —angp = 0°,
ist also eine Verschiebung.

Umgekehrt muss die Drehung p den gleichen Drehwinkel haben wie 1, da
Verschiebungen Drehwinkel 0° haben. O

Damit ist jede gerade Bewegung beschrieben durch einen Verschiebungsvek-
tor und einen Drehwinkel. Es bleibt, mit ungeraden Bewegungen umzugehen.
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3.8 Paritat

Wir definieren die Paritdit einer Bewegung als par ¢ := 0 wenn ¢ gerade ist
und als par ¢ := 1 wenn ¢ ungerade ist.

Proposition 3.43. Sei ¢ eine beliebige Gerade. Jede Bewegung @ lisst sich
eindeutig schreiben als ¢ = 1 o ( wobei 1) eine gerade Bewegung ist und C

die Gerade { fiziert. Genauer ist { = op™ ¥.

Beweis. Wenn ( = gP?"¥ ist, ist ¢ = ¢ o ( gerade.

Soll umgekehrt ¢ gerade sein, muss ( = oy sein wenn ¢ ungerade ist und
die Identitéit wenn ¢ gerade ist. O

Mithilfe der Proposition haben wir allgemeine Bewegungen in zwei Teile zer-
legt: die Paritéit und eine gerade Bewegung. Der nichste Schritt ist, gerade
Bewegungen weiter zu zerlegen.

Wir setzen jetzt Proposition 3.27, Proposition 3.42 und Proposition 3.43
zusammen und erhalten den folgenden Satz.

Satz 3.44. Sei P ein beliebiger Punkt und £ eine beliebige Gerade. Jede Be-
wegung ¢ ist eindeutig beschrieben durch einen Vektor v, einen algebraischen
Winkel o und eine Paritit € so dass gilt

g
¥ =Ty O PPaC0p-

Diese Parameter ergeben sich wie folgt: die Paritdt € = par ¢ ist die von ¢,
der Winkel ist der Drehwinkel o = <@p von ¢ = @ o oy, der Vektor ist der
Verschiebungsvektor v = vecT von T = o pl_fa.

Beweis. Nach Proposition 3.43 lisst sich ¢ eindeutig in eine gerade Bewe-
gung ¢ und ;™% zerlegen. Nach Proposition 3.42 lisst sich die Gerade
Bewegung 1) eindeutig in eine Verschiebung 7 und eine Drehung pp 4, zerle-
gen. Schliefflich ist nach Proposition 3.27 die Verschiebung 7 eindeutig durch

ihren Verschiebungsvektor bestimmt. O

4 Verhiltnisse, Ahnlichkeiten

Viele Konstruktionsprobleme bestehen im Wesentlichen darin, einen be-
stimmten Winkel oder eine bestimmte Zahl zu konstruieren.
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Ein wesentliches Beispiel ist das folgende: die Konstruktion eines regelméfligen
n-Ecks besteht im Wesentlichen in der Konstruktion eines Winkels von
(n = 360°/n. Kann man einen solchen Winkel konstruieren, schlédgt man
einen Kreis Mp und tragt (n — 1)-mal an den Strahl MP den Winkel Cn
an um Punkte P; bis P,_1 zu konstruieren. Dann bildet P, ..., P, ein re-
gelméBiges n-Eck.

Was mit Konstruktion von Zahlen gemeint ist und was der Zusammenhang
zu Winkeln ist, wird in diesem Abschnitt erértert.

4.1 Léangenverhéiltnisse

Zahlen treten in der Geometrie natiirlich auf als Verhéltnisse von Léngen:
wenn P, @, R, S Punkte sind mit R # S, gibt es eine Zahl a, sodass |PQ| =
a - |RS|. Selbst wenn man sich nur fiir den Fall interessiert, wo b = |PQ)|
und ¢ = |RS| natiirliche Zahlen sind, also 0,1, 2,3, ..., sieht man, dass a im
Allgemeinen eine rationale Zahl sein kann, ein Bruch, ndmlich a = b/c.

Fiir uns sind also Zahlen Lé&ngenverhéltnisse. Jede Lénge kann mit einer
beliebigen Zahl multipliziert werden im folgenden Sinn:

Problem 4.1. Se: 5? ein Strahl und seien Pp,Q1,Q2 € 6? Punkte mait
Q1 # O. Konstruiere den Punkt Py mit |OPy| = |OP;|/|0Q1] - |0Q2].

Um dieses Konstruktionsproblem zu l6sen brauchen wir den Strahlensatz.

Satz 4.2 (1. Strahlensatz). Seien g und h Geraden die sich in einem Punkt
Z schneiden und seien £ und m Geraden, die nicht durch Z gehen und weder
zu g noch zu h parallel sind. Seien {P} = gN¢, {P'} =gnNm, {Q} =hN,
{Q'y =hnm. Wenn £ und m parallel sind, dann ist

|P'Z] _ Q7]
\PzZ|1QZ|

(4.1)

Wenn (4.1) gilt, dann sind £ und m parallel.

Beweis. Wir nehmen an, dass £ und m parallel sind und zeigen zunéchst,

dass
PPl _|QQ
Pzl |QZ|
Sei dazu L p der Lotfupunkt von P auf h und Lg der Lotfulpunkt von @) auf
g. Der Flicheninhalt von ZPQ ist also 1/2-|ZQ)|-|QLq| = 1/2-|ZP|-|PLp|.

(4.2)
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Abbildung 16: Die Strahlensitze: |P'Z|/|PZ| = |Q'Z|/|QZ|, |P'Q'|/|P'Z| =
[PQI/|PZ] und [P'Q'|/|P'R'| = [PQ|/|PR|.

AuBerdem ist der Flidcheninhalt von PQQ’ gleich 1/2-|QQ’|-|QLg| und der
Flidcheninhalt von PQP’ gleich 1/2-|PP’|-|PLp|. Wenn wir zeigen kénnen,
dass die letzten beiden Dreiecke gleichen Flacheninhalt haben, kiirzen sich
beim Verhéltnis der Dreiecke die Hohen und wir erhalten (4.2). Die beiden
Dreiecke PQQ’ und PQP’ haben aber gleichen Flicheninhalt nach Folge-
rung 2.9 weil sie Grundseite PQ haben und zwischen zwei parallelen Geraden
liegen.

Aus Gleichung (4.2) folgt (4.1), weil £|P'P| £ |PZ| = |P'Z| und £|Q'Q| +
|QZ| = |Q'Z|. Die Vorzeichen hiingen davon ab, in welcher Reihenfolge
Z,P,P'und Z,Q, Q" auf g bzw. h liegen. Die Reihenfolge ist aber die gleiche,
weil £ und m parallel sind. Also ist

Pz _ PPl |PZ| _ IP'P|
\PZ| T |PZ| ~ |PZ| T |PZ|
/ / Z /Z
|QZ| QZ] — 1QZ| |QZ

Wenn umgekehrt (4.1) gilt, dann zeigt eine dhnliche Umformung wie (4.3),
dass auch (4.2) gilt. Diesmal sind die Vorzeichen die gleichen, weil alle betei-
ligten Terme nicht-negativ sind und dies die Vorzeichen eindeutig festlegt.
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Aus (4.2) folgt, dass die Verhéltnisse der Flicheninhalte der Dreiecke gleich
sind und somit die Dreiecke PQQ’" und PQP’ die gleiche Hohe haben. Damit
ist aber P’Q’ parallel zu PQ. O

Bemerkung 4.3. Im Beweis des Strahlensatzes haben wir gesehen, dass man
die Gleichung (4.1) auch durch (4.2) ersetzen kann. Aus denselben Griinden
kann man sie auch durch die dritte Variante

PP |QQ)
77~ Q7|

(4.4)
ersetzen.

—

Konstruktion. Sei I' nicht auf OI. Sei {Q}} = Og, N OI' und {Q,)} =
—

Og, NOI'. Sei g1 = Q1P und sei gp die Parallele zu g; durch Q5. Der

Schnittpunkt P, von go und O/[ ist der gesuchte Punkt. O

Beweis. Nach dem Strahlensatz ist |OP;|/|0Q)| = |OP|/|0Q%|. Die Be-
hauptung folgt weil |OQ1| = |0Q]| und |0Q2| = |OQ}|. O

Bemerkung 4.4. Man kann Langenverhéltnisse und Langen ineinander tibersetzen,
wenn man eine Referenzléinge einfiihrt, die man sich als Einheitsldnge denkt.

Die Einheitslinge werden wir typischerweise durch ein Segment OI repriisentieren
(O fiir 0 und I fiir 1). Dann kann man die Lénge | PQ| mit dem Léngenverhéltnis
|PQ|/|O1] identifizieren und umgekehrt.

In algebraischer Sprache ausgedriickt sagt die Losung von Problem 4.1, dass
man durch Konstruktion lineare Gleichungen lésen kann: wenn a und b
Léngen (oder Langenverhéltnisse) sind, kann man ein Lidngenverhéltnis x
konstruieren, so dass

a-x =0

Neben dem Strahlensatz 4.2, der iiber Léngenverhé&ltnisse entlang der Strah-
len spricht, gibt es noch zwei weitere Strahlensétze, die Verhéltnisse auf den
parallelen Geraden betreffen. Sie lassen sich aus Satz 4.2 herleiten.

Folgerung 4.5 (2. Strahlensatz). Seien die Punkte und Geraden wie im 1.
Strahlensatz und seien £ und m parallel. Dann ist

PQl _ |P'Q
|ZP| |ZP'|"
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Beweis. Sei I/ die Parallele zu h durch P und G der Schnittpunkt von A’ mit
m. Wir wenden den 1. Strahlensatz (in der Formulierung (4.4)) mit Zentrum
P’ an. Es ist |ZP|/|ZP'| = |Q'G|/|Q"P'|. Da PQQ'G ein Parallelogramm
ist, ist |Q'G| = |PQ| und die Behauptung folgt. O

Folgerung 4.6 (3. Strahlensatz). Seien die Punkte und Geraden wie im 1.
Strahlensatz und seien £ und m parallel. Sei i eine weitere Gerade durch Z,
die ¢ und m in Punkten R und R’ schneidet. Dann ist

1PQl _ [PQ
|PR| |P'R'|

Beweis. Wir wenden zweimal den 2. Strahlensatz an und erhalten

PQl_|P'Q| PR _|P'R
|PZ]| |P'Z]| |\PZ| |P'Z|

Umformen ergibt |PQ|/|P'Q’| = |PZ|/|P'Z| = |PR|/|P'R'| und die Be-
hauptung folgt. O

4.2 Ahnlichkeiten

Wenn Zahlen als Langenverhéltnisse auftreten, ist es natiirlich, statt Bewe-
gungen (Abbildungen, die Lingen respektieren), Abbildungen zu betrach-
ten, die Langenverhdiltnisse respektieren. Diese heifien Ahnlichkeiten. Eine
bijektive Abbildung ¢: E? — E? heifit Ahnlichkeit wenn fiir beliebige vier
Punkte P, Q, R, S gilt

[PQI - [p(R)p(S)| = [RS] - [¢(P)e(Q)]- (4.5)
Die Gleichung (4.5) ist dquivalent zu den Gleichungen

PQl_lo(P)p@] . IBS| _ [o(R)o(S)
7S]~ Jp(R)o(S) PQl ~ Io(P)#(@Q)

wann immer diese definiert sind, Ahnlichkeiten erhalten also Liangenverhélt-
nisse.

(4.6)

Die Gleichung (4.5) hat gegeniiber (4.6) den Vorteil, dass die immer sinnvoll
ist, auch wenn P = @ oder R = S. Die Gleichungen (4.6) hat dagegen
den Vorteil, ndher an unserer Anschauung zu sein. Wir werden héufig tiber
Léngenverhiltnisse sprechen und diese typischerweise als Briiche wie (4.6)
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schreiben, dabei aber daran denken, dass wir aus dem Fall, wo die Nenner
0 sind, Sinn geben koénnen, indem wir die Gleichung wie (4.5) umformen.

Zwei Figuren f und f’ heilen dhnlich, geschrieben f ~ f’, wenn es eine
Ahnlichkeit ¢ gibt, die f auf f’ abbildet: o(f) = f'.

Proposition 4.7. Die Komposition von zwei Ahnlichkeiten ist eine Ahn-
lichkeit. Die Inverse einer Ahnlichkeit ist eine Ahnlichkeit.

Beweis. Seien P # Q und R # S Punkte. Wenn ¢ und 1 Ahnlichkeiten sind

o (e(P)e(e@)] _ le(P)e(@)] _ |PQ)
(@)~ le@)e(5)] 7S

also ist 1 o ¢ eine Ahnlichkeit.

Wenn ¢ eine Ahnlichkeit ist, wenden wir (4.5) auf die Punkte ¢~ '(P),
0 HQ), o 1(R) und »~1(S) an und erhalten

1PQ| (e ' (P)e(e (@) e (P)e 1 (Q)]

[RS| [ele™ (R)e(e M (S)]  le~ (R)e~ ()]

also ist ¢! eine Ahnlichkeit. O

Folgerung 4.8. Die Menge der Ahnlichkeiten ist eine Gruppe.

Sei M ein Punkt und P und @ zwei von M verschiedene Punkte auf ei-
nem Strahl ab M. Mit anderen Worten sind M, P, @ kollinear und M
liegt nicht zwischen P und Q. Die Abbildung ¢: E? — E? die jeden Strahl
ab M invariant ldsst und jeden Punkt R # M auf einen Punkt (7)) mit
IMe(R)|/|IMR| = |MQ|/|MP| abbildet ist eine Streckung mit Zentrum M
und Streckungsfaktor |MQ|/|M P)|.

Proposition 4.9. Streckungen sind Ahnlichkeiten.

Beweis. Sei a die Streckung mit Mittelpunkt M und Streckungsfaktor x =
IMQ|/|MP|. Seien R und S beliebige Punkte. Wir miissen zeigen, dass
la(R)a(S)|/|RS| = x ist. Nach Definition von Streckungen ist |MaR|/|MR| =
x = |MaS|/|MS|. Aus dem zweiten Punkt des Strahlensatzes folgt, dass
RS und a(R)a(S) parallel sind. Aus dem 2. Strahlensatz folgt dann, dass
la(R)a(S)|/|IMa(R)| = |RS|/|MR|. Umformen ergibt |a(R)a(S)|/|RS| =
IMa(R)|/|MR| = =. O
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Proposition 4.10. Jede Ahnlichkeit ¢ kann geschrieben werden als Kom-
position ¢ = 1o « einer Streckung o und einer Bewegung t. Das Zentrum
der Streckung kann dabei beliebig gewdhlt werden.

Beweis. Sei M ein beliebiger Punkt. Sei P # M beliebig und sei Q) € J\ﬁ)
der Punkt mit |[MQ| = |@(M)p(P)|. Sei o die Streckung mit Zentrum M,
die P auf @) abbildet. Fiir irgend Punkte A # B und C' # D gilt dann

P(Ae(B) _ [e(M)p(P)| _ [MQ| _ |a(C)a(D)
|AB| |MP)| |MP| |CD|

(4.7)

Wir definieren ¢ := ooy, so dass gilt ¢ = aor. Wenn wir in (4.7) C' = 1(A))
und D = (B)) setzen, erhalten wir

le(A)e(B)] _ lala” (p(A))a(a” (9(B))] _ lp(A)p(B)]
|AB| |L(A)u(B))] |L(A)u(B)| -

Umformen ergibt, dass [¢(A)u(B)| = |AB|. Wir sehen also, dass ¢ eine Be-
wegung ist. O

Folgerung 4.11. Ahnliche Winkel sind kongruent: Wenn Z(s,t) ein Winkel
ist und o eine Ahnlichkeit, dann ist Z(s,t) = Z(a(s), a(t)).

Beweis. Sei Z der Scheitel von Z(s,t). Mit Proposition 4.10 schreiben wir
a als Komposition einer Streckung mit Zentrum Z und einer Bewegung.
Die Streckung bildet Z(s,t) auf sich selbst ab und die Bewegung auf einen
kongruenten Winkel. O

Der folgende Satz illustriert den Zusammenhang zwischen Winkeln und
Léngenverhiltnissen (statt Léngen): es gibt keinen Kongruenzsatz ,, WWW*,
aber einen Ahnlichkeitzsatz , WWW¥.

Satz 4.12 (Ahnlichkeitssatz , WWW<*). Wenn PQR und P'Q'R' Dreiecke
sind mit ZRPQ = LR'P'Q', ZPQR = ZP'Q'R' und ZQRP = ZQ'R'P’,
dann ist PQR dhnlich zu P'Q'R’.

Beweis. Sei ¢ die Bewegung, die ZRPQ auf ZR'P'Q’ abbildet. Wir ersetzen

PQR durch sein Bild unter ¢ und kénnen also annehmen, dass ZRPQ =
ZR'P'Q’ ist. Da die beiden innen liegenden Winkel ZPQR und ZP'Q'R’
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kongruent sind, folgt aus Proposition 2.3, dass QR und Q'R’ parallel sind.
Mit dem Strahlensatz folgt

’P/R,| B |P,Q/‘

[PR|  |PQ|

Ist also ar die Streckung mit Zentrum P und Streckungsfaktor |P'R’|/|PR|,
dann ist o(PQR) = P'Q'R’ wie gewiinscht. O

Bemerkung 4.13. Im Beweis von Satz 4.12 haben wir die Kongruenz des
dritten Paares von Winkeln gar nicht benutzt. Tatséchlich liefert diese aber
auch keine zusétzliche Information, weil der dritte Winkel bereits durch die
Winkelsumme im Dreieck festgelegt ist (Proposition 1.22). Es handelt sich
also genau genommen um einen Ahnlichkeitssatz , WW.

4.3 Seitenverhiltnisse und Winkel

Der Ahnlichkeitssatz gibt uns einen Zusammenhang zwischen Seitenverhilt-
nissen und Winkeln:

Proposition 4.14. Seien PQR und P'Q'R’ gleichschenklige Dreiecke mit
|PQ| = |QR| und |P'Q'| = |Q'R'|. Es ist <PQR = <P'Q'R' genau dann,
wenn |PQ|/|PR| = [P'Q'|/|P'R'|.

Beweis. Wenn die Bedingung an die Winkel erfiillt ist, folgt aus der Gleich-
schenkligkeit und der Winkelsumme im Dreieck (Proposition 1.22), dass al-
le Winkel paarweise kongruent sind. Aus dem Ahnlichkeitssatz 4.12 folgt,
dass die Dreiecke dhnlich sind, also sind insbesondere die Seitenverhéltnisse
gleich.

Sind umgekehrt die Seitenverhiltnisse gleich, sind die Dreiecke nach einer
zentrischen Streckung kongruent und haben damit gleiche Winkel. O

Eine noch wichtigere Rolle als in gleichschenkligen Dreiecken spielt der Zu-
sammenhang zwischen Winkel und Seitenverhéltnis in rechtwinkligen Dreie-
cken. Da jedes rechtwinklige Dreieck die Hélfte eines gleichschenkligen Drei-
ecks ist, sind beide Beziehungen eng verwandt.

Sei PQR ein rechtwinkliges Dreieck mit ZPQR = o« und ZQRP = 90°. In
diesem Fall bezeichnet man PQ als Hypothenuse, QR als Ankathete (die zu «
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benachbarte Kathete) und PR als Gegenkathete (die zu a gegeniiberliegende
Kathete). Wir definieren die folgenden Verhéltnisse:

|PR|  Gegenkathete

sma= |PQ|  Hypothenuse
o8 oy — |QR)| _ Ankathete
|PQ| Hypothenuse
|PR|  Gegenkathete
tana = =

" |QR|  Ankathete

Die Funktionen Sinus, Kosinus und Tangens helfen uns, den Zusammen-
hang zwischen Winkeln und Langenverhéltnissen zu beschreiben und — mit
algebraische und analytischen Kenntnissen ausgestattet — auch zu berech-
nen. Sie helfen uns allerdings wenig dabei, Winkel oder Langenverhéltnisse
zu konstruieren.

Wenn wir ein gleichschenkliges Dreieck PQR mit |PQ| = |QR| in zwei recht-
winklige Dreiecke zerlegen, stellen wir fest, dass

|PR| . <4PQR
——— = 2sin

PO~ 5 > =2cos ZRPQ (4.8)

ist.

4.4 Der goldene Schnitt

Ein goldenes Rechteck ist ein Rechteck, von dem man ein Quadrat abziehen
kann, so dass das resultierende Rechteck &hnlich zum urspriinglichen ist.
Das heifit, PQRS ist ein goldenes Rechteck, wenn |PQ| > |QR| und das
Rechteck PTUS, das durch abziehen des Quadrats T'QQRU entsteht dhnlich
zu PQRS ist. Rechtecke sind &dhnlich, wenn ihre Seitenldngen das gleiche
Verhiltnis haben. Damit PQRS golden ist muss also

PQl_1PQI _ |PQ|
QR ~ [PT] ~ [PQ - |QH]

sein.

Setzen wir ¢ = |PQ|/|QR| erhalten wir die Gleichung

o=—". (4.9)
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Abbildung 17: Der goldene Schnitt in Kunst und Architektur. Links da Vin-
cis Vitruvianischer Mensch, rechts das Pantheon in Athen.

Die Losung ¢ > 1 dieser Gleichung ist der goldene Schnitt. Er spielt in der
Kunst und Architektur eine wichtige Rolle (Abbildung 17).

Losen der Gleichung (4.9) ergibt
. V5+1 1 V5 -1

d —_ = —1:
R 2

Man sagt, dass ein Punkt 7" ein Segment PQ im goldenen Schnitt teilt, wenn
PQ/PT = ¢, d.h. wenn gillt

PQl _|PT]

[PT|  |PQ|—|PT]

Ein DIN-Rechteck ist ein Rechteck, von dem man ein Quadrat abziehen
kann, dann noch einmal ein Quadrat abziehen, so dass das daraus resultie-
rende Rechteck dhnlich zum urspriinglichen ist. Wenn das grofie Rechteck
Seitenldngen |PQ| > |QR)| hat, hat sind die Seitenlédngen des kleinen Recht-
ecks [PQ| — [QR| und [QR| — (|PQ[ — |QR|) = 2|QR| — [PQ).

Das heifit, das Seitenverhéltnis ¢ := |PQ|/|QR] erfiillt

_1PQI _2QR|~|PQ| _2-5
QRI ~ TPQI=IQRI ~5-1

4]
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Abbildung 18: Ein goldenes Rechteck (links) und ein DIN-Rechteck (rechts).
Das Rechteck links ist golden, weil ABC'D kongruent zu FCDF ist. Das
Rechteck rechts ist DIN weil K LM N kongruent zu OM QR ist. Auflerdem
ist KLM N kongruent zu K LST. Auch der Rand der Abbildung ist golden
und die umgebende Seite (in der PDF-Version) ist DIN.

Diese Gleichung kann man umformen zu 42 = 2. Wir nennen die positive
Losung 6 = /2 den DIN-Schnitt.

Die definierende Gleichung fiir § kann man weiter umformen zu § = 2/9

oder
IPQ| _ |QR
QR|  3|PQ|

Das heifit, DIN-Rechtecke sind auch genau diejenigen Rechtecke, deren Hélfte
ghnlich zum urspriinglichen Rechteck ist.

Beispiel 4.15. DIN-Rechtecke treten auf in Form von Blattern im DIN-A-
Format. Dieses ist definiert durch die Bedingung, dass das Seitenverhéltnis
v/2 ist, DIN-AO einen Quadratmeter gro ist, und DIN-A(n+1) die Hilfte
von DIN-A(n) ist. Insbesondere hat also ein DIN-A (n)-Blatt eine Fliche von
27" m?.

Ein goldenes Dreieck ist ein gleichschenkliges Dreieck ABC mit |[AB| = |AC|
und |AB|/|BC| = ¢ (spitzwinklig) oder |BC|/|AB| = ¢ (stumpfwinklig).
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Ein DIN-Dreieck ist ein gleichschenkliges Dreieck ABC mit |[AB| = |AC|
und |AB|/|BC| = ¢ (spitzwinklig) oder |BC|/|AB| = §. Im zweiten Fall
ist |AB|? + |AC|? = 2|AB|? = |BC|?, das heifit, es handelt sich um ein
rechtwinkliges, gleichschenkliges Dreieck.

Ein rechtwinkliges, gleichschenkliges Dreieck lésst sich zerlegen in zwei recht-
winklige, gleichschenklige Dreiecke. Aus dieser Eigenschaft allein konnen wir
bereits die Winkel rekonstruieren: Wenn ein gleichschenkliges Dreieck Win-
kel a, cr, B hat und sich in zwei zum urspriinglichen Dreieck #hnliche Dreiecke
zerlegen ldsst, ist § = 2a und damit wegen der Winkelsumme im Dreieck

a =45 und [ =90°

Abbildung 19: Ein spitzwinkliges und ein stumpfwinkliges goldenes Dreieck.

Durch Probieren stellt man fest, dass etwas dhnliches auch fiir goldene Drei-
ecke gilt:

Satz 4.16. Jedes goldene Dreieck lisst sich zerlegen in ein spitzwinkliges
und ein stumpfwinkliges goldenes Dreieck.

Der Beweis ist einer der Hohepunkte von Euklids Elementen. Wir verschie-
ben ihn auf spéter. Jetzt beobachten wir einige wichtige Konsequenzen: be-
zeichnen wir die Winkel des spitzen goldenen Dreiecks mit «;, 5, 8 und die des
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stumpfen goldenen Dreiecks mit «, «,y. Dabei haben wir bereits Satz 4.16
indem wir die kleineren Winkel gleich bezeichnet haben. Auflerdem erhalten
wir die Gleichung g + v = 180°.

Es gilt also

a4 28 = 180°
20 + v = 180°
B+~ =180°.

Die erste plus zweimal die zweite minus zweimal die dritte Gleichung ergibt
S5a = 180°.

Demnach ist

180° 360° 3
= = 36°, = =172° und 7250180021080.

a

Also ist 8 = 2a der Winkel, den wir brauchen, um ein regelméfliges Fiinfeck
zu konstruieren!

Man kann also sagen, dass Euklid mit Satz 4.16 gezeigt hat, dass

1
— = 25in(18°) = 2 cos(72°)
¥

Tatséchlich l4sst sich das Teilungsverhalten, das wir zwischen goldenen Drei-
ecken beobachtet haben, im Fiinfeck erkennen, sieche Abbildung 20

4.5 Quadratische Gleichungen

Wenn wir ein goldenes Fiinfeck konstruieren wollen, bleibt das Problem, den
goldenen Schnitt zu konstruieren. Aus Abschnitt 4.1 wissen wir, dass wir li-
neare Gleichungen durch Konstruktion 16sen kénnen. Die Gleichung (4.9),
die den goldenen Schnitt definiert, ist aber eine quadratische Gleichung. Dass
der Versuch, quadratische Gleichungen zu lésen, zumindest nicht hoffnungs-
los ist, sehen wir am DIN-Schnitt.

Problem 4.17. Konstruiere O, I, P so dass |OP|/|OI| = /2.

Konstruktion. Konstruiere ein Quadrat OIPS. O
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Abbildung 20: Goldene Dreiecke im regelméfligen Fiinfeck.

Beweis. Sei M der Mittelpunkt von OP. Nach dem Kathetensatz ist |O1|? =
|OP| - |OM|. Aber |OM| = 1/2|OP|, also ist |OP|?/|OI|? = 2. O

Wenn wir uns die Lésung von Problem 4.17 genauer ansehen, erkennen wir,
dass wir sogar Wurzeln von allgemeinen Langenverhéltnissen ziehen kénnen:

Ubung 3. Sei OP ein beliebiges Segment und I € OP, I # O. Konstruiere
einen Punkt Q, so dass |0Q|/|0I| = \/|OP|/|10O].

Wir wissen, dass wir mithilfe der (p,q)-Formel (oder der (a,b,c)-Formel)
alle reellen Losungen einer quadratischen Gleichung nur mithilfe von Wur-
zelziehen erhalten konnen. Aus der Ubung folgt also, dass ¢ als Losung einer
quadratischen Gleichung konstruierbar sein muss.

Ubung 4. Konstruieren Sie ein goldenes Dreieck.

Ubung 5. Konstruieren Sie ein regelmifiges Fiinfeck.

4.6 Konstruktiv rechnen

In den vergangenen Abschnitten haben wir gesehen, wie man Zahlen kon-
struieren kann und dadurch effektiv durch Konstruktionen rechnen kann.
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Wir fassen diese Konstruktionen hier noch einmal zusammen. Dazu betrach-
ten wir eine Gerade durch zwei Punkte O und I. Wir stellen uns die Gerade
als Zahlengerade vor und die Punkte O und I als 0 und 1.

Wir beginnen mit vorbereitenden Konstruktionen. Erstens kénnen wir jede
Lénge als Lange ab O auf 07 betrachten.

Problem 4.18 (Segment auf (7}) Gegeben Punkte P und Q, konstruiere
A€ Of mit |0A| = |PQ|.

Konstruktion. Der Punkt ist A = Opg. O

Zweitens konnen wir jedes Langenverhéltnis als Langenverhéltnis zu |OI|
betrachten.

Problem 4.19 (Verhéltnis auf |OI| beziehen). Gegeben Punkte A, B € ol
mit B # O konstruiere C € o1 mit |0C|/|01I] =|OA|/|OB].

Konstruktion. Das ist gerade Problem 4.1 mit P, = A, Q1 = B, Q2 = 1.
Der gesuchte Punkt ist C' = Ps. O

Jetzt konnen wir die Grundrechenarten , konstruieren*.

Abbildung 21: Konstruktion von C mit |OC| = |OA| + |OB| (Addition).
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Problem 4.20 (Addition). Gegeben Punkte A, B € O konstruiere C € Of
¢ 1ol _ 104] | |0B]

M Tor = Jo1 T o1

Konstruktion. Die Gleichung fordert einfach, dass |OC| = |OA|+ |OB|. Wir

konnen also C als den Schnittpunkt von App mit Of wihlen, der nicht auf

40 liegt (oder gleich A ist falls B = O). O

Abbildung 22: Konstruktion von C' mit |OC| = |OA| — |OB| (Subtraktion).
Wenn B nicht in OA liegt (griin) ist die Konstruktion immer noch sinn-
voll, allerdings muss der resultierende Punkt C' mit negativem Vorzeichen
interpretiert werden, da er nicht auf 5? liegt.

Problem 4.21 (Subtraktion). Gegeben Punkte A,B € Ol mit B € OA

. ., |OC| _ |OA] _ |OB]|
konstruiere C' € 5_[) mit [0 = [O7] [o1]

Die Bedingung B € OA garantiert, dass |OA| — |OB| nicht negativ ist.
Die Konstruktion ist auch dann sinnvoll, wenn die Differenz negativ ist,
allerdings liegt dann der Punkt C nicht auf 57 und muss als negative Zahl
interpretiert werden, nicht als Abstand von O.

Konstruktion. Die Gleichung fordert, dass |OC| = |OA|—|OB|. Wir kénnen
also C' als den Schnittpunkt von Apg mit OI wihlen, der auf E liegt. ¢
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TN

Abbildung 23: Konstruktion von C' mit ||%%| = ||g‘?‘| |‘%]?|| (Multiplikati-

on). Gezeigt sind zwei mogliche Konstruktionen. In der oberen werden die
Léingen |OI| und |OA| mit Kreisen auf die Hilfsgerade iibertragen. In der
Unteren wird mittels Strahlensatz das Langenverhéltnis |OA|/|OI| auf die
Hilfsgerade iibertragen.
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Problem 4.22 (Multiplikation). Gegeben Punkte A,B € OF konstruiere

., |OC| __ |OA] . |OB|
Ce O—[> mit o1 = To11 " o1

Konstruktion. Die Gleichung fordert, dass |OC| = |OA|/|OI|-|OB]|. Das ist
gerade Problem 4.1 im Fall P, = A, Q1 = I, Q2 = B. Der gesuchte Punkt
ist C = Ps. O

Problem 4.23 (Division). Gegeben Punkte A, B € O1 mit B # O konstru-
,locl _joa) | for
|01] = |oI] |OB|"

tere C mi

Konstruktion. Die Gleichung fordert, dass |OC| = |OA|/|OB|-|OI]|. Das ist
gerade Problem 4.1 im Fall P, = A, Q1 = B, Q2 = I. Der gesuchte Punkt
ist C = P,. O

SchlieBlich gibt uns die Losung von Ubung 3 die Moglichkeit Wurzeln zu
ziehen. Sie macht vom Satz des Thales (Folgerung 5.6) Gebrauch.

Problem 4.24 (Wurzeln). Gegeben Punkte A € 5_}, konstruiere B € O1
mit 0Bl — | /104

o1 — |OI] -

Konstruktion. Sei M der Mittelpunkt von OA. Sei k = My. Sei g das die
Senkrechte zu OI durch I. Sei B’ der Schnittpunkt von k£ und g. Der Schnitt-
punkt B von Op/ und 6_} ist der gesuchte Punkt. O

Beweis. Da M der Mittelpunkt von OA ist, geht k durch O. Das Dreieck
OB'A ist also nach dem Satz des Thales rechtwinklig. Aus dem Katheten-
satz folgt |OB'|> = |OA| - |OI]. Teilen durch |OI[? ergibt (|OB|/|0OI])* =
|OA|/|OI]. O

Zusammenfassend habe wir die erste Aussage des folgenden Satzes gezeigt.
Der Beweis des zweiten Teils fillt in ein anderes Themengebiet der Mathe-
matik.

Satz 4.25. Jede Zahl, die man (aus 0 und 1) durch die Grundrechenarten
und Wurzelziehen erhalten kann ldsst sich mit Zirkel und Lineal konstruie-
ren.

Umgekehrt lisst sich jede Zahl, die man mit Zirkel und Lineal konstruieren
kann durch die Grundrechenarten und Wurzelziehen erhalten.
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Abbildung 24: Konstruktion von C' mit “%ﬂ = |‘g¢|| . ||Oog| (Division). Ge-
zeigt sind zwei mogliche Konstruktionen. In der oberen werden die Langen
|OI| und |OB| mit Kreisen auf die Hilfsgerade iibertragen. In der Unteren
wird mittels Strahlensatz das Langenverhéltnis |OB|/|OI| auf die Hilfsge-

rade {ibertragen.
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O SB M |

Abbildung 25: Konstruktion von C' mit % = |‘g¢|| (Wurzel).

Da die Konstruktion eines regelméfiigen n-Ecks im Wesentlichen darin be-
steht, einen Winkel von 360°/n zu konstruieren, was im Wesentlichen das
gleiche ist, wie die Zahl sin(180°/n) zu konstruieren erhalten wir:

Folgerung 4.26. Ein regelmdifiges n-Eck kann mit Zirkel und Lineal kon-
struiert werden genau dann, wenn man sin(180°/n) durch die Grundrechen-
arten und Wurzelziehen erhalten kann.

Ubung 6. Sei

6:\/17+\/ﬁ
E=1\/17T— V17

o= \/34+6\/ﬁ+2\/§(\/ﬁ— 1)z — 8v/2¢.

Dann ist sin(%) = %\/i £2 — /2(a + &). Konstruieren Sie ein regelmdfiges
17-Eck.

Da man Winkel halbieren und Verdoppeln kann, kann man ein regelméfliges
n-Fck konstruieren, genau dann, wenn man ein regelméfiges 2n-Eck konstru-
ieren kann, d.h. Potenzen von 2 in n bedeuten keine Schwierigkeit. Gaufl hat
allgemeiner gezeigt:
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Satz 4.27 (GauBl). Ein regelmdfiges n-Eck ist konstruierbar genau dann,
wenn n = 2% - py - py ist, wobei die p; Fermat-Primzahlen sind.

Eine Fermat-Primzahl ist eine Primzahl der Form 22" 4 1. Die einzigen be-
kannten Fermat-Primzahlen sind 3,5, 17,257, 65537. Die einzigen bekannten,
ungeraden n fiir die ein regelméfliges n-Eck konstruierbar ist sind also die
Zahlen

33 . 5% 17T L 257257 . 6553765537

wo jedes ¢; € {0, 1} aber nicht alle 0 sind. Dies sind die Zahlen 3, 5, 15, 17,
51, 85, 255, 257, 771, 1285, 3855, 4369, 13107, 21845, 65535, 65537, 196611,
327685, 983055, 1114129, 3342387, 5570645, 16711935, 16843009, 50529027,
84215045, 252645135, 286331153, 858993459, 1431655765, 4294967295. Es
ist unbekannt, ob es unendlich viele Fermat-Primzahlen gibt, also ob es
unendlich viele konstruierbare n-Ecke mit n ungerade gibt.

5 Kreise

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit Konstruktionen rund um den
Kreis.

Sei k ein Kreis. Eine Sekante ist eine Gerade, die k in zwei Punkten schnei-
det, eine Tangente ist eine Gerade, die k in einem Punkt schneidet (bzw.
beriihrt). Eine Sehne ist ein Segment PQ mit P,Q € k. Ein Durchmesser
ist eine Sehne, die den Mittelpunkt von k enthélt.

5.1 Kreise am Dreieck

Proposition 5.1. Durch drei nicht kollineare Punkte P, Q) und R geht
genau ein Kreis.

Beweis. Nach Folgerung 1.11 ist die Menge der Punkte L, die gleichen Ab-
stand von P und @ haben die Mittelsenkrechte ¢. Ebenso ist die die Menge
der Punkte NV, die gleichen Abstand von ) und R haben die Mittelsenkrech-
te n. Die Menge der Punkte, die gleichen Abstand von P, () und R haben,
ist also der Schnittpunkt von ¢ und n. Er existiert weil PQ) und QR nicht
parallel sind und somit auch ¢ und n nicht parallel sind. O

Diese Proposition ist in der folgenden Form vertraut. Ein Umkreis eines
Dreiecks PQR ist ein Kreis, der jeden der Punkte P, @) und R enthélt.
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Folgerung 5.2. Jedes Dreieck hat einen (eindeutigen) Umkreis. Sein Mit-
telpunkt ist der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten.

Beweis. Der Kreis in Proposition 5.1 ist offensichtlich der Umkreis. Der
Mittelpunkt wurde konstruiert als der Schnittpunkt zweier beliebiger Mit-
telsenkrechter. Da der Kreis eindeutig ist, geht die dritte Mittelsenkrechte
ebenso durch den Punkt. O

Der Umkreis ist der kleinste Kreis, in den das Dreieck einbeschrieben werden
kann. Das Gegenstiick ist der grofite Kreis, der in das Dreieck einbeschrieben
werden kann: ein Inkreis eines Dreiecks PQR ist ein Kreis, der jede Seite in
genau einem Punkt trifft.

Um ihn zu beschreiben brauchen wir zunéchst das Gegenstiick zu Folge-
rung 1.11. Wenn P ein Punkt ist und g eine Gerade, meinen wir mit dem
Abstand zwischen P und g den kleinsten Abstand zwischen P und einem
Punkt @ auf g. Dieser Punkt @ ist eindeutig, ndmlich der Fuflpunkt des
Lots von P auf g (das folgt aus dem Satz des Pythagoras). Insbesondere ist
Py der eindeutige Kreis, der die Gerade g nur in einem Punkt trifft.

Proposition 5.3. Sei ZPQR ein Winkel und ¢ die Winkelhalbierende. Ein
Punkt N liegt auf £ genau dann, wenn er gleichen Abstand zu PQ wie zu
QR hat.

Beweis. Sei o die Spiegelung an £. Sie vertauscht die Strahlen Q? und Cﬁ
Wenn N auf ¢ liegt, ist o(N) = N also vertauscht o die Lotfulpunkte von
N auf QP und auf QR. Damit hat N den gleichen Abstand zu QP und QR.

Umgekehrt, angenommen N hat gleichen Abstand zu QP wie zu QR. Seien
P’ und R’ die entsprechenden Lotfuflpunkte. Dann sind P’NQ@Q und R'NQ
rechtwinklige Dreiecke mit zwei gleich langen Seiten. Aus dem Satz des
Pythagoras folgt, dass auch die dritten Seiten gleich lang sein miissen:
|P'Q| = |R'Q|. Der Punkt N hat also gleichen Abstand von zwei Punk-
ten auf QP und QR die gleichen Abstand von @ haben. Damit liegt N auf
L. O

Proposition 5.4. Ein Dreieck PQR hat einen eindeutigen Inkreis. Sein
Mittelpunkt ist der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden.

Beweis. Sei £ die Winkelhalbierende von ZPQ R und m die Winkelhalbieren-
de von ZRPQ. Sei M der Schnittpunkt von £ und m. Sei A der Lotfu3punkt
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von M auf PQ, B der Lotfulpunkt auf QR und C' der Lotfulpunkt auf RP.
Nach Proposition 5.3 ist M4 = Mp und trifft PQ und QR jeweils nur in
einem Punkt. Nach derselben Proposition ist auch Mp = M¢ und trifft RP
nur in einem Punkt.

Da der gesamte Kreis M4 = Mp = M im Halbraum von PQ liegt, der R
enthilt, liegt insbesondere B auf dem Strahl QR. Aus dhnlichen Griinden

liegt B auf dem Strahl }@ und damit in QR. Analoge Argumente zeigen,
dass A € PQ und C € RP. O

5.2 FEuklids Elemente: drittes Buch

In diesem Abschnitt beweisen wir Resultate aus dem dritten Buch von Eu-
klids Elementen und schlielich Satz 4.16.

In den Ubungsaufgaben haben Sie bewiesen.

Proposition 5.5 (Zentriwinkelsatz). Wenn P und @ Punkte auf einem
Kreis k sind und R € k im gleichen Halbraum von PQ liegt wie der Mit-
telpunkt M von k, dann ist der (Zentri-)Mittelpunktswinkel ZPMQ doppelt
so grof8 wie der Peripheriewinkel /P RQ).

Ein Spezialfall ist:

Folgerung 5.6 (Satz des Thales). Wenn zwei Punkte P und R auf einem
Kreis k gegentiberliegen, ist fir jeden Punkt QQ € k der Winkel ZPQR ein
rechter.

Mit dem Zentriwinkelsatz konnen wir zeigen:

Proposition 5.7. Ist k ein Kreis und PQRS ein Viereck dessen Punkte
auf k liegen (ein Sehnenviereck), dann ist ZSPQ + ZQRS = 180°.

Beweis. Nach eventueller Umbenennung kénnen wir annehmen, dass R auf
der gleichen Seite von S@Q liegt wie der Mittelpunkt M des Kreises. Insbe-
sondere sind nach Proposition 5.5 die Peripheriewinkel ZPQS und ZPRS
gleich grof3, ebenso wie die Winkel ZQSP und ZQRP. Nun ist aber ZQ RP+
/ZPRS = ZQRS und ZPQS+ /ZQSP = 180° — ZSPQ da die Winkelsumme
im Dreieck PQS 180° ist. 0

Daraus leiten wir ab:
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Proposition 5.8 (Peripheriewinkelsatz, Euklid I11.27). Wenn P und Q
Punkte auf einem Kreis k sind, dann ist der Peripheriewinkel ZPRQ fiir
alle Punkte R € k im gleichen Halbraum von PQ gleich.

Beweis. Fiir die Punkte im gleichen Halbraum wie der Mittelpunkt von k
folgt die Behauptung unmittelbar aus Proposition 5.5.

Fiir die Punkte im anderen Halbraum folgt sie durch anwenden von Propo-
sition 5.7. O

Proposition 5.9 (Sehnen-Tangentenwinkelsatz, Euklid I11.32). Seien A, B, D
Punkte auf einem Kreis k und F ein Punkt, der auf der Tangente an k in

B liegt, und zwar im Halbraum von BD, der A nicht enthdlt. Dann ist der
Tangentenwinkel ZFBD gleich grof$ wie der Peripheriewinkel ZBAD.

Beweis. Sei M der Mittelpunkt von k. Dann ist ZFBM = 90°, also ZFBD =
90° — ZDBM. Da die Winkelsumme im gleichschenkligen Dreieck BDM
gleich 180° ist, ist ZDBM = 1/2(180° — ZBM D. Nach Proposition 5.5 ist
aber ZDMB = 2/BAD. Zusammensetzen ergibt

ZFBD =90° — ZDBM = 90° — (90° — ZBAD) = /BAD.

O]

Zum Beweis von Satz 4.16 bendtigen wir einige Aussagen iiber Kreise, die
wir durch die Benutzung von Ahnlichkeiten jetzt leichter beweisen kénnen,
als wir es in Abschnitt 5 hiatten tun kénnen.

Proposition 5.10 (Sekanten-Tangenten-Satz, Euklid II1.36). Sei k ein Kreis
und P ein Punkt auferhalb von k. Sei g eine Gerade durch P, die k in Q)
beriihrt und sei h eine Gerade durch P, die k in R und S schneidet. Dann
ist |PQ|/|PS| = |PR|/|PQ|.

Beweis. Nach Umbenennung kénnen wir annehmen, dass R zwischen P und
Q@ liegt. Nach Proposition 5.9 ist dann ZPQR = ZQSR. Es folgt, dass die
Dreiecke PQR und PSQ &hnlich sind. Also ist |PQ|/|PS| = |PR|/|PQ|. O

Proposition 5.11 (Sekanten-Satz). Sei k ein Kreis und P ein Punkt au-
Berhalb des Kreises. Seien h und h' Geraden durch P, die k in Punkten R, S
und R',S" schneiden. Dann ist |PR|-|PS| = |PR/|-|PY’|
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Beweis. Sei Q) € k so, dass PQ eine Tangente an k ist. Nach Proposition 5.10
ist |PR| - |PS| = |PQ|*> = |PR|-|PS'|. O

Proposition 5.12 (Umkehrung des Sekanten-Tangenten-Satzes, Euklid I111.37).
Sei k ein Kreis und P ein Punkt auflerhalb von k. Seien g eine Gerade durch
P, die k in QQ schneidet und sei h eine Gerade, die k in R und S schneidet.
Wenn |PQ|/|PS| = |PR|/|PQ)| ist, dann ist g eine Tangente und Q ein
Bertihrpunkt.

Beweis. Angenommen g hétte einen zweiten Schnittpunkt Q' # @, dann
wire nach dem Sekanten-Satz |PQ[?> # |PQ| - |PQ'| = |PR/| - |PS'| im
Widerspruch zur Annahme. O

Einer der Hohepunkte von Euklids Elementen ist der Beweis dessen, was wir
oben vermutet haben:

Proposition 5.13 (Euklid IV.10). Jedes spitzwinklige goldene Dreieck ldsst
sich zerlegen in ein spitzwinkliges und ein stumpfwinkliges goldenes Dreieck.

Die Tatsache, dass sich auch jedes stumpfwinklige goldene Dreieck in zwei
goldene Dreiecke zerlegen lésst, ist dann nicht mehr schwer zu sehen.

Beweis. Sei ABC' ein spitzwinkliges goldenes Dreieck mit |AB| = |AC| =
¢+|BC|. Sei D der Schnittpunkt von Agc mit AB. Sei k der Kreis durch A,
Cund D. Esist |AB|-|BD| = ¢-|BC|-(¢—1):|BC| = ¢-(p—1)-|BC|?. Nach
der definierenden Gleichung fiir den goldenen Schnitt ist aber ¢- (¢ —1) =1,
also

|AB| - |BD| = |BC|?.

Nach der Umkehrung des Sekanten-Tangenten-Satzes, Proposition 5.12, folgt,
dass BC eine Tangente an k ist. Nach dem Sehnen-Tangentenwinkelsatz,
Proposition 5.9 ist also Z/BCD = /C' AB.

Folglich ist nach dem Ahnlichkeitssatz ABC #hnlich zu C BD. Insbesondere
ist CBD gleichschenklig und damit |BC| = |CD|, also auch ACD gleich-
schenklig.

Nach Konstruktion ist damit AC'D ein stumpfwinkliges und BC' D ein spitz-
winkliges goldenes Dreieck. O
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A  Axiome

Wir betrachten eine Menge E?, deren Elemente wir als Punkte bezeichnen.
Je zwei Punkte P, () € E haben einen Abstand |PQ| > 0.

Axiom 1 (Metrik). Fiir Punkte P,Q, R € E? gilt:

1. |PQ| =0 genau dann, wenn P = Q,
2. |PQ| = 1QP],
3. |PQ|+ |QR| > |PR| (Dreiecksungleichung).

Fiir Punkte P, Q, R sagen wir, dass @) zwischen P und R liegt, wenn |PR| =
|PQ| + |QR|. Das Segment PQ besteht aus Punkten, die zwischen P und Q
liegen:

PQ ={ReE’||PR|+|RQ| = |PQ|}.

Sei jetzt P # Q. Der Strahl ab P durch @) besteht aus dem Segment sowie
Punkten zwischen denen und P der Punkt ) liegt:

PQ = {R € B | |PR| +|RQ| = |PQ| oder |[PQ| + |QR| = |PRI}.

Die Gerade durch P und @ besteht aus den Strahlen ab P durch ) und ab
Q@ durch P:

|PR| + |RQ| = |PQ| oder
PQ ={ RcE?| |PQ|+ |QR| = |PR| oder
|QP| + |PR| = |QR]

Wegen Axiom 1(1) liegen P und @ in PQ, Fﬁ, PQ. Drei Punkte heiflen

kollinear wenn sie auf einer gemeinsamen Geraden liegen.

Bemerkung A.1 (Fiir Experten). Wir waren bewusst vage beziiglich der
Frage welche Werte der Abstand zweier Punkte annehmen kann. Man kann
einwenden, dass auf diesem Wege die reellen Zahlen zum Teil der Axiome
gemacht werden. Dies kann man dadurch umgehen, dass man folgende Tat-
sache nutzt: jede abelsche Gruppe mit einer archimedischen Ordnung ist, als
geordnete Gruppe, isomorph zu einer Untergruppe von R. Das heif3t, man
kann den Abstand definieren mit Werten in irgendeiner abelschen, archime-
disch geordneten Gruppe.
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Axiom 2 (Punkte und Geraden). 1. Es gibt drei Punkte, die nicht auf
einer Geraden liegen.

Fiir zwei verschiedene Punkte P und @ gilt:

2. Es gibt nur eine einzige Gerade, die durch P und @Q geht.

o

Es gibt in PQ einen Punkt aufer P und Q.

Es gibt auf dem Strahl ]@ einen Punkt auferhalb von PQ.

v

Wenn eine Gerade g das Segment PQ trifft und R ein weiterer Punkt
ist, dann trifft g auch PR oder QR.

Seien M, @, R Punkte. Der Kreis mit Mittelpunkt M und Radius |QR] ist
die Menge

Mqr = {P € E* | [MP| = |QR|}.
Wenn M = R ist dies der Kreis mit Mittelpunkt M durch @) und wird mit
Mg bezeichnet.

Axiom 3 (Kreis-Schnittpunkte). 1. Seien Mp und Ng Kreise. Wenn
Mp mindestens einen Punkt innerhalb von Ng und einen Punkt au-
Berhalb davon, dann haben Mp und Ng in jedem Halbraum von M N
einen eindeutigen Schnittpunkt.

2. Sei Mp ein Kreis und Q? ein Strahl. Wenn Q im Innern von Mp
lvegt, dann haben Mp und Cﬁ% einen eindeutigen Schnittpunkt.

Wir nennen zwei Geraden parallel wenn sie entweder gleich sind, oder keinen
gemeinsamen Punkt haben.

Axiom 4 (Parallelen-Axiom). Wenn g eine Gerade ist und P ein Punkt,
dann existiert genau eine Gerade, die parallel zu g ist und durch P geht.

Eine Bewegung ist eine bijektive Abbildung ¢: E?> — E? die den Abstand
erhilt: [p(P)p(Q)| = |PQ|.

Eine Bewegung ¢: E? — E? ist eine Translation (Verschiebung) wenn sie
keinen Fixpunkt hat und jede Gerade auf eine zu ihr parallele Gerade ab-
bildet. Wir verabreden auflerdem, dass auch die Identitédt als Translation
gilt. Eine Bewegung ist eine Rotation (Drehung) wenn sie genau einen Fix-
punkt hat. Wieder gilt geméfl Vereinbarung auch die Identitét als Rotation.
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Eine Bewegung ist eine Reflektion (Spiegelung) wenn ihre Fixpunktmenge
eine Gerade ist. Dass Translationen, Rotationen und Reflektionen existieren,
folgt nicht aus den bisherigen Axiomen, wir fordern es axiomatisch:

Axiom 5 (Bewegungen). 1. Gegeben zwei Punkte P und Q existiert ge-
nau eine Translation T mit T(P) = Q.

2. Gegeben drei Punkte P, Q und Q" mit |PQ| = |PQ'| existiert genau
eine Rotation p mit p(P) = P und p(Q) = Q.

3. Gegeben eine Gerade £ gibt es genau eine Spiegelung o, deren Fiz-
punktmenge die Gerade € ist.
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