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(28) (a) Eine Population wéchst entsprechend dem exponentiellen Wachstumsmodell,
wenn sie proportional zu ihrer GroBe zunimmt. Beschreibt y(t) die Populati-
onsgrofle zum Zeitpunkt ¢, so lédsst sich das exponentielle Wachstum durch die
Beziehung

y'(t) = ky(t), mit der Anfangsbedingung y(to) = o, (1)
beschreiben, wobei k£ der Proportionalitatsfaktor ist. Zeigen Sie, dass die Funk-
tion y(t) = yoe***) die Beziehung aus (1) erfiillt.

(b) Eine Population wéchst entsprechend dem beschrankten Wachstumsmodell, wenn
sie proportional zu S — y(t) zunimmt, wobei S die Sdttingungsgrenze ist. Das
beschréankte Wachstum lasst sich also durch die Beziehung

y'(t) = k(S —y(), mit der Anfangsbedingung y(to) = yo, (2)
beschreiben, wobei k der Proportionalitatsfaktor ist. Zeigen Sie, dass die Funk-
tion y(t) = S — (S — yo)e =) die Beziehung aus (2) erfiillt.

(c) Eine Population wéchst entsprechend dem logistischem Wachstumsmodell, wenn

sie proportional zu y(¢) und S — y(t) zunimmt. Das logistische Wachstum l&sst
sich also durch die Beziehung

y'(t) = kyt)(S —y()), mit der Anfangsbedingung y(t9) = vo, (3)

beschreiben. Zeigen Sie, dass die Funktion y(t) = uoS die Bezie-
y0+(5—y0)€_5k(t_t0)
hung aus (3) erfiillt.

(14+2+3 Punkte)

(29) Bestimmen Sie die Ableitungen von arcsin(z) und arccos(z) fur alle z € (—1,1).
(3 Punkte)

(30) Gegeben sei die Funktion
fR—=R, f(z) = 2° — 227 + 42 + 1.
Finden Sie alle Tangenten der Funktion f, die durch den Punkt (0,1) verlaufen.
Geben Sie die zugehorige Geradengleichungen und die Schnittpunkte mit f an.

Hinweis: Berechnen Sie erst die Tangente an einer beliebigen Stelle xo € R und tiber-
priifen Sie dann, welche Tangenten durch den Punkt (0,1) verlaufen.
(4 Punkte)



(31) Manchmal ist es hilfreich, eine differenzierbare Funktion f durch Polynome zu ap-

(Bonus)

proximieren. Dazu betrachten wir die Polynome

") (g
nif e = Y - ap,
k=0 '

mit ¢ € R und n € N. Hierbei ist f*) die k-te Ableitung von f, d.h. f*) = (f(k‘l))/
mit f(©) = f. Berechnen Sie T),[f, a] fiir

(a) f(z)=In(z) und a =1,
(b) f(z) =sin(z) und a =0,

fir alle n € {1,2,3}.
(343 Punkte)

Uberpriifen Sie mittels der Definition, ob die folgenden Funktionen in 0 differenzierbar
sind:

(a)

(2*+2* Punkte)

Abgabe bis 12 Uhr am Donnerstag, 05.06.2025.



