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? ? ?

Es sei K ein beliebiger Körper. Seien V undW endlich-dimensionale K-Vektor-
räume, mit Basen BV bzw. BW . Wie üblich bezeichnen BW ∗ bzw. BV ∗ die jeweils
dualen Basen. Es sei β : V ×W → K eine K-Bilinearform. In der Vorlesung hatten
wir folgende Abbildungen eingeführt:

β1 : V →W ∗, v 7→ (w 7→ β(v, w)),

β2 :W → V ∗, w 7→ (v 7→ β(v, w)).

Aufgabe 1. Beweisen Sie Proposition 1.5 der Vorlesung: Ist B ∈ Matn,m(K) die
Strukturmatrix von β bzgl. BV und BW , so gilt

(1) Bt =MBVBW ∗(β1) und

(2) B =MBWBV ∗(β2).

Aufgabe 2. Wir nehmen nun an, dass dimK V = dimK W gilt. Zeigen Sie die
Äquivalenz der folgenden Eigenschaften:

(1) β ist nicht ausgeartet in der ersten Variablen.
(2) β ist nicht ausgeartet in der zweiten Variablen.
(3) B ist invertierbar.

Aufgabe 3. Welche der folgenden Funktionen β : R2×R2 → R sind R-Bilinearfor-
men? Begründen Sie Ihre Antworten. Bestimmen Sie gegebenenfalls die Struktur-
matrizen bezüglich der Basen B1 := (e1, e2) sowie B2 := (e1+e2, e2) von R2, wobei
ei die Standardeinheitsvektoren bezeichnen. Seien x = (x1, x2) und y = (y1, y2).

(1) β(x, y) = −2x1y2 − y21 + 5x2y1
(2) β(x, y) = −x2y1 + 3x1y2
(3) β(x, y) = 7x1 − x2
(4) β(x, y) = x1x2 + 4y1y2
(5) β(x, y) = 3x1y1 + x2x1 + 1

Aufgabe 4. Die Spur einer Matrix A = (aij) ∈ Matn(K) ist Sp(A) :=
∑n

i=1 aii.
Zeigen Sie: Die Abbildung

β(n) : Matn(K)×Matn(K), (A,B) 7→ Sp(AB)

ist eine symmetrische Bilinearform. Berechnen Sie die Strukturmatrix von β(2)

bezüglich der folgenden K-Basen von Mat2(K):

(1) B1 :=
{(

0 1
0 0

)
,

(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)
,

(
0 0
1 0

)}
,

(2) B2 :=
{(

1 1
1 0

)
,

(
1 1
1 1

)
,

(
1 1
0 0

)
,

(
1 0
0 0

)}
.


