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* K x

Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum.

Aufgabe 1. Sei f € End(V). Zeigen Sie: Ist jeder Vektor v € V' \ {0} ein
Eigenvektor von f, so ist f eine Homothetie, d.h. es gibt ein A € K derart,
dass f = Aid.

Aufgabe 2. Zur Erinnerung: Ein Endomorphismus f € End(V) heifit nil-
potent wenn f* = 0 fiir ein k € Ny. Sei f € End(V) und dimV = n. Zeigen
Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(1) f ist nilpotent.

(2) xp=X"

(3) Es gibt eine Basis B von V, beziiglich derer f durch eine strikte obere

Dreiecksmatrix dargestellt ist, d.h. (ME(f))i; = 0 falls i > j.
(4) f*=0.

Aufgabe 3. Eine Matrix A € Mat,(K) heifit nilpotent wenn A* = 0 fiir
ein k € Nyg. Man zeige:

(1) Sp(A) = Z?:l Qi = 0.

(2) det(Id,, —A) = det(Id,, +A) = 1.

(3) Ist B € Mat,(K) mit A vertauschbar (d.h. gilt AB = BA), so gilt

det(A + B) = det(B).
Aufgabe 4. Betrachten Sie die Matrix
2 1 -2

A=|-1 -1 3 EMatg(R).
2 3 —4

(1) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom x4 und das Minimal-
polynom g4 von A.

(2) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A sowie ihre geometrischen und
algebraischen Vielfachheiten.

(3) Ist A diagonalisierbar? Begriinden Sie Ihre Antwort. Bestimmen Sie
gegebenenfalls eine diagonalisierende Matrix, d.h. eine Matrix S €
GL3(R) derart, dass S~*AS eine Diagonalmatrix ist.

(4) Ist A trigonalisierbar? Bestimmen Sie gegebenenfalls eine trigonali-
sierende Matrix, d.h. eine Matrix 7' € GL3(R) derart, dass T~ 1AT
eine obere Dreiecksmatrix ist.



