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? ? ?

Aufgabe 1. Gegeben sei die Matrix

A =

2 0 2
0 4 0
2 0 −1

 ∈ Mat3(R).

(1) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des R3, die aus Eigenvektoren
von A besteht.

(2) Geben Sie eine orthogonale Matrix S ∈ O3 an, für die StAS eine
Diagonalmatrix ist.

(3) Bestimmen Sie die Signatur der quadratischen Form qA : R3 → R.

Aufgabe 2. Seien n ∈ N und K ein Körper der Charakteristik ungleich 2,
d.h. 2 6= 0 in K. Sei

f : Matn(K)→ Matn(K), A 7→ At

dieK-lineare Abbildung, die einer Matrix A ihre Transponierte At zuordnet.

(1) Bestimmen Sie sämtliche Eigenwerte und Eigenvektoren sowie das
charakteristische und Minimalpolynom von f .

(2) Besitzt Matn(K) eine Eigenbasis bezüglich f?

Aufgabe 3. Seien K ein beliebiger Körper und A ∈ GLn(K) eine invertier-
bare n × n-Matrix über K. Zeigen Sie: Es existiert ein Polynom f ∈ K[X]
vom Grad deg(f) < n derart, dass f(A) = A−1.

Aufgabe 4. Sei A ∈ Matn(R) eine symmetrische Matrix mit charakteristi-
schem Polynom

χA(X) = a0X
n + a1X

n−1 + a2X
n−2 + · · ·+ an−1X + an ∈ R[X].

(Beachten Sie, dass a0 = 1). Zeigen Sie, dass für den Rang rk(A) von A gilt:

rk(A) = max{i ∈ {0, 1, . . . , n} | ai 6= 0}.


