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Algebra I

Vorlesungsskript lose basierend auf einem Skript von Dr. Andrew Hubery

Was ist Algebra? Wir werden studieren:

(1)

(2)

Gruppen. Gruppen wurden bereits bei der Definition eines Vektorraums ver-
wendet. Wir erfahren mehr iiber die Struktur von Gruppen.

Gruppenaktionen und Anwendungen. Die wichtigste Verwendung von Grup-
pen besteht darin, Symmetrie zu verstehen. Dies ergibt sich aus der Idee einer
Gruppenaktion.

Ringe. Historisch gesehen ist Algebra die Manipulation von Gleichungen, um
sie zu 16sen. Besonders wichtig sind Polynomgleichungen. Ringe und Kérper
sind die mathematischen Objekte, an denen man dies verstehen kann.

Faktorisierung. Jede positive ganze Zahl kann auf im Wesentlichen einzig-
artige Weise als Produkt von Primzahlen geschrieben werden. Einige Ringe,
beispielsweise Polynomringe, haben eine analoge Eigenschaft.

Korpererweiterungen. Anhand der Eigenschaften von Korpern kénnen wir
beriihmte klassische Unmdéglichkeiten demonstrieren, beispielsweise die Un-
moglichkeit, Winkel mit Lineal und Zirkel zu dreiteilen.

Galoistheorie. Dies ist die Verwendung von Symmetrie zur Untersuchung von
Korpern. Als Anwendung: Es gibt eine bekannte Formel fiir die Nullstellen
eines quadratischen Polynoms. Es gibt kompliziertere Versionen fiir Polynome
vom Grad 3 oder 4. Anhand der Eigenschaften von Gruppen werden wir
sehen, dass es fiir Polynome vom Grad 5 oder hoher keine dhnliche Formel
gibt.
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1 Gruppen

1.1 Definition und Beispiele

Erinnerung von LA 1.

Definition. Eine Gruppe besteht aus eine Menge G zusammen mit einer Ver-

kniipfung
x:GXG—G, (g,h)— gxh,

sodass
(1) die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. (a *b) x ¢ = a* (b ¢) fiir alle a,b,c € G,

(2) es gibt ein Element e € GG, genannt neutrales Element, fiir das gilt e x a =
ax*e = q fir alle a € G, und

(3) zu jedem a € G gibt es ein Element b € GG, genannt inverses Element zu a,
mit axb=bxa=c¢e

Die Gruppe heifst kommutativ oder abelsch falls a x b = b x a fiir alle a,b € G.
Wir bezeichnen die Gruppe mit (G, *) oder G.

Die Méchtigkeit |G| heifst auch die Ordnung der Gruppe G. Eine natiirliche Zahl
oder oc.

Eigenschaften. (i) Es ist leicht zu zeigen, dass das neutrale Element e in einer
Gruppe eindeutig ist und dass auch das inverse Element zu jedem Element a ein-
deutig ist. Sehen Sie LA 1.

(ii) Durch assoziativitét ist ein Produkt a * b % ... ohne Klammern eindeutig be-

stimmt. z.B. (a*b) * (cxd) = ((axb)xc)xd=(a*x(bxc))xd=....

(iii) Fiir abelsche Gruppen kénnen wir die additive Notation verwenden. Wir
schreiben die Operation als a + b. Das neutrale Element wird mit 0 bezeichnet und
das Inverse von a wird mit —a bezeichnet.

Ansonsten verwenden wir normalerweise die multiplikative Notation. Die Ope-
ration wird als ab (oder a.b oder a - b) geschrieben, das neutrale Element wird mit
e oder 1 bezeichnet und das Inverse von a wird mit a~! bezeichnet.

(iv) In multiplikativer Notation gilt: (a=!)™! = a, (ab)™' = b~'a™!. (Solche Re-
geln erlebt man téglich: Morgens erst Socken anziehen, dann Schuhe. Abends erst
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Schuhe ausziehen, dann Socken.)

(In additive Notation: —(—a) = a, —(a +b) = (—a) + (=b).)

(v) Sei a,b € G. Die Gleichung az = b hat eine eindeutige Losung z = a~1b.
Beweis: azx =b=a'b=atar=1lr =2, und z =a'b = ax = aa"'b=1b=1D.

Ebenso hat die Gleichung za = b eine eindeutige Losung z = ba ™.

(vi) Die Verkniipfungstafel fiir G ist ein lateinische Quadrat, d.h. jedes Element der
Gruppe in jeder Zeile genau einmal und in jeder Spalte genau einmal vorkommt.
Folgt von (v).

(vil) (Kirzungsregel). ax = ay = x = y und xa = ya = x = y. Folgt von (v).

(viii) Die Potenzen a™ von a € G sind wie folgt definiert (in multiplikativer Nota-
tion). Wir setzen a® = 1. Fiir n > 0 definieren wir a” rekursiv durch a" = a"'.a,
und fiir n < 0 definieren wir " = (a™1)™".

(In additive Notation ist das 0a = 0, na = (n—1)a+a fiir n > 0 und na = (—n)(—a)
fir n <0.)

Dann gilt a"a™ = a"*™ und (a")™ = a™™.

n+m _ ,m

a" kommutiert immer mit a™, weil a"a™ = a =a"a"

a”.

Wenn a und b kommutieren, dann kommutiert jeder Potenz von a mit jeder Potenz
von b. Aufgabe.

Wenn @ und b kommutieren, gilt (ab)" = a™b™.

Beispiele. (1) Die additive Gruppe (R,+) wobei R ein Ring ist. Also (Z,+),
(Q+), (R, +), (C, +).

(Andererseits ist (N, +) keine Gruppe.)
(2) Die additive Gruppe (V,+) wobei V' ein Vektorraum iiber einem Korper ist.

(3) Sei K ein Kérper und K* := K\ {0} = {a € K : a # 0}. Dann ist (K*,.) eine
Gruppe. Also (Q%,.), (R*,.) oder (C*,.). Die Inverse zu a # 0 ist a=! = 1/a.

(Andereseits ist (K, .) keine Gruppe.)
(4) Sind G, H Gruppen (z.B. mit multiplikativer Notation), dann ist G x H eine
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Gruppe beziiglich die Verkniipfung

(97 h) ’ (9/7 h,) = (99,7 hh/)
Falls G, H endlich sind, ist |G x H| = |G| - |H|. Das neutrale Element ist (1,1) und
(9, h)_l = (g_la h_l)'

(5) Sei K ein Kérper. Erinnerung: eine n x n Matrix A € M,,(K) ist invertierbar
oder nichtsingulir, falls es eine Matrix B gibt, so dass AB = BA = I,,. Aquivalent
ist, dass det(A) # 0.

Die allgemeine lineare Gruppe GL,(K) ist die Gruppe alle invertierbare n x n
Matrizen A € M, (K). Die Verkniipfung ist Multiplikation. Das neutrale Element
ist die Einheitsmatrix I,,.

(6) Die symmetrische Gruppe Sx auf einer Menge X besteht aus allen Permu-
tationen von X, also allen bijektiven Abbildungen f : X — X. Die Verknupfung
ist komposition von Abbildungen. Wenn also f,g € Sx, dann ist f o g oder fg die
Abbildung mit (f o g)(z) = (fg)(z) = f(g9(x)) fir x € X.

Falls X = {1,...,n} schreiben wir S,,, die symmetrische Gruppe von Grad n.
Wir bezeichnen eine Permutation f € S, in Zweizeilenform als

(1 2 ... n)
f) f@) - fn)
Die Ordnung ist |S,| = n!l.

Fiir n > 3 ist .S,, nicht abelsch, z.B. fiir

12 3
(1) o=

123 123
fg:(z 3 1)’9f:<3 1 2)'
2.B. (f9)(1) = f(g(1)) = f(1) = 2, (9/)(1) = g(f(1)) = 9(2) = 3.

In LA I 8§6.1 hatten wir mehr iiber Permutationen.

1
1

gilt

Seien ay, as, ..., a verschiedene Elemente in der Menge {1,2,...,n}. Wir bezeich-
nen mit (a; as ... ai) die Permutation in S, so dass

a;— Qg —> agt— - = ap — ap,
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und mit a — a fiir alle a die nicht in der Liste sind. Der ist ein k-Zyklus.
Eine Vertauschung oder Transposition ist ein 2-Zyklus (i j).

Eine Menge von Zyklen ist disjunkt, wenn in zwei von ihnen keine Zahl a vor-
kommt.

Jede Permutation o kann als Produkt disjunkter Zyklen geschrieben werden. Die
Zerlegung ist im Wesentlichen einzigartig, abgesehen von der Reihenfolge der Zy-
klen und den unterschiedlichen Schreibweisen eines Zyklus. z.B. fiir

(12345678 9 10\ _g
9 \4185 263710 9 10-

o=(1452)(387)(6)(910)=(387)(109)(521 4)

gilt

Jede Permutation kann als Produkt von Transpositionen geschrieben werden, z.B.
(2546)=1(26)(24)(25)

(7) Die Kleinsche Vierergruppe V ist eine Gruppe von Ordnung 4 mit 2? = e
fiir alle x € V. Die Verkniipfungstabelle wird vollstdndig durch diese und die
lateinische Quadrateigenschaft bestimmt. Sei V' = {e, a, b, c}.

QO Qe o

QO T Old
S>>0 O QR
L O O oo
QOO

(8) Die Diedergruppe D,, ist die Gruppe der Symmetrien eines regulédren n-Ecks.
Die erlaubten Symmetrien sind Drehungen und Spiegelungen.

Beispielsweise ist D3 die Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks.
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Wir betrachten die Symmetrien als Permutationen der Eckpunkte. Sei o die Dre-
hung durch 27/3 Gegenuhrzeigesinn. Also 0(A) = B, o(B) = C, o(C) = A.

Sei 74 die Spiegelung in der Gerade durch A und the centre of the triangle. Also
TA<A) = A, TA<B) = C, TA(C) = B.

Also T40(A) = Ta(B) = C, 140(B) = 74(C) = B, 140(C) = 14(A) = A, also

TAC = T, USW.

Die Verkiipfungstabelle fiir Dj ist:

TA TA TB TC (& o g
T B | TB T¢ TA O e g
TC TC TA B g (o (&

Nun betrachten wir D,,, die Gruppe der Symmetrien eines reguléren n-Ecks.

Sei ¢ die Drehung um den Winkel 27 /n und sei 7 eine Spiegelung, die einen Eck-

punkt A beibehilt. Es gibt n Drehungen e, o,0?,...,0" ! und n Spiegelungen

7,70,70%,..., 70" 1. Also |D,| = 2n. Wir haben 72 = ¢, 0" = ¢, 70 = 0 !7.

1.2 Untergruppen und Nebenklassen

Definition. Sei (G, x) eine Gruppe und H C G eine Teilmenge. Ist H eine Gruppe
mit derselben Verkniipfung * (eingeschrankt auf H), so nennen wir H eine Unter-
gruppe von G, und wir schreiben H < G.

Lemma. Sei H < G. Gilt:

(i) H und G haben dasselbe neutrale Element (insbesondere enthdlt H das neutrale
Element von G ), und

(11) das Inverse jedes Elements von H ist dasselbe, egal ob Sie die Gruppenstruktur
von H oder die von G verwenden.

Beweis. LA 1 n



Satz. (Untergruppenkriterium). Sei (G, %) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G
ist eine Untergruppe, genau dann wenn es die folgenden Figenschaften erfillt

(i) Das neutrale Element e € H,
(i) axb€ HY a,be H, und

(111) Das Inverse von a ist in HY a € H.

Bewers. LA O

Beispiele. (1) Fiir jede Gruppe G ist {e} eine Untergruppe, die triviale Unter-
gruppe.

Die Menge G ist eine Untergruppe von G. Eine echte Untergruppe ist eine
Untergruppe H von G mit H # G.

(2) Die Untergruppen von Dj sind: {e}, {e,7a}, {e, 75}, {e,7¢}, {e,0,0?} und Ds.
(3) Z < Q <R < C sind Untergruppen.
Q* <R* < C* sind Untergruppen.
R :={a€R:a >0} <R,
(Q* £ Q weil die Verkniipfung anders ist!)
(4) Die Menge alle n-te Einheitswurzeln in C, ist
o ={2z€C:2" =1} ={*" . kL ez} <C~.
Die Ordnung ist |pu,| = n. z.B. pe = {1, =1}, py = {1,4, -1, —i}.

(5) Die spezielle lineare Gruppe SL,(K) = {A € GL,(K) : det(A) = 1} <
GL,(K).

Die orthogonale Gruppe O,, = {A € GL,(R) : A™! = AT} < GL,(R).
Die spezielle othogonale Gruppe SO,, = O,, N SL,(R).
(6) Falls A< Gund B< H,ist Ax B<GxH.

(7) Seien H, K < G Untergruppen. Dann ist der Schnitt H N K wieder eine Unter-
gruppe. Allgemeiner, wenn X eine Menge von Untergruppen von G ist, dann ist
Nuex H < G.

(8) Ist H< G und g € G, dann ist gHg™' = {ghg™': h € H} < G.
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Proposition (Untergruppen von Z). Fir n € Z ist Zn = {an : a € Z} eine
Untergruppe von Z. Jede Untergruppe von Z hat die Form Zn mit n > 0.

Beweis. Es gilt 0 = On € Zn Fir an,bn € Zn gilt an + bn = (a + b)n € Zn und
—(an) = (—a)n € Zn. Also ist Zn eine Untergruppe von Z.

Nun sei H < Z eine Untergruppe. Wenn H kein von Null verschiedenes Element
a enthélt, dann ist H = {0} = Z0. Andernfalls enthélt H ein positives Element,
entweder a oder —a.

Sei n das kleinste positives Element von H. Es folgt, dass Zn C H. FirO < h € H
gilt h > n. Wir nehmen a maximal, sodass h > an. Wir haben n > h —an > 0 und
h—an € H,alsoh—an=0und h =an € Zn. Fir 0 >h e Hgilt 0 < —he H
und —h = an fiir ein a. Also ist h = —an € Zn. Also H C Zn. Also H = Zn. O

Definition. Sei H < G eine Untergruppe. Die Linksnebenklassen von H in G
sind die Teilmengen von G der Form gH = {gh: h € H} fiir g € G.

Wir schreiben G/H fiir die Menge alle Linksnebenklassen.
Die Kardinalitit [G : H] := |G/H| nennt man die Index von H in G.

Die Rechtsnebenklassen Hg sind dhnlich definitiert, und wir schreiben H\G fiir
die Menge alle Rechtsnebenklassen. Die Kardinalitit ist auch [G : H] (Ubung).

Fiir eine abelsche Gruppe sind die Links- und Rechtsnebenklassen gleich. Fiir eine
additive Gruppe G sind die Nebenklassen H +g={h+g¢g:h € H}.

Lemma. Sei H eine Untergruppe von G.
(i) H selbst ist eine Linksnebenklasse von H in G.

(ii) Die Linksnebenklassen von H in G sind die Aquivalenzklassen fiir eine Aqui-
valenzrelation ~ auf G definiert durch

a~b<albe H.

Also bilden die Aquivalenzklassen eine Partition von G, d.h. G ist die disjunkte
Vereinigung der Linksnbenklassen, oder dquivalent, jedes Element von G gehort zu
genau einer Linksnebenklasse.

(111) Alle Linksnebenklassen von H haben die gleiche Machtigkeit wie H.

Beweis. (i) H = eH.



(ii) Es ist leicht zu sehen, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Die Aquivalenzklasse
von a € G ist

@] ={b:a~b}l={b:a'be Hy={b:a'b=hh€ H} ={ah:h € H} = aH.

Die Behauptung folgt nun aus Eigenschaften von Aquivalenzklassen (LA I, §1.3
Satz).

(iii) Fir g € G betrachten wir die Abbildung H — gH, h + gh. Sie ist surjektiv
nach der Definition von gH, und injektiv nach dem Kiirzungsregel (§1.1 Lemma).
Also ist sie eine Bijektion. O

Beispiele. (1) Fiir G = Dj3. Die Linksnebenklassen von H = {e, 0,0%} sind
eH = {e,0,0%}, 7TaH = {14, 78,7C}.
Die Linksnebenklassen von H = {e, 74} sind

eH ={e,Ta}, oH ={o,1c}, o’H = {02,7'3}.

(2) Die Nebenklassen von Z3 in Z sind
Z3+0=1{...,—6,-3,0,3,6,...},

Z3+1={...,—5,-2,1,4,7,... },
7Z3+2={...,—4,—-1,2,58,... }.
Satz (Satz von Lagrange). Sie H eine Untergruppe einer endlichen Gruppe G.

Dann gilt |G| = |H|.|G : H]. Insbesondere, die Ordnung von H teilt die Ordnung
von G.

Beweis. Es gibt [G : H] Linksnebenklassen, und jede enthélt |H| Elemente. O

1.3 Normalteiler und Faktorgruppen

Sei H < G eine Untergruppe. Im Allgemeinen ist eine Linksnebenklasse kein
Rechtsnebenklasse, also gH # Hg. Zum Beispiel fiir die Untergruppe H = {e, 74}
in D3 haben wir

oH ={o,7¢} und Ho ={o,75}.



Definition. Eine Untergruppe H < G heifst Normalteiler, falls gH = Hyg fiir
alle g € G. Wir schreiben H < G.

Eine Gruppe heifst einfach, falls es keinen Normalteiler hat aufier sich selbst und

{e}.

Lemma. Sei H < (. /Iquivalent sind:
(i) H<LG.

(ii) gHg ' = HVY g € G.

(iii) gHg ' C HV g € G.

(iv) ghg™* € H fiir alle g € G und h € H.

Beweis. (1)=(ii)=-(iii)=(iv) sind trivial.
(iv)=(i). Selen g € G und h € H.
Nach (iv) ist ghg™t € H. Also gh = (ghg~')g € Hg. Also gH C Hg.

Nach (iv) ist (¢")h(g™")™ = g~ thg € H. Also hg = g(g~'hg) € gH. Also Hg C
gH.

Also gH = Hg. ]
Beispiel. (i) {e} und G sind immer Normalteiler von G.

(ii) Jede Untergruppe einer abelscher Gruppe ist einen Normalteiler.

(iii) Wenn K ein Korper ist, gilt SL,(K) < GL,(K).

(iv) Jede Untergruppe mit Index 2, d.h. [G : H] = 2, ist ein Normalteiler. Es
gibt zwei Linksnebenklassen, also miissen sie H und G \ H sein. Es gibt zwei
Rechtsnebenklassen, also miissen sie auch H und G\ H sein. Somit sind die Links-
und Rechtsnebenklassen gleich.

2

(v) die Untergruppe von Drehungen {e,o,02,...,0" "'} ist ein Normalteiler von

D,.
(vi) Das Zentrum einer Gruppe G ist
Z(G) ={a: ab = ba fiir alle b € G}.

Es ist ein Normalteiler von G.



(vii) Es ist moglich, Normalteiler K <<H <G zu haben, aber K ist keine Normalteiler
von G.z.B. G =Dy, K = {e,7} und H = {e, 0 7,70%}. Es gilt K <H und H <G,
da sie Untergruppen von Index 2 sind. Aber o707 ! = 70? ¢ K.

Proposition. Sei N QG ein Normalteiler. Dann bilden die Nebenklassen G /N
eine Gruppe, die Faktorgruppe, beziglich die Verkniipfung

aN - DN = (ab)N.

Beweis. Wir miissen zunéchst zeigen, dass diese Verkniipfung wohldefiniert ist, das
heiftt, das Produkt zweier Nebenklassen a/N und b/N hangt nicht von der Wahl der
Vertreter a, b ab. Angenommen, aN = o/ N und bN = V' N. Dann ist @’ € aN also
a’ = an mit n € N. Dann ist nb’ € N = ' N = bN, also nb/ = bm mit m € N.
Dann ist a’b’ = anb/ = abm € (ab)N, also (a'b/)N = (ab)N.
Nun zeigen wir, das G/N eine Gruppe ist. Assoziativitét:
aN - (bN -¢N) =aN - (be)N = (a(bc))N = ((ab)c)N = (ab)N -¢N = (aN -bN)-¢N.
Das neutrales Element ist e X = K, da
aN -eN = (ae)N =aN und eN-aN = (ea)N = aN.

Die Inverse von aN ist a !N, da

aN-a'N = (aa " )N =eN und a 'N-aN = (a"'a)N = eN.
Also ist G/N eine Gruppe. O

Beispiel. Sei n > 0. Da Z abelsch ist, ist die Untergruppe Zn von Z ein Normal-
teiler. Die Faktorgruppe Z/Zn besteht aus den Nebenklassen Zn + a in Z, die wir
auch mit [a] bezeichnen.

In LA T §1.3 haben wir ein Ring Z, definiert. Als additive Gruppe ist das genau
Z]Zn.

Wir haben [a] = [b] genau dann, wenn a — b ein Vielfaches von n ist. Das heift, a
ist kongruent zu b modulo n, geschrieben als a = b (mod n).

Es gilt Z/Zn = {[0],[1],...,[n — 1]}, also |Z/Zn| = n.

1.4 Homomorphismen

Definition. Eine Abbildung 6: G — H zwischen zwei Gruppen heilst Homo-
morphismus (oder Gruppenhomomorphismus) falls sie strukturerhaltend ist, d.h.

0(ab) = 0(a)0(b) fir alle a,b € G.
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Lemma. (i) Sei 0 : G — H ein Homomorphismus. Dann gilt 6(eq) = ey und
0(g~Y) = (0(g))~* fiir alle g € G.

(i1) Seien 0: G — H und ¢: H — K zwei Homomorphismen. Dann ist ¢0: G — K
ewn Homomorphismus.

(111) Fiir jede g € G gibt es genau einen Homomorphismus 0: Z — G mit (1) = g.

Beweis. (i) Es gilt 0(g) = 0(gec) = 0(g)0(ec). Wir multiplizieren mit 0(g)~" auf
der linken Seite und bekommen ey = f(eg). Nun ist ey = O(eq) = 0(g97') =
6(9)0(g~"). Wir multiplizieren nochmal mit 6(g)~" auf der linken Seite und be-
kommen 6(g)~! = 0(g™ ).

(i) Wir haben ¢(0(gh)) = ¢(0(9)0(h)) = ¢(0(9))¢(0(R))-
(iii) Die Abbildung muss 6(n) = ¢" sein. O
Beispiele. (i) Die Identitét id: G — G ist immer einen Homomorphismus.

(ii) Die Exponentialfunktion ergibt einen Homomorphismus R — R* oder C — C*,
da e*t¥ = e%eV.

(iii) Wenn K ein Korper ist, dann ist det : GL, (K) — K* ein surjektiver Homo-
morphismus.

(iv) Bei einer Permutation o € S, gibt es eine Matrix Q7 = (¢7;) € GL,(Q),
definiert durch ¢f; = d,(;);. Sehen Sie LA T §6.1. Fiir 0,7 € S,, gilt

QO’TK’ — Qﬂ'QO’

Daraus folgt, dass die Abbildung o +— (Q°)T ein Homomorphismus S,, — GL, (Q)
ist.

(v) Das Signum oder Vorzeichen einer Permutation ist

€(0) = det(Q7) = det((Q")") € Q*

Jede Permutation kann als Produkt von Transpositionen geschrieben werden, und
wenn o ein Produkt von n Transpositionen ist, dann ist €(o) = (—1)". Somit ergibt
das Signum einen Homomorphismus € : .S,, — ps.

(vi) Ist H < G eine Untergruppe, dann ist die Inklusion H — G einen Homomor-
phismus.

(vii) Ist N <9 G einen Normalteiler. Der kanonische Homomorphismus ist die
Abbildung G — G/N, g — gN. Sie ist ein surjektive Homomorphismus.
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Definition. Das Bild und der Kern eines Homomorphismus 6 : G — H sind
Bild(f) oder Im(#) ={0(g9) : g € G}, Ker(0) ={g € G:0(g) =e}.

Ein Isomorphismus (oder Gruppenisomorphismus) 6 : G — H ist ein Homomor-

phismus, der bijektiv ist.

Wir sagen, dass Gruppen G und H isomorph sind, geschrieben G = H, wenn es

einen Isomorphismus G — H gibt.

z.B. x + e® gibt einen Isomorphismus R — R>%. Also ist R = R>Y.

Proposition. Sei 0: G — H ein Gruppenhomomorphismus.

(i) Wenn U < H, dann 6~(U) = {9 € G : 0(9) e U} < G. Wenn U < H, dann
6-1(U) < G.

(11) Bild(0) < H und Ker(#) < G.
(111) 0: G — Bild(0) ist ein surjektive Homomorphismus.

() 0 ist injektiv genau dann, wenn Ker(0) trivial ist. In diesem Fall gibt 6 ein
Isomorphismus G — Bild(#).

(v) Wenn 6 ein Isomorphismus ist, dann st 0~' : H — G ein Isomorphismus.
(vi) = hat die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation: (a) G = G, (b)) G = H =
H=G, (¢)G=ZHund H=L = G=L.

Beweis. (i) 0(eq) = ey € U, also e¢ € 71 (U). Wenn a,b € 6-1(U), gilt 0(ab) =
0(a)0(b) € U und O(a™t) = (0(a))™! € U, also ab,a™ € 671(U).

Wenn U < H, a € 71(U) und g € G, gilt 8(gag™) = 6(g9)0(a)f(g)~" € U, also
gag~t € 671(U).

(i) Fir Bild(0) ist es leicht. Fiir Ker() folgt es von (i).
(iii) Klar

(iv) Wir nehmen an, dass Ker(#) = {e¢}. Dann §(a) = 0(b) = 0(ab™') = 0(a)0(b) "' =
e=ab ' e€Ker(d) = ab'=ec=a=0.

(v),(vi) Klar. O
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Beispiele. (i) Die Determinante det: GL,(K) — K* ist einen surjektiven Ho-

momorphismus. Es ist injektiv genau dann, wenn n = 1 ist. Der Kern ist der
Normalteiler SL,, (K).

(ii) Der Kern von € : S,, — s ist die alternierende Gruppe A,. LA 1 §6.3. Sie
ist ein Normalteiler von S,,. Wenn n > 2, gilt |A,,| = n!/2.

(iii) Sei X eine Menge mit | X| = n. Eine Bijektion o : X — {1,...,n} liefert einen

Isomorphismus Sx — S,, f +— afa™l.

(iv) Die Beschriftung der Eckpunkte eines reguldren n-Ecks mit den Zahlen 1,2, ... n
ergibt einen Homomorphismus 6 : D,, — S,,. Es gilt Ker(0) = {e}, da e die einzige
Symmetrie ist, die alle Eckpunkte fest léasst, also ist 8 injektiv. Fiir n = 3 ist der
Homomorphismus 6 : D3 — S5 ein Isomorphismus, weil |Ds| = 6 = |S;].

(v) Sei G < D,, die Untergruppe der Rotationen. Wir haben G = p,,, da es einen
Homomorphismus gibt, mit o7 — e*>79/",

1.5 Die Isomorphiesiatze von Emmy Noether

Satz (Homomorphiesatz). Sei 6: G — H ein Gruppenhomomorphismus.

(1) Sei N 4G ein Normalteiler mit N C Ker(6). Dann gibt es genau einen Homo-
morphismus 6: G/N — H mit 0(gN) = 6(g) fir g € G.

(2) Es gibt einen Isomorphismus 0: G/ Ker(8) — Bild(0) mit 0(gKer(0)) = 6(g)
fir g e G.

Beweis. (1) Wohldefiniert: Sei aN = bN mit a,b € G. Dann gilt a = bn mit n € N
und

0(a) = 0(bn) = 0(b)0(n) = 6(b)ey = 6(b).
Also ist f wohldefiniert.
Homomorphismus: #(aN - bN) = 0(abN) = (ab) = 0(a)0(b) = (aN)I(bN).

Eindeutigkeit: Da jedes Element in G/N der Form gN mit g € G hat, ist 0 ein-
deutig.

(2) Wir nehmen N = Ker(#) in (1). Es gilt

Ker(§) = {gN :0(g9) = ex} ={gN : g € Ker(0) = N} = {eN}.
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Hier ist eN das neutrale Element von G//N. Nach §1.4 Proposition (iv) ist nun
0: G/N — Bild(f) ein Isomorphismus. O

z.B. C — C*, z + €* ist ein surjektive Homomorphismus mit Kern 2miZ. Also
gibt es einen Isomorphismus C/2miZ — C*.

Satz (Erster Isomorphiesatz). Seien G eine Gruppe, H < G und N < G. Wir
definieren

HN ={hn|he€ H, ne N}.
Dann HN < G, N<HN, HNN < H und es gibt einen Isomorphismus

H/(HNN)— HN/N, h(HNN)w~ hN.
Beweis. Seien h; € H und n; € N. Da N einen Normalteiler ist, gibt es n’,n” € N
mit nyhg = hen' und ny'hit = hy'n”. Es folgt:
(hlnl)(hgm) = hl(nlhg)nz = h1<h2n/)n2 = (h,lhg)(n/TlQ) € HN

und
(hany) ' =ni*hit = 0" € HN,
also ist HN eine Untergruppe.

Da N < G ein Normalteiler und N C HN ist, ist es klar, dass N < HN ein
Normalteiler ist.

Seien h € H und n € HNN. Dann liegt n’ = hnh~! im Normalteiler N und auch in
der Untergruppe H. Also hA(HNN)h™' C HNN und HN N ist einen Normalteiler
von H.

Die Komposition der Inklusion H — HN und der kanonischen Abbildung HN —
HN/N ist ein Homomorphismus ¢ : H — HN/N, h — hN. Es ist surjektiv, denn
wenn h € H und n € N, dann ist (hn)N = hN = ¢(h) € Bild(¢). Wir haben

Ker(¢p) ={he€ H:hN=N}={h€e H:he N} = HNN.

Also nach dem Homomorphiesatz, induziert ¢ einen Isomorphismus H/(HNN) —
HN/N. O

Korollar. Seien G eine endliche Gruppe, H < G und N I G. Dann gilt

[H|- NI

|[HN| = ———.
|HNN|
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Beweis. Nach dem ersten Isomorphiesatz, gilt H/(H N N) = HN/N. Also [H :
HNN|=|H/(HNN)|=|HN/N|=[HN : NJ.

Nach dem Satz von Lagrange gilt [H : H N N| = |H|/|H N N| und [HN : N| =
|[HN|/|NJ. O

Proposition. Seien N, K <G zwei Normalteiler. Gilt N N K = {e}, dann ist
KN =K xN.

Beweis. Wir zeigen: nk = kn fir n € N und k € K. Da N <G gilt knk™' € N,
also
nkn 'k~ =n(kn 'k7t) € N.

Da K <G gilt nkn™! € K, also
nkn 'kt = (nkn Hk '€ K
Also nkn™'k™' € NN K = {e}. Somit ist nkn~'k~! = e, was nk = kn ergibt.
Nun ist die Abbildung 6 : K x N — KN, 0(k,n) = kn ein Homomorphismus, da
O(k,n)0(k',n') = knk'n" = kk'nn" = 0(kk',nn') = 0((k,n)(K',n')).

Auch Ker(0) = {(e,e)}, denn wenn 6(k,n) = e, dann kn = e, dann k = n~ ! €
K NN = {e}, also k = e also n = e. Somit induziert 6 einen Isomorphismus
Kx K — KN. O

Satz (Zweiter Isomorphiesatz). Sei N < G.

(1) Wenn H eine Untergruppe von G mit N C H ist, dann ist N < H und H/N
eine Untergruppe von G/N.

(2) Jede Untergruppe U von G/N hat die Form H/N mit H wie oben (explizit
H={g9eG:gNeU}).

(3) H/IN < G/N genau dann wenn H < G. In diesem Fall gibt es einen Isomor-
phismus
G/H — (G/N)/(H/N), gH — (gN)(H/N).

Beweis. (1) N < H ist klar. NG = gN =NgVgeG=gN=NgVgeH
= N<H.

Die Elemente von H/N sind Linksnebenklassen der Form AN. Dies sind auch
Linksnebenklassen von N in G. Also H/N C G/N.
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Sei ¢ : H — G die Inklusion und 6 : G — G/N die kanonische Abbildung. Dann ist
0i der Homomorphismus H — G/N, h — hN, und H/N = Bild(0i), also ist H/N
eine Untergruppe von G/N.

(2) Wenn U < G/N, dann setzen wir H = §~1(U). Nach §1.4 Proposition (i) ist
H eine Untergruppe von G, und es ist klar, dass N C H. Da 6 surjektiv ist, ist
U=00"1U))=0(H)=H/N.

(3) Wenn H/N < G/N, dann ist H = 0~'(H/N) < G nach §1.4 Proposition (i).

Umgekehrt, wenn H<G und AN € H/N und gN € G/N, dann (gN)(hN)(gN)™* =
(ghg )N € H/N, also H/N < G/N.

Sei ¢ : G/N — (G/N)/(H/N) die kanonische Abbildung. Dann ist ¢ : G —
(G/N)/(H/N) die Abbildung g — (¢/N)(H/N). Da 6 und ¢ surjektiv sind, gilt
dies auch fiir ¢f. Auch Ker(¢p) = H, da (¢N)(H/N) genau dann das neutrale
Element von (G/N)/(H/N) ist, wenn

gN e HIN & ge H
Nun liefert der Homomorphiesatz das Ergebnis. O]
Erinnerung §1.2 Proposition: Fiir n € Z ist Zn eine Untergruppe von Z, und jede
Untergruppe hat die Form Zn mit n > 0.

Fiir d,n € Z gilt Zn C Zd genau dann, wenn n ein Vielfaches von d ist, oder mit
anderen Worten, d ein Teiler von n ist.

Korollar. Sein > 0. Die Untergruppen von Z/Zn sind genau die Gruppen Zd/Zn
mit d einem positiven Teiler von n. Weiterhin ist |Zd/Zn| = n/d.

Beweis. Folgt vom zweiten Isomorphiesatz. Hier (Z/Zn)/(Zd/Zn) = 7]7d gibt
n/|Zd/Zn| = d. O

Wenn H und N Untergruppen einer additiven Gruppe G sind, schreiben wir H +
N={h+n:he Hmnec N} anstelle von HN.

Seien a,b € 7Z. Sei ggT(a,b) der grofte gemeinsame Teiler von a und b (oder 0,
wenn a = b = 0), und sei kgV (a, b) das kleinste gemeinsame positive Vielfache von
a und b (oder 0, wenn a = b = 0).

Satz (Eigenschaften von ggT und kgV). Fir a,b € Z gilt
Za+7b = 7ZggT(a,b), ZaNZb=7ZkgV(a,b).
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Insbesondere gibt es x,y € 7, so dass ggT(a,b) = xa + yb. Wenn a,b > 0, gilt
ggT(a,b) kgV(a,b) = ab.

Beweis. Za + 7Zb = Zg und Za N Zb = Zk mit g,k > 0.

Es gilt: d ist ein gemeinsamer Teiler von @ und b < a € Zd und b € Zd &
Zg =Za+7Zb C Zd < d ist ein Teiler von g. Somit ist ggT(a,b) = g.

Es gilt: ¢ ist ein gemeinsames Vielfaches von a und b < ¢ € Za und ¢ € Zb &
Zc C ZaNZb = Zk < c ist ein Vielfaches von k. Somit ist kgV(a, b) = k.

Nach dem ersten Isomorphiesatz, gilt
(Za + 7b) | Za = Zb/(Za N 7).
Also ZggT(a,b)/Za = Zb/ZkgV (a,b). Also a/ ggT(a,b) = kgV(a,b)/b. O

Bemerkung. Mit Hilfe des euklidischen Algorithmus kann man ggT(a,b) und
x,y finden.

Bei gegebenen ganzen Zahlen a,b mit b > 0 konnen wir a durch b dividieren,
was einen ganzzahligen Quotienten ¢ und den Rest » mit 0 < r < b ergibt. Also
a=qgb+r.

Klar ist: Za + Zb = Zb + Zr, also ggT(a,b) = ggT(b, 7).

Wir konnen also weiter machen mit (b, ) statt (a,b), und da r < b kleiner ist, wird
diese Verfahren nach endlich viele Wiederholungen stoppen (mit r = 0).

Zum Beispiel, lass uns ggT(2183,1517) berechnen.

2183 =1-1517 + 666
1517 = 2-666 + 185
666 = 3-185 + 111
185 = 1-111 4 74
111 1-74 + 37
74 2:37 + 0

und ggT (2183, 1517) = 37.
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Wir kénnen nun z,y € Z mit ggT(a,b) = xa + yb auch finden:

37=111-1-74
=111-1-(18—-1-111)=—-1-185+2-111
=—1-185+2-(666 —3-185) — 185 =2-666 — 7 - 185
=2-666—7-(1517—-2-666) = —7- 1517 + 16 - 666
=—7-15174+16- (2183 — 1-1517) = 16 - 2183 — 23 - 1517.

1.6 Zyklische Gruppen und Ordnungen von Elementen

Definition. Sei G eine Gruppe und 7' C G eine Teilmenge. Dann ist
Ty:= ()| H
TCH<G

die von T erzeugte Untergruppe von G, d.h. (T') ist der Durchschnitt aller
Untergruppen von G, welche T' enthalten. Also ist (T") die kleinste Untergruppe
von G, welche T enthélt. Fur T'= {g1, ..., g,} schreiben wir auch (gi, ..., gn).

Eine Teilmenge U C G ist ein Erzeugendensystem von G, falls (U) = G. Eine
Gruppe G ist endlich erzeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem von G
gibt, und G ist zyklisch, falls ein g € G existiert mit (g) = G.

z.B. In D3 ist (0,74) = D3. Wenn wir namlich die Liste der Untergruppen von
D3 verwenden, sehen wir, dass keine echte Untergruppe o und 74 enthélt. Also ist
{0, 74} ein Erzeugendensystem von Dj.

Lemma. (i) (0) = {e},

(ii) {g) = {g" : n € Z},

(iii) (T) = {s189...8, :7 > 0,81,...,5 € S}, wobei S:=TU{t™:teT} und
mit der Konvention, dass ein Produkt mit r = 0 Termen das neutrale Element e
15t.

Beweis. (i) Klar.

(ii) Die Menge {g" : n € Z} ist eine Untergruppe von G ist (z.B. sie ist das Bild
des Homomorphismus ¢ von §1.4 Lemma (iii)). Sie ist offensichtlich die kleinste
Untergruppe von G, die g enthélt. Also ist (g) = {¢" : n € Z}.

(iii) Ubung. O
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Beispiele. (i) Die Gruppe {e,0,...,0" !} von Drehungen eines reguliren n-Ecks
ist zyklisch, mit Erzeuger o.

(ii) Die Gruppe pu, ist zyklisch mit Erzeuger ™/

(iii) Z ist zyklisch mit Erzeuger 1. (Sie ist eine additive Gruppe, daher sind die
Potenzen g™ von g = 1 als nl € Z geschrieben.)

(iv) Z/Zn ist zyklisch mit Erzeuger Zn + 1.
(v) Jede Gruppe G der Ordnung p, eine Primzahl, ist einfach und zyklisch.

Wenn H eine Untergruppe von G ist, dann ist |H| nach dem Satz von Lagrange
ein Teiler von |G| = p, also H = {e} oder H = G. Wenn g # e, dann (g) = G, also
ist G zyklisch.

Satz. Sei G eine zyklische Gruppe.
(1) (Klassifikation zyklischer Gruppen) Es gilt
N {Z falls |G| = o0
Z]Zn  falls |G| =n < 0.
Insbesondere sind zwei beliebige zyklische Gruppen derselben Ordnung isomorph.

(2) Jede Untergruppe oder Faktorgruppe von G ist zyklisch.

Beweis. (1) Wenn g ein Generator von G ist, dann gibt es einen surjektiven Homo-
morphismus 0 : Z — G, n +— ¢g". Also ist G durch den Homomorphiesatz isomorph
zu Z/ Ker(0).

Nun ist Ker() = Zn fiir ein n > 0 nach §1.2 Proposition. Falls n = 0 ist 6 ein
Isomorphismus und |G| = oo. Falls n > 0 gibt die Homomorphiesatz ein Isomor-
phismus Z/Zn — G, und |G| = n.

(2) Wenn G/N eine Faktorgruppe von G ist und g ein Generator fiir G ist, dann
ist G/N zyklisch mit dem Generator gN.

Die Untergruppen von Z haben die Form Zn = (n), sind also zyklisch. Die Un-
tergruppen von Z/Zn haben die Form Zd/Zn, und Zd ist zyklisch, also sind sie
zyklisch. [

Definition. Sei g ein Element einer Gruppe G. Die Ordnung von g, geschrieben
ord(g), ist die kleinste ganze positive Zahl n mit g™ = e. Gibt es keine solche Zahl,
setzen wir ord(g) = oc.
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Proposition (1). Seien G eine Gruppe, g € G und n = ord(g).
()n=1&g=ce.

meEZn (n<oo)

(z'i)FdrmeZgiltgm:e@{m:O (n=o0)’
(iii) |(g)] = n.

(iv) Wenn n < oo, gilt ord(g*) = n/ggT(k,n) firk € Z.

Beweis. (i) Klar.
(ii)) Der Homomorphismus 6 : Z — G, m +— ¢™ hat Kern der Form Zn fiir ein
n > 0. Dann
n (n>0
ord(g) = {oo En _ 0;
also ord(g) = |Z/Zn| = |(g)|, weil 0 einen Isomorphismus Z/Zn — (g) induziert.
(iii) @ induziert einen Isomorphismus Z/Z ord(g) — (g).

(iv) ¢*™ = e & km ist ein Vielfaches von k und von n < km € Zk N Zn =
ZkgV(k,n) < m ist ein Vielfaches von kgV(k,n)/k = n/ggT(k,n). O

Proposition (2). Seien G eine endliche Gruppe und g € G.

(i) ord(g) ist endlich und ein Teiler von |G| (also g'® =e¢).

(ii) g ist ein Erzeuger von G < ord(g) = |G].

Beweis. (i) Folgt aus Proposition (1)(iii) und dem Satz von Lagrange. (ii) Folgt.
[

Proposition (3). Wenn Elemente g, h € G kommutieren und endliche Ordnungen
a und b haben, dann ist ord(gh) ein Teiler von kgV(a,b).

Wir haben Gleichheit, wenn (g) N (h) = {e}. Dies gilt, wenn a und b teilerfremd
sind, d.h. ggT(a,b) = 1.

Beweis. Wenn ¢ ein gemeinsames Vielfaches von a und b ist, dann ist (gh)® =

g°h¢ = e nach Proposition (1)(ii). Also nach Proposition (1)(ii) ist ord(gh) ein
Teiler von c.
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Nehmen wir nun an, dass (g) N (h) = {e}. Wenn (gh)® = e, dann ¢¢ = (h°)~' €
(g) N (h) = {e}, also g° = h® = e, also ist ¢ ein gemeinsames Vielfaches von a und
b. Das gibt Gleichheit.

Sind @ und b teilerfremd, dann (g) N (h) = {e} nach dem Satz von Lagrange. [

Satz (Chinesischer Restsatz fiir Gruppen). Wenn a,b € Z teilerfremd sind, also
geT(a,b) =1, dann gilt (Z/Za) x (Z]7b) = 7] Zab.

Beweis. Die Ordnungen von Za + 1 und Zb + 1 sind a und b, die teilerfremd sind,
also hat (Za+ 1,Zb+ 1) € (Z/Za) x (Z]Zb) die Ordnung ab. O
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2 Gruppenaktionen und Anwendungen

2.1 Aktionen

Definition. Sei GG eine Gruppe und sei X eine nicht-leere Menge. Eine Operation
oder Aktion von G auf X ist eine Abbildung

x:Gx X =X, (g9,2) = gxuz,
sodass fiir alle g,h € G und z € X gilt
exx=1x und (gh)*xxz=gx*(hxzx).

Wir sagen auch, dass X eine G-Menge ist. Ublicherweise schreiben wir einfach gz
statt g x x.

Beispiele. (1) Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Die triviale Aktion ist
durch gr = z fiir alle g € G und =z € X gegeben.

(2) Die Gruppe Sx operiert auf die Menge X durch f *x = f(x). Insbesondere,
die symmetrische Gruppe S,, operiert auf {1,... ,n}.

(3) Sei X die Eckenmenge eines reguldren n-Ecks. Dann operiert die Diedergruppe
D, auf X.

(4) GL,,(K) operiert auf K™ durch (A,v) — Av.

(5) Ist H < G eine Untergruppe, dann operiert G auf die Menge aller Linksneben-
klassen: g - ¢'H = (g¢')H.

Lemma. Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Es gibt eine Bijektion zwischen G-
Aktionen auf X und Gruppenhomomorphismen p : G — Sx gegeben durch g * x =
p(g)(z) firge G und x € X.

Beweis. Wenn * eine Aktion ist, dann p(e)(x) = e x x = x, also p(e) = Idx, und

wenn g, h € G, dann p(g)p(h)(z) = p(g)(h*x) = g* (hxx) = (gh) *x = p(gh)(z),
also p(g)p(h) = p(gh). Daraus folgt, dass p(g) eine Bijektion mit Inverse p(¢g—!) ist
und dass p ein Homomorphismus ist.

Wenn umgekehrt p ein Homomorphismus ist, ist es leicht zu sehen, dass * eine
Aktion ist. O

Satz (Satz von Cayley). Jede endliche Gruppe von Ordnung n ist isomorph zu
einer Untergruppe von S,.
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Beweis. Jede Gruppe G operiert auf sich selbst durch Multiplikation:
GxG—G, (g,h)— gh.

Das gibt ein Homomorphismus p : G — Sg. Nach dem Kiirzungsregel ist p injekti-
ve, also ist G isomorph zu eine Untergruppe von Sg. Falls |G| = n kann man eine
Bijektion G — {1,...,n} wéhlen. Dann kann man Sg und S,, identifizieren. [

Definition. Sei X eine G-Menge. Die Bahn von z € X ist
Gz = {gzx: g € G},
eine Teilmenge von X, und die Stabilisator oder Isotropiegruppe ist
Stabg(z) = G, ={g € G : g = z},
eine Untergruppe von G.
Die Menge der Bahnen von G auf X ist
X/G :={Gzr:x e X}.

Die Menge der Fixpunkte in X ist

XC¢:={r € X :gr=uxfiir alle g € G}.
Die Aktion G x X — X ist transitiv, falls es nur eine G-Bahn in X gibt. Die
Aktion ist treu falls die ensprechende Abbildung G — Sx injektiv ist.
Beispiel. Die Gruppe G = R>? operiert durch Multiplikation auf R.
Wenn a > 0, dann ist Ga = R”" und Stabg(a) = {1}.
G0 = {0} und Stabs(0) = G.
Wenn a < 0, dann Ga = R<% := {x € R: x < 0} und Stabg(a) = {1}.
R/G = {R>° {0}, R<°}.
R = {0}.
Proposition. Sei X eine G-Menge.

(1) Die Bahnen sind die Aquivalenzklassen fiir eine Aquivalenzrelation auf X defi-
niert durch
x~ySy=gx firengedG.
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Somit ist X die disjunkte Vereinigung der Bahnen.
(2) [Bahnformel] Fiir x € X ist die Abbildung

G/ Stabg(z) - Gz, gStabg(z) — gz,

eine Bijektion zwischen der Menge von Linksnebenklassen G/ Stabg(z) und der
Bahn Gz. Insbesondere:
|Gz| = |G : Stabg(x)].

(3) [Klassengleichung] Wenn X endlich ist, gilt

XI= > IBl.

BeX/G

Wenn x; € X Reprdisentanten der nicht trivialen Bahnen sind, dann wird das

X| =X+ |Gail.

Beweis. (1) Ubung.

(2) Die Abbildung G — Gz, g — gz, ist surjectiv. Ist h € Stabg(z), dann ist
(gh)x = g(hz) = gz. Umgekehrt gilt gz = ¢'x genau dann, wenn z = g '¢'z,
dquivalent g~'¢’ € Stabg(x), oder g~'¢’ Stabg(x) = Stabg(x), oder g Stabg(z) =
g’ Stabg ().

(3) Fir die Klassengleichung miissen wir jetzt nur merken, dass eine Bahn trivial

ist, also G = {r}, genau dann, wenn € X einen Fixpunkt ist. O

Sei X eine G-Menge. Fiir g € G gibt es die Menge alle Fixpunkte unter g
Fix(g) = {r € X : gz = z}.

Satz (Lemma von Burnside). Sei X eine G-Menge, mit G und X beide endlich.
Dann gilt:

X/G| = éz Fix(g)] .

geG

Beweis. Zweifachen Abzéhlen gibt
S IFix(g)l = [{(g,2) € G x X | gz = 2} = 3 [Staba(x)]

geG reX
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Nun ergibt die Bahnformel |Gz| = [G : Stabg(z)] = |G|/| Stabg(z)], also | Stabg(x)| =
|G|/|Gx|. Es folgt

3" [Staba(s)] = 6] 3 ﬁ — G- X/,

reX zeX

denn in der Summe ) _ 1/|Gz| gibt es fiir jede Bahn G |Gx|-Terme, die jeweils
gleich 1/|Gz| sind. O

2.2 Konjugation und platonische Korper

Definition. Jede Gruppe G operiert auf sich selbst durch Konjugation:
x:GxG—=G, gxa=gag "
Die Bahnen heiffen Konjugationsklassen, geschrieben
CC(a) == {gag™" : g € G},
Die Stabilasitoren heiften Zentralisatoren
Za(a) == Stabg(a) = {g € G : gag ' =a} = {g € G : ga = ag}.

Bemerkungen. (i) Wir sagen, dass a,b € G konjugiert sind, wenn sie in dersel-
ben Konjugationsklasse sind, oder dquivalent, wenn b = gag~! fiir ein g € G. Dies
ist eine Aquivalenzrelation.

(ii) Die Fixpunktmenge G fiir diese Aktion ist das Zentrum

Z(G) :={a € G: ga = ag fir alle g € G}.

(iii) Wenn ¢y, ..., g» Représentanten der Konjugationsklassen sind, dann lautet die
Klassengleichung

Gl =>_1CC(g)l.

Wir konnen das auch als
G| =1Z(G)]+)_|CC(gi)l,
i=1

schreiben, wobei g1, ..., gs Vertreter der Konjugationsklassen mit mehr als einem
Element sind.
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(iv) Eine Untergruppe H C G ist genau dann ein Normalteiler, wenn H eine
Vereinigung von Konjugationsklassen ist.

(v) Konjugierte Elemente haben die gleiche Ordnung, denn wenn b = gag™!, dann
"=ec & ga"gl=c & a" =e.
Beispiel. Die Konjugationsklassen in D, sind {e}, {0, 0%}, {0?} und {7, 702}, {70, 703}.

1 3 1 2

Zum Beispiel ro77" = 0°, o707 = 707, usw.

Das Zentrum ist Z(Dy) = {e, 0?}.
Die Klassengleichung ist 8 =14+ 14+2+2+2, oder 8 =2+ 2424 2.

Die Untergruppe {e, 0,02, 03} der Drehungen hat den Index 2, ist also ein Normal-
teiler, also eine Vereinigung von Konjugationsklassen.

Proposition. Zwei Permutationen in S, sind genau dann konjugiert, wenn sie
denselben Zyklustyp haben, d.h. wenn sie als Produkte disjunkter Zyklen geschrie-
ben werden, erscheint die gleiche Anzahl von Zyklen jeder Gréfse.

Beweis. Wenn
o = (CLl as ... a,,)(bl b2 bs)...,

dann
ron ' = (m(ay) (az) ... 7(a,))(w(by) w(ba) ... 7(bs))....
Es hat also den gleichen Zyklustyp. Wenn andererseits p die Form

p= (122 ... x)(Y1 Y2 o Ys)o-o,
hat, dann ist p = won ™!, wobei 7 die Permutation ist, mit a; — z;, b; — y;,
usw. O

Beispiel. Die Konjugationsklassen in S, sind:

Zyklustype Permutationen Anzahl
_ e 1
(..) (12),(13),(14),(23),(24),(34) 6
(...) (123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),(243) 8
(....) (1234),(1243),(1324),(1342),(1423),(1432) 6
(.)() (12)(34),(13)(24),(14)(23) 3
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Klassengleichung: 24 =1+ 6 + 8 + 6 + 3.

Seioc=(12)(34), 7= (13)(24) und p = (14)(2 3). Die Menge V' = {e, 0,7, p} ist
eine Untergruppe von Sy, die eine Kleinsche Vierergruppe ist. z.B. 02 = 72 = p? = ¢
und o7 = p.

Da V eine Vereinigung von Konjugationsklassen ist, ist V' <1.S,.

Da V C A, ist, folgt daraus, dass V' < Ay.

Beispiel. Die platonischen Korper sind konvexe Polyeder, so dass:
- alle Flachen sind regelméfige n-Ecke,

- an jeder Ecke treffen k Fldchen aufeinander

Fiir eine beliebige Korperecke ist die Summe der Innenwinkel aller angrenzenden
Flachen kleiner als 27. Der Innenwinkel is 7 — 27 /n, also brauchen wir

k(m —2m/n) < 2,

oder Aquivalent 1/n+ 1/k > 1/2.

Die Moglichkeiten sind:

n k Name Ecken Flidchen |Gl
3 3 Tetraeder 4 4 12
4 3 Wiirfel 8 6 24
3 4  Oktaeder 6 8 24
5 3 Dodekaeder 20 12 60
3 5 Ikosaeder 12 20 60

Sei G die Gruppe von Drehungen, die den platonischen Korper erhalten. Durch eine
Drehung kann man jede Flache zu jeder anderen Fléche schicken, mit n moglichen
Positionen. Somit ist |G| das Produkt von n und die Anzahl der Flédchen.
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Die Mittelpunkte der Flidchen eines platonischen Korpers sind die Ecken eines
anderen Korpers, des Dualen. Das Tetraeder ist selbstdual, der Wiirfel und das
Oktaeder sind dual und das Dodekaeder und das Ikosaeder sind dual.

Duale haben die gleiche Drehgruppe.

Tetraeder. Die Gruppe operiert auf der Menge aller Ecken. Dies ergibt einen injek-
tiven Homomorphismus G — S;. Das Bild ist Ay, also G = Ay.

Wiirfel. Die Drehgruppe G eines Wiirfels operiert auf der Menge D aller Diagona-
len.

Da |D| = 4 bekommen wir einen Homomorphismus G' — Sy. Diese Abbildung ist
injektiv. Da |G| = |Sy4| ist es surjektiv, also G = S,.

Dodekaeder. Jede Diagonale einer Flache des Dodekaeders ist Teil eines einzigar-
tigen einbeschriebenen Wiirfels. Die Gruppe operiert auf der Menge von 5 einbe-
schriebenen Wiirfeln. Dies ergibt einen injektiven Homomorphismus G — Ss. Das
Bild ist As, also G = As.

(source: Wikipedia)

Beispiel. Sei G die Drehgruppe eines Dodekaeders. Die Konjugationsklassen sind:

Drehachse durch: Winkel Anzahl Elemente
- 0 1
Mittelpunkte gegeniiberliegender Kanten 15
gegeniiberliegende Ecken +27/3 20
gegeniiberliegende Flachenmittelpunkte — £+27/5 12
gegentiberliegende Flachenmittelpunkte — +47/5 12
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Klassengleichung: 1+15+20+12+412=60.
Satz. Firn > 5 ist die Gruppe A, einfach.

Beweis. Beweis nur fiir n = 5, also fiir die Gruppe G von Drehungen eines Dode-
kaeders.

Sei N ein Normalteiler von G.
Dann ist N eine Vereinigung von Konjugationsklassen, einschlieflich {e}.

Somit ist |N| gleich 1 plus eine Summe aus einigen von 15, 20, 12, 12, z.B. 1+ 15+
12 = 28.

Aber |N| muss 60 teilen.
Die einzige Moglichkeiten sind 1 und 60. Also N = {e} oder N = G. O

2.3 Die Sylow Satze

Sei p € Z eine Primzahl. Eine Gruppe G heift p-Gruppe, falls |G| = p" mit r > 0.

Satz (Fixpunktsatz fiir p-Gruppen). Sei G eine p-Gruppe, und X eine endliche
G-Menge. Dann gilt:
X[ =|XY] (mod p).

Beweis. Die Bahnformel gibt |Gz| = |G|/ |Stab(z)|, und diese Zahl ist eine p-
Potenz. Die Klassengleichung gibt nun |X| — | X%| = 3=, |Ga;|, wobei jeder Bahn
Gz; nicht trivial ist. Also p teilt jede |Gz;|, und | X| = |X¢| (mod p). O

Korollar (Cauchy). Sei G eine endliche Gruppe und p einen Primteiler von |G|.
Dann existiert eine g € G der Ordnung p.

Beweis. Wir betrachten die Menge

X ={(g1,---,9) €G’ | 1g2--- g, = €e}.
Fir (g1,...,9p,) € X und 0 < r < p gilt

Gre1 g1 G = (g1 9,) g1 )91+ gr) = e
Es folgt, dass die Zyklischegruppe C' = Z/pZ auf X operiert, durch

[T] : (.917927 CI agp) = (gr-‘rb e 7gp7.gla CI agr‘)7
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und die Fixpunktmenge ist X¢ = {(g,.-.,9) | g* =€}

Fiir jede (g2, . - ., gp) € GP~! existiert genau eine g; mit (g1, ga2, - - ., gp) € X, ndmlich
g1 =(g2---gp)" " Also ist |X| = |G[""" und p teilt |X|. Da (1,1,...,1) € X und
’Xc‘ = |X| = 0 (mod p), gibt es ein anderes Fixpunkt (g,g,...,9) € X¢, und
dieses ¢ hat Ordnung p. O

Korollar. Jede nicht triviale p-Gruppe hat ein nicht triviales Zentrum.

Beweis. Eine p-Gruppe G operiert durch Konjugation auf sich selbst, mit Fixpunk-
te das Zentrum Z(G). Der Fixpunktsatz gibt |Z(G)| = |G| = 0 (mod p), und da
ee€ Z(G)ist |Z(G)| > p. O

Satz (Sylow 1). Sei p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe. Sei p” die grofite
Potenz von p, die |G| teilt, so dass |G| = p'm mit ggT(p,m) =1. Wenn 0 < s <r,
dann existiert eine Untergruppe P < G mit |P| = p®.

Definition. Eine Untergruppe der Ordnung p" heift p-Sylowuntergruppe von
G. Der Fall s = r zeigt, dass p-Sylowuntergruppen immer existieren.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass s > 0, sonst ist die Behauptung trivial.

Induktion auf |G|. Der Induktionsanfang ist dann |G| = p und in diesem Fall gibt
es nichts zu zeigen. Sei nun |G| > p. Die Klassengleichung fiir Konjugation lautet

Gl =12(G) + D_1CC(g)

wobei die g; Repriasentanten der Konjugationsklassen der Grofe > 1 sind.

Wenn p einen Teiler von |Z(G)| ist, dann existiert eine Untergruppe K < Z(G)
der Ordnung p (Cauchy). Diese Untergruppe ist einen Normalteiler von G, und die
Faktorgruppe G/K hat Ordnung p"~'m. Laut Induktion existiert P’ < G/K der
Ordnung p*~!. Nach dem zweiten Isomorphiesatz hat P’ die Form P/K mit P von
Ordnung p*m.

Wenn p keinen Teiler von |Z(G)| ist, muss es eine i geben, sodass p keinen Teiler von
|CC(g:)] ist. Nun ist |Za(g:)| = |G|/ |CC(g;)| (Bahnformel), also p® teilt |Zg(g;)|.
Da |CC(g;)| > 1 ist |Za(g:)| < |G|. Laut Induktion existiert eine Untergruppe
P < Z&(g9:;) < G der Ordnung p°. O

Satz (Sylow 2). Sei p eine Primzahl, U < G eine Untergruppe der Ordnung p®,
und P < G eine p-Sylowuntergruppe. Dann existiert ¢ € G mit U C gPg .
Insbesondere sind alle p-Sylowuntergruppen von G konjugiert, und damit isomorph.
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Beweis. Dei Gruppe U operiert auf die Linksnebenklassen G/ P, (u,gP) — ugP.
Da U eine p-Gruppe ist wissen wir, dass |(G/P)Y| = |G/P| (mod p) (Fixpunkt-
satz). Da P eine p-Sylowuntergruppe ist, gilt |G/P| # 0 (mod p), also ist (G/P)Y
nicht leer.

Sei nun gP ein Fixpunkt. Das heifst, ugP = gP fiir alle u € U. Umgeschrieben:
g 'ugP = P, also g 'ug € P fiir alle v € U. Aquivalent: U C gPg~".

Sei U eine p-Sylowuntergruppe. Dann gilt U = gPg~'. Also ist die Abbildung
p+— gpg~ ! ein Isomorphismus P — U. O

Satz (Sylow 3). Sei |G| = p"m mit ggT(p,m) = 1, und sei n, die Anzahl aller
p-Sylowuntergruppen von G. Dann ist n, ein Teiler von m und n, =1 (mod p).

Beweis. Sei X die Menge alle p-Sylowuntergruppen von G. Die Gruppe G operiert
durch Konjugation auf X. Laut Sylow 2 gibt es nur eine Bahn, mit n, Elemente.
Die Stabilisator von P, auch Normalisator von P in G genannt, ist

Ng(P)={g€G:gPg™" =P}.

Klar ist, dass P < Ng(P). In der Tat ist Ng(P) die grokte Untergruppe von G die
P als Normalteiler enthalt. Daher der Name ,Normalisator®.

Die Bahnformel gibt jetzt n, = |G/Ng(P)|. Da P < Ng(P) ist, muss n, einen
Teiler von m sein (Lagrange).

Schlieflich betrachten wir die eingeschrinkte Aktion von P auf X. Es ist klar, dass
P einen Fixpunkt ist. Sei nun @ ein beliebiger Fixpunkt. Dann ist Q) < Ng(Q)
ein Normalteiler und eine p-Sylowuntergruppe. Laut Sylow 2 ist ) die einzige p-
Sylowuntergruppe von Ng(Q). Da P < Ng(Q) auch eine p-Sylowuntergruppe ist,
muss P = () sein. Es folgt, dass es genau einen Fixpunkt gibt, und den Fixpunkt-
satz gibt

np:|X|E}XP|:1 (mod p). O

2.4 Anwendungen der Sylow Satze

Die Sylow Sétze helfen, die strukture endliche Gruppen zu beschreiben.

Proposition (1). Jede Gruppe der Ordnung 15 ist zyklisch.

Beweis. Sei G eine Gruppe der Ordnung 15 und n, die Anzahl aller p-Sylowun-
tergruppen von G. Laut Sylow 3 ist ng ein Teiler von 5 und ng = 1 (mod 3). Es
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folgt, dass n3 = 1 ist und die 3-Sylowuntergruppe N = Z/Z3 ist einen Normalteiler.
Ahnlich gibt es nur eine 5-Sylowuntergruppe K = Z/Z5. Nun muss N N K =
{e} sein (Lagrange), und NK = N x K ist eine Untergruppe von G nach §1.5
Proposition. Da |N x K| = 15 ist, folgt G = N x K = 7Z/7Z15 (Chinesischer
Restsatz fiir Gruppen). O

Proposition (2). Es gibt keine einfache Gruppe der Ordnung 30.

Beweis. Wir nehmen an, dass G eine einfache Gruppe der Ordnung 30 ist. Laut
Sylow 3 ist ns ein Teiler von 6 und ns = 1 (mod 5), also ist n5 € {1,6}. Wenn ny =
1 ist, dann ist die 5-Sylowuntergruppe von G einen Normalteiler. Widerspruch. Also
ist n5 = 6. Seien jetzt P # @ zwei 5-Sylowuntergruppen von G. Wir haben |P| = 5,
also P = Z/Z5, und P N Q) ist eine echte Untergruppe von P, also P N Q = {e}.
Schliefslich erzeugt jedes Element der Ordnung 5 erzeugt eine zyklische Gruppe der
Ordnung 5, die in eine 5-Sylowuntergruppe enthalten sein muss (Sylow 2). Es folgt,
dass G genau 6 - 4 = 24 Elemente der Ordnung 5 hat.

Ahnlich Argumente zeigen, dass ng = 10, P’ 2 7 /73 fiir jede 3-Sylowuntergruppe,
und P'NQ’ = {e} fiir zweu verschiedene 3-Sylowuntergruppen P’, Q). Also enthalt
G genau 10 - 2 = 20 Elemente der Ordnung 3. Das heift, G hat mindestens 45
Elemente. Widerspruch. Es gibt also keine einfache Gruppe der Ordnung 30. [

Die Gruppen der Primzahlordnung p sind zyklisch also abelsch, und einfach Z/Zp.
Jede endliche einfache abelsche Gruppe hat diese Form.

Wir kénnen Sylow-Theoreme verwenden, um zu zeigen, dass die kleinste nichta-
belsche einfache Gruppe die Ordnung 60 hat. Tatséchlich ist die Gruppe As die
eindeutige einfache Gruppe der Ordnung 60.

Die néchstgrofsere nicht-abelsche einfache Gruppe hat Ordnung 168. Sie ist
GL3(Zy) = SLo(Z7)/Z(SLy(Zy)).
Es gibt eine sehr komplizierte Klassifizierung aller endlichen einfachen Gruppen.

Es gibt eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung 21. Mithilfe der Sylow-Sétze werden
wir zeigen, dass sie eindeutig ist.

Lemma. (i) Die Menge F' = {2™y" : 0 <m < 7,0 < n < 3} mit der Verknipfung
™yt aPy?t =2"y*, r=m+2"p (mod7) wund s=n-+gq (mod 3)

ist eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung 21.
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(ii) F enthdlt Elemente x,y mit F = (z,y) und 27 = 3* = e und yx = 2%y.

(i1i)) Wenn G eine Gruppe ist, die Elemente X,Y enthdlt, mit G = (X,Y) und
X"=Y3=¢eund YX = X?Y, dann gibt es einen surjektiven Homomorphismus
0:F — G, sodass 0(x) =X und 0(y) =Y.

Beweis. (i) Man kann iiberpriifen, dass die Verkniipfung assoziativ ist. Das neutrale

Element ist e = 2%°. Die Inverse von z™y" ist z%y3~" - z7"™y".

(i) gilt mit x = 2'y° und y = 2%

(iii) Wir definieren 6 : F' — G durch §(z™y") = X™Y™. In G gilt Y X? = XY
also Y"XP? = X2"PY™ also

O(z™y")0(zPy?) = XY XPYT = XY = XTYS = 0(2"y*) = 0((a"y") (aPy?)).

Also ist 6 ein Homomorphismus. Es ist surjektiv, da XY € Bild(d) und G =
(X,Y). O

Proposition (3). Sei G eine Gruppe der Ordnung 21. Dann ist G entweder zy-
klisch, oder isomorph zu F'.

Beweis. Laut Sylow 3 ist n; = 1, also hat G genau eine 7-Sylowuntergruppe N =
Z]7Z, und die ist einen Normalteiler von G.

Sei H = 7./37 eine 3-Sylowuntergruppe. Wie beim ersten Isomorphiesatz ist N H
eine Untergruppe von G. Da N N H = {e} (Lagrange) gilt weiter, dass jedes
Element in NH eindeutig als nh mit n € N und h € H geschrieben sein kann.
Also ist [INH| = 21 und NH = G. Seien @ € N und b € H Erzeuger, sodass
G={a""|0<m<7,0<n<3}

Nun ist bNb~! = N, also bab™! = a” mit 0 < r < 7. Es folgt:

2

b’ab™? = b(bab )b~ =ba"b"! = (bab™')" =a" .

Weiter gilt
3

Pab=® = b(bPab )bt = ba” bt = (bab™)" = a” .

Da b® = e ist, muss a”” = a sein, also 73 = 1 (mod 7). Die mégliche Losungen sind
dann r € {1,2,4}.

Ist » = 1, dann ist ba = ab und G is abelsch. Es folgt, dass ab Ordnung 21 hat,
und G ist zyklisch.

33



Ist r = 2, dann gilt G = (a,b), a” = b® = e, ba = a®b. Also gibt es einen surjektive
Homomorphismus 0: F' — G, 6(z) = a und 6(y) = b.

Ist r = 4, dann gilt ba = a'b. Es gilt G = (a,¢) mit ¢ = b~'. Dann ac = ca’,

also a’c = ca® = ca. Also gibt es einen surjektive Homomorphismus 6: F — G,

O(x) = a und 0(y) = c.

Da beide Gruppen Ordnung 21 haben, haben wir in beiden Féllen einen Isomor-
phismus. O

2.5 Endliche abelsche Gruppen

Satz (Struktursatz fiir endliche abelsche Gruppen). Jede endliche abelsche Gruppe
G ist isomorph zu einem Produkt zyklischer Gruppen mit Primpotenz Ordnungen,
also

G=Z]%q X -+ X ZL]Zq, fiir Primpotenzen g;.

Weiterhin ist die Liste (qi,...,q:) bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmit.

Beispiel. Bis auf Isomorphie gibt es 3 abelsche Gruppen der Ordnung 24:

7.)78 x 7,)73 (zyKlisch), Z/74 x Z.)72 x ZJ7.3, (Z]7.2)* x Z.]73.

Beweis. Schritt (1) Eine p-Gruppe.
Induktion tiber |G|.

Sei g € G ein Element der maximale Ordnung. Sei H < G eine Untergruppe, die
maximal beziiglich H N (g) = {e} ist.

Wir zeigen, dass G = H(g). Angenommen, nicht. Die Faktorgruppe
G=G/H(g)

ist eine nicht triviale p-Gruppe. Laut Cauchy gibt es z € G, sodass & Ordnung p
in G hat. Das heifst, 27 = hg® mit h € H und a € Z.

Weil x € G, ist ord(x) ein Potenz von p, also
ord(z) = pord(hg®) = pkgV(ord(h),ord(g"))

nach §1.6 Proposition (3).
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Wenn p kein Teiler von a ist, dann nach §1.6 Proposition (1),
ord(g*) = ord(g)/ ggT(a, ord(g)) = ord(g).
Also ord(x) > pord(g*) = pord(g) > ord(g), ein Widerspruch.

Also a = pb. Wir setzen y := xg°. Also y» = h € H und j = Z, also y & H{g). Sei
H' := H(y). Dies ist eine grofsere Untergruppe als H.

Sei 2 € H' N {g), also z = hyy® = g% mit hy € H und ¢,d € Z. Ist p kein Teiler von
¢, dann existiert 7, s € Z, so dass cr + ord(y)s = 1. Also

y = ycr-l—ord(y)s _ ycr _ (gdhl—l)r _ hl—rgdr c H<g>,

einen Widerspruch. Also ist ¢ = ¢1p, y* = h® € H, und z € H N (g) = {e}.
Widerspruch, wegen der Maximalitdt von H.

Es folgt, dass G = H(g). Nach §1.5 Proposition ist G = H x(g). Nach der Induktion
ist H ein Produkt zyklischer Gruppen, daher auch G.

Schritt (2) Eine beliebige endliche abelsche Gruppe.
Seien Ny, ..., N, Sylow p-Untergruppen fiir die verschiedenen Primteiler von |G]|.
Wir definieren Untergruppen Hy < G fiir 0 < s < r durch Hy = {e} und

Hs = Hs 1N

fiir s > 0. Dies ist eine Untergruppe nach dem ersten Isomorphiesatz. Wir zeigen
durch Induktion, dass
H, = Ny x -+ x Ng.

Fiir s = 0 stimmt es. Fiir den induktiven Schritt ist H,_1 = N7 X -+ X N,_1, also
ist die Ordnung teilerfremd zu N;. Also nach dem Satz von Lagrange

H, 1N Ny ={e}.
Also nach §1.5 Proposition,
Hi=H, (N2 H, { x Ng= Ny x---x Ng_; X Ng.
Nun ist H, eine Untergruppe von G mit
H, = N; x Ny x---x N,.

Also |H,| = |G|, also G = H,. Jedes N; ist ein Produkt zyklischer Gruppen Prim-
zahlpotenz, also so ist G.

35



Schritt (3) Eindeutikgeit.
Fiir eine abelsche Gruppe G mit additive Notation und m € Z definieren wir
mG ={mg:gec G} <G.

Fir G = Gy x -+ x Gy ist mG = mGy x -+ x mGy, und fir G = Z/Zq ist
m(Z/Zq) = (Zq + Zm)/Zq = Z ggT(q, m)/Zq, also |mG| = q/ ggT(q, m).

Fir G =2Z/Zq x -+ X L] Zq; gilt

t
mG| = 1] @/ eeT(a:,m).
=1

Wenn die ¢; Primpotenzen sind, gilt

‘pr+1G| . ’pr—lG’ _ )

’ k={i: qi = pT .
i Giia =)
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3 Ringe

3.1 Definitionen und Beispiele

Anders als in LA I betrachten wir nur Ringe mit einem Eins-Element.

Definition. Ein Ring ist eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen Ad-
dition und Multiplikation

+:RxR— R, (a,b)—a+b, -:RxR— R,(a,b)— a-boder ab
sodass
(1) (R,+) ist eine additive Gruppe (abelsch). Das neutrales Element ist 0.
(2) Die Multiplikation ist assoziativ (ab)c = a(bc) fiir alle a, b, c € R.
(3) Es gelten die Distributivgesetze: fiir alle a,b,c € R gelten

a(b+c) = (ab) + (ac) und (a+ b)c = (ac) + (be).

(4) Es gibt ein Eins-Element 1, d.h. 1la = a = al fiir alle a € R.
Ein Ring ist kommutativ, wenn ab = ba fiir alle a,b € R.

Ein Element a € R heifst invertierbar oder eine Einheit, wenn es b € R mit
ab = ba = 1 gibt. In diesem Fall ist b eindeutig und wird mit a~' bezeichnet. Wir
setzen

R* ={a € R : a ist invertierbar}.

Sie ist eine Gruppe unter Multiplikation.

Ein Ko6rper ist ein kommutativer Ring mit 0 # 1 und wobei jedes von Null ver-
schiedene Element invertierbar ist.

Bemerkungen. Die Folgenden sind einfach (sehen Sie LA 1 §2.2)

(1) Es kann nur ein Eins geben: Wenn beide 1 und 1" Eins-Elemente sind, dann
oilt 1 =11 = 1.

(2) 0a = a0 = 0 fiir alle a € R.
(3) a(—=b) = —(ab) = (—a)b und (—a)(—b) = ab fir alle a,b € R

(4) 0 =1 genau dann, wenn R der Nullring {0} ist.
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Beispiele. (a) Q, R, C sind Koérper. Z ist ein Ring mit Z* = {1, —1}.

(b) Sei R ein Ring und n > 0. Der Matrixring M, (R) ist die Menge alle Matrizen
der Grofe n mit Eintrédge aus R. Dann ist M, (R) ein Ring beziiglich die tibliche
Addition und Multiplikation von Matrizen. Im allgemein ist es nicht kommutativ.

Wenn K ein Kérper ist, gilt M, (K)* = GL,(K).

(c) Seien R und S Ringe. Dann ist R x S ein Ring beziiglich komponentenweise
Addition und Multiplikation

(a,b) + (¢,d) = (a+b,c+d) und (a,b)(c,d) = (ac,bd).
Die Null ist (0,0) und das Eins ist (1,1). Allgemeiner ist ein Produkt [[,., R; von
Ringen R; ein Ring.

(d) Die Menge Abb(X, R) = R¥ aller Abbildungen von einer Menge X auf einen
Ring R ist ein Ring beziiglich punktweise Addition und Multiplikation:
(f+9)(z) = f(2) +g(x) und (f-g)(z):=f(2)g(x) Vfg€R" VoeX.

Die Null ist 0: z — 0 und das Eins ist 1: z — 1. Wir konnen identifizieren
Abb(X,R) = erx R.

(e) Sei R ein Ring. Der Polynomring R[X], mit Koeffizienten in R und Unbe-
kannte X, hat Elemente

p(X)=ag+ a1 X +aX?+--- = ZanX”
n>0
mit a,, € R fast alle Null (d.h. alle bis auf endlich viele Null), punktweise Addition

Y X"+ b X" =) (an +by) X"

n

und Multiplication

ZanX” . anX” = chX” wobei ¢, = Z a,bg.

r4+s=n

Das Eins-Element ist 1 = X©.

(f) Fiir n unbestimmte X7, X, ..., X, hat der Polynomring R[X, X5, ..., X,] Ele-
mente der Form

X1 Xo X)) = ) e XTUXYR X

mi,m2a;..., mp>0



Mit Gy my,...m, € R fast alles Null.

,,,,,

Allgemeiner: sei X; fiir ¢ € I eine beliebige Familie von Unbestimmten. Sei
ND = {a = (ay)ier € N 1 @ = 0 fiir fast alle i € T}.

Die Addition o + 8 € N fiir a, 8 € NU) ist komponentenweise definiert. Der
Polynomring R[X; : ¢ € I| hat Elemente der Form

o @ . (6%
§ a4 X X* = HXZ.
aeN) i

mit a, € R fast alle Null. Die Addition ist

Y aaX D b X = (aq + b)) X°

Die Multiplication ist

ZaaXa~ZbaXa:anX°‘, Co = Z agb,.

a=p+y

3.2 Teilringe, Ideale und Ringhomomorphismen

In der Gruppentheorie betrachten wir Untergruppen und Normalteiler. In der Ring-
theorie sind die analogen Konzepte Teilringe und Ideale. Im Gegensatz zu Gruppen
ist ein Ideal jedoch normalerweise kein Teilring.

Definition. Sei R ein Ring. Ein Teilring oder Unterring von R ist eine Teil-
menge 7' C R, die ein Ring unter den (Einschrénkungen) derselben Verkniipfungen
wie R und mit demselben Eins-Element ist. Aquivalent ist:

(i) (T,+) < (R, +) ist eine Untergruppe beziiglich Addition,
(i) st € T fiir alle s,t € T, und
(iii) 15 € T
Beispiele. (1) ZCQ CR CC.
(2) Die Menge der oberen Dreiecksmatrizen
T.(R) = {A = (a;;) € M,(R),a;; =0 fiir i > j}

ist ein Teilring von M, (R).
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(3) Die Menge C(R,R) stetiger Funktionen R — R ist ein Teilring von Abb(R, R).

(4) Sei T, U C R Teilringe. Dann ist der Schnitt 7'NU ein Teilring von R. Allgemei-
ner: Sei R; (i € I) eine Familie von Teilringen. Dann ist (),.; R; ein Teilring von
R. Somit gibt es fiir jede Teilmenge X C R einen eindeutigen kleinsten Teilring
von R, der X enthélt. Er ist der Schnitt aller Teilringe von R, die X enthalten.

(5) Ist K < R ein Teilring, der auch ein Korper ist, dann ist R ein K-Vektorraum
beziiglich die iibliche Addition und eingeschrénkte Multiplikation K x R — R,
(A, a) — Aa.

Definition. Sei R ein Ring. Ein Ideal I < R ist eine Teilmenge, sodass
(i) (I,+) < (R, +) eine Untergruppe beziiglich Addition ist, und
(ii) ax € I und za € [ fir alle a € Rund z € I.

Beispiele. (1) {0} und R sind Ideale im Ring R.

(2) Wenn I < Rund 1 € I, dann ist I = R. Insbesondere wenn [ ein Ideal in R
und auch ein Teilring ist, dann ist I = R. Allgemeiner: Wenn [ ein invertierbares
Element enthélt, dann ist [ = R.

(3) Sei R ein kommutative Ring und @ € R. Dann ist Ra = {ra : r € R} ein
Ideal, gennant Hauptideal. Jede additive Untergruppe von Z hat die Form Zm
mit m > 0. Somit ist jedes Ideal in Z ein Hauptideal.

(4) Wenn R ein kommutativer Ring ist, dann ist Ra = R genau dann, wenn
a invertierbar ist. Daraus folgt, dass ein kommutativer Ring R genau dann ein
Korper ist, wenn er genau zwei Ideale hat, {0} und R.

(5) Sei R ein Ring, X eine Menge und = € X. Dann ist [ .= {f € Abb(X,R) :
f(z) = 0} ein Ideal in Abb(X, R).

(6) Seien I < Rund J < S. Dannist I x J IR X S.
(7) Seien I, J < R Ideale. Dann ist [ +J ={z+y: 2z € I,y € J} ein Ideal in R.

Allgemeiner: Wenn [; (i € I) eine Familie von Idealen in R ist, dann ist

Zli = {Z x; : x; € I;, fast alle Null}

el el

ein Ideal in R.

(8) Seien I, J<R Ideale. Dann ist IN.J ein Ideal. In Allgemeinen ist der Schnitt iiber
eine beliebige Familie von Idealen in R wieder ein Ideal in R. Fiir eine Teilmenge
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X C R definieren wir also das von X erzeugten Ideal (X) < R als das kleinste
Ideal von R, das X enthalt.

Wenn R ein kommutativer Ring ist, gelten (a) = Ra und (X) = > _ Ra.

(9) Fiir I, J < R Ideale, dann ist I.J der Ideal, die von {zy : x € I, y € J} erzeugt
ist. Die Elemente sind endliche Summen ), z;y; mit z; € [ und y; € J.

Definition. Eine Abbildung #: R — S zwischen zwei Ringe heifst Homomor-
phismus (oder Ringhomomorphismus) falls

O(a+0b) =0(a)+0(b), 60(ab) =0(a)d(b), 0O(1lg) = 1s.
Da 6 eine additive Gruppenhomomorphismus ist, muss #(0g) = Og.
Ein Isomorphismus 6 : R — S ist ein Homomorphismus, der bijektiv ist.

Proposition. Sei 0: R — S ein Ringhomomorphismus.

(i) Bild(0) = {0(r) | r € R} ist ein Teilring von S. Zudem induziert 0 einen
surjektiven Homomorphismus R — Bild(0).

(ii)) Ker(0) = {r € R | 0(r) = 0} ist ein Ideal in R. Zudem ist 0 injektive
genau dann, wenn Ker(0) trivial ist. In diesem Fall gibt 6 ein Isomorphismus
G — Bild(0).

(i1i) Sei ¢: S — T ein Ringhomomorphismus. Dann ist p0: R — T ein Ringho-
momorphismus.

(iv) Wenn 0 ein Isomorphismus ist, dann ist 0=': S — R ein Isomorphismus.
Beweis. (i) Da 6 eine additive Gruppenhomomorphismus ist, muss #(R) eine ad-

ditive Untergruppe von S sein. Seien s; := 6(r;). Dann ist s;so = 0(r1)0(r2) =
O(riry) € Im(#) und 1g = 0(1g) € Im(#). Also ist Im(6) einen Teilring.

(ii) Ker(0) ist eine additive Untergruppe von R, und fiir a € R und x € Ker(0) gilt
O(ax) = 0(a)f(x) = 0, also ist az € Ker(f). Ahnlich fir za.

Der Rest ist leicht. O

Beispiele. (1) Die Identitdt id: R — R ist immer einen Ringhomomorphismus.
Ist R C S ein Teilring, dann ist die Inklusion R — S ein injektive Ringhomomor-
phismus.

(2) Sei R ein Ring. Es gibt genau einen Ringhomomorphismus 0: Z — R.
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(3) Sei R ein Ring und X eine Menge. Fiir festes x € X ist die Abbildung
eve: Abb(X,R) — R, f — f(z), einen Ringhomomorphismus.

(4) Es gibt ein injektive Homomorphismus R — R[X}, ..., X,], a — a. Also kénnen
wir R als ein Teilring von R[X7, ..., X,] identifizieren.

(5) Es gibt einen Isomorphismus
RIX,Y] = (RIXDY], D anaX™Y" =) (Z amme) Y.
m,n>0 n>0 \m>0
Ahnlich gibt es einen Isomorphismus

R[Xl, .. ,Xn] — (R[Xl, S ,Xr])[Xr+1, . ,Xn]7

> e, XX Y (Z .. mnX’”l...XW) XM X
Mp m

1yeees my

Definition. Sei R ein kommutative Ring. Die Auswertung (Englisch: evaluation)
von

m m m
P X X)) =D s s XXX € RIX, L X,
mi,ma;..., mp>0
anr = (ry,...,r,) € R" ist
R mi,..mso Mn
p(ri,. .. ) = E Ay mn P12 T € R,

Allgemeiner gesagt: Wenn R ein Teilring eines kommutativen Rings S ist und
s=(s1,...,8, € 8", kbnnen wir p(sy,...,s,) € S betrachten durch Identifizieren
von R[Xy,...,X,] als Teilring von S[X1,...,X,].

Lemma (1). Sei R ein kommutative Ring und sei r = (r1,...,r,) € R". Die
Auswertungsabbildung

ev, : R[Xy,.... X, = R, p(Xq,....,X,) = p(ri,...,m)
ist ein Ringhomomorphismus. Die Abbildung
R[X1,..., X,] = Abb(R", R), p(Xi,...,Xp) = ((r1,...,r0) = p(ri,...,70))

st auch ein Ringhomomorphismus.
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z.B. evo(p(X1,...,X,)) ist der konstante Koefizient von p(X7, ..., X,).

Bemerkung. Das Bild des Homomorphismus R[X}, ..., X,] — Abb(R", R) ist die
Menge der Polynomabbildungen R" — R. Im Allgemeinen ist der Homomor-
phismus nicht injektiv, sodass verschiedene Polynome dieselbe Polynomabbildung
ergeben konnen.

Wenn K ein unendlicher Kérper ist, ist der Homomorphismus K[X] — Abb(K, K)
injektiv, denn wenn p(X) auf 0 geschickt wird, dann ist p(r) = 0 fiir alle r € K.
Da K unendlich ist, bedeutet dies, dass p(X) unendlich viele Nullstellen hat. Ein
Polynom ungleich Null kann jedoch nur endlich viele Nullstellen haben. Aus diesem
Grund koénnen Polynome iiber einem unendlichen Kérper K mit den entsprechen-
den Polynomfunktionen K — K identifiziert werden.

Lemma (2). Sei S ein kommutative Ring, R C S ein Teilring and si,..., s,
Elemente von S. Der eindeutige kleinste Teilring von S, der RU{s1, ..., s,} enthdlt,
15t

Rls1,...,sn) ={p(s1,...,8n) 1 p(X1,..., Xp) € R[Xy,..., X,]}.
Es ist das Bild des Homomorphismus
RIX1,..., X, =S, p(Xi,...,X,) —p(s1,...,8n).
Dies ist die Komposition der Inklusion R[Xy,...,X,] — S[Xi,...,X,] und der
Abbildung evs : S[X4,..., X, — S.

z.B.
Zli) = {ao + ayi + agi® + -+ a,i" :a; €LY ={a+bi:a, b€ Z} CC
und

ZIV2] = {a+bV2+cV4:ab,c€ Z} CR

Warnung: Die Notation ist hier leider einfach zu verwechseln. R[ X7, ..., X,] ist der
Polynomring mit Unbekannten X3,..., X, aber R[sy,...,s,] ist ein Teilring von

S.

Lemma (3). Sei 0 : R — S ein Ringhomomorphismus mit S kommutativ und

Elemente si,...,s, € S. Es gibt eine eindeutige Erweiterung von 6 zu einem Ho-
momorphismus 0 : R[X1,...,X,] = S mit 0(X;) = s;.

Beweis. Fur

PXLXo X)) = ) g, XTUXTR X € RIX LX)

mi,ma,..., mp>0



miissen wir haben

Op(X1,.. . X)) = > Oty mym,)sT 5> s €S

mi,ma,..., mp>0
und dies definiert einen Homomorphismus. O

Bemerkung. Fiir eine beliebige Familie von Unbekannten X; (i € I) kénnen wir
die Auswertung von Polynomen in R[X; : i € I] an einem Element r = (r;) € R’
definieren. Lemma (1)-(3) lassen sich alle leicht auf diese Situation verallgemeinern.
Nur die Notation ist schwieriger.

3.3 Faktorringe und die Isomorphiesatze

Proposition. Sei [ < R ein Ideal und sei R/I die Faktorgruppe von R, die als
additive Gruppe betrachtet wird. Somit sind die Elemente von R/I die Nebenklassen
a=1+a fira € R und die Addition ist

a+b=a-+b.
Dann ist R/1 ein Ring beziglich der Multiplikation
a-b=ab.

Das Null-Element ist 0 und das Fins ist 1. Die kanonische Abbildung R — R/I,
a — a ist emn surjektiven Ringhomomorphismus. Wenn R kommutative ist, so ist

R/I.
Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Multiplikation wohldefiniert ist, das heifst,
wenn @ = o/ und b =¥/, dann ab = a’b’. Dies gilt, weil
ab—a't =ab—ab +ab' —d'tV =a(b—-V)+(a—d)bel
da I ein Ideal ist. Der Rest ist leicht. z.B. die Multiplikation ist assoziativ, weil
(@-b)c=ab-¢= (ab)c = a(bc) = a-bc = a(b-c).

Beispiel. Fiir jede m > 0 betrachten wir den Faktorring Z,, = Z/Zm
Fiir m = 0 ist Z0 = {0}, also Zy = Z.
Fir m =1 ist Z1 = Z, also Z; = {0}, der Nullring.

Fir m > 1ist Z,, ={0,1,...,m —1} wiein LA L
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Proposition. Seim > 0 und Z,, = Z/Zm.

(i) (Zw)* = {a: ggT(a,m) = 1}.

(i1) Zy, ist ein Kéorper genau dann, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis. (1) Wenn ggT(m,a) = 1, gibt es z,y € Z mit ax + my = 1. Dann ist
a T = 1, also hat a das Inverse Z.

Wenn a hat Inverse Z ist az = 1 (mod m), also ax = 1 + km fiir ein k € Z. Nun
ist ggT(a, m) ein Teiler von ax und km, also von 1, also ist ggT(a, m) = 1.

(ii) Die Ringe Zy und Z; sind keine Korper. Also ist Z,, ein Kérper genau dann,
wenn m > 1 und alle 0 < a < m teilerfremd zu m sind, also wenn m eine Primzahl
ist. [

Bemerkung. Die komplexen Zahlen werden aus den reellen Zahlen konstruiert,
indem ein neues Element i hinzugefiigt wird, das die Gleichung > + 1 = 0 er-
fiillt. Nehmen wir allgemeiner an, wir mochten ein Element a an einen Ring R
hinzufiigen, das g(«) = 0 fiir ein Polynom ¢(X) erfiillt, dann gehen wir wie folgt
Vor.

Proposition. Sei R ein kommutativer Ring und sei g(X) € R[X]| ein Polynom
der Form
9(X)=ap+a X+ +a,X" € RIX|

mit n > 0 und mit Leitkoeffizient a,, € R* (zum Beispiel ist g(X) normiert).

(i) (Polynomdivision) Wenn f(X) € R[X], dann gibt es q¢(X),r(X) € R[X] mit
f(X) =q(X)g(X) +7r(X) und Grad r(X) < Grad g(X).

(i1) Sei I = R[X|g(X). Jedes Element des Faktorrings S = R[X]/I lisst sich

eindeutig in der Form

b() + le + -4 bn_an_l
mit by, ...,bn_1 € R schreiben.

(i1i) Wir kénnen R als Teilring von S iientz’ﬁzieren, imdem wirr € R mit v €
R[X]/I identifizieren. Das Element a = X € S erfillt g(a) =0 und S = R[a].

Beweis. (1) (Fiir R ein Korper war dies in LA I §2.3). Wir beweisen dies durch
Induktion nach m = Grad f(X). Wenn m < n, kénnen wir ¢(X) = 0 und r(X) =
f(X) annehmen. Nehmen wir also an, dass m > n. Wenn der fithrende Koeffizient
von f(X) k ist, dann

Grad(f(X) — ka;'X™ "g(X)) <m
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Durch Induktion gibt es ¢(X),r(X) mit
F(X) = ka, X" "g(X) = q(X)g(X) + r(X)
und Gradr(X) < n, und dann

F(X) = (a(X) + ka, X" ")g(X) + r(X).

(ii) Teil (i) gibt Existenz. Wenn ¢(X) = ¢y + ;X + -+ - + ¢ X* mit ¢, # 0, dann
9(X)g(X) = coap + - - - + cpan X "

und cga, # 0 da ¢ # 0 und a,, € R*. Somit ist Grad¢(X)g(X) = k+n > n.
Somit enthélt I kein von Null verschiedenes Polynom vom Grad < n.

(iii) Nach (ii) ist die Komposition R — R[X] — S injektiv. Wir haben
gla) =ao+aX + - +a,X" = (g(X)) =0

und jedes Element von S hat die Form

bo + le 4+ -4 bn_an_l = bo -+ blOé + -4 bn_la”_l,
also S = R|a], wie in §3.2 Lemma (2). O
Satz (Homomorphiesatz). Sei 6: R — S ein Ringhomomorphismus.

(1) Sei I AR ein Ideal mit I C Ker(f)). Dann existiert genau einen Ringhomomor-
phismus 0: R/I — S mit 6(a) = 0(a) fira € R.

(2) Es gibt ein Isomorphimus 0 : R/ Ker() — Bild(0) mit §(Ker(0) + a) = 6(a)
fir a € R.

Beweis. (1) Laut der Homomorphiesatz fiir Gruppen gibt es genau einen additive
Gruppenhomomorphismus § mit 6(a) = 6(a). Nun fiir a,b € R gilt:

f(a b) = O(ab) = O(ab) = 0(a)f(b) = 0(a)d(b)
und 0(1z) = 0(1z) = 1g, also ist § ein Ringhomomorphismus.

(2) Klar. O
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Satz (Erster Isomorphiesatz). Seien R ein Ring, T C R ein Teilring und I < R
ein Ideal. Wir definieren

T+l ={a+z:a€T, vel}.

Dann T + I ist ein Teilring von R, I IT + I ist ein Ideal, TN I T st ein ideal,
und es gibt einen Isomorphismus

T/(TNnI)— (T+1)/I, (Tnl)+aw—I+a.

Beweis. Wir benutzen den ersten Isomorphiesatz fiir additive Gruppen.

T + I ist eine additive Untergruppe und 1 =140 € T' 4 I. Seien nun a,b € T und
x,y € 1. Dann gilt

(a+x)(b+y)=ab+ (ay +xb+zy) € T+ I.
Also ist T+ I ein Teilring.

Da I < R ein Ideal ist und I C T + I, ist es klar, dass I <T + I ein Ideal ist.

T N I ist eine additive Untergruppe von 7T, und fiir ¢« € T und x € T N I sind
ax,rxa € T'NI. Also ist T'N I ein Ideal von T

Sei ¢ die Komposition der zwei Ringhomomorphismen " — T+1 — (T+1)/1, a —
a. Sie ist surjektiv, denn wenn @ € Tund z € I, dann ist [+ (a+2z) = [ +a = ¢(a).
Der kern ist T’N1. Also induziert ¢ einen Isomorphismus T'/(TNI) — (T'+1)/I. O

Satz (Zweite Isomorphiesatz). Sei I < R.

(1) Wenn J ein Ideal von R mit I C J ist, dann ist J/I == {I+a:a € J} ein Ideal
von R/1 , und jedes ideale X von R/I hat diese Form, mit J = {a € R: I+a € X}.

(2) In diesem Fall, gibt es einen Isomorphismus

R/J — (R/1)/(J/I), J+aw (J/I)+ (I+a).

Beweis. Ubung. [

Definition. Wir sagen, dass zwei Ideale I, J < R koprim oder teilerfremd sind,
falls I + J = R.

z.B. Zm und Zm sind koprim < ggT(m,n) = 1, d.h. m und n sind teilerfremd.
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Satz (Chinesischer Restsatz). Sei R ein Ring und I,J < R zwei koprim Ideale.
Dann ist die kanonische Abbildung

0: R— (R/I)x (R/J), aw— (I+a,J+a),

einen surjektiven Ringhomomorphismus mit Kern I'NJ, also gibt es einen Isomor-
phismus

R/(INJ) = (R/I) x (R/J).

Beweis. Es ist klar, dass 8(a+0b) = 6(a) +6(b), 8(ab) = 6(a)f(b), und (1) = (1,1),
also ist 6 ein Ringhomomorphismus. Es gilt §(a) = (0,0) genau dann, wenn a €
IndJ.

Da I und J teilerfremd sind, kénnen wir 1 = x +y mit « € [ und y € J schreiben.
Fiir a,b € R gilt

Olax +by) = I +ar+b(1 —x),J+a(l —y)+by)=(I+b,J+a),

weil ax — bxr € I und by — ay € J. Also ist 0 surjectiv. O]
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4 Integritatsbereichen und Faktorisierung

4.1 Integritatsbereiche und die Beziehung zu Korpern

Definition. Sei R ein Ring.

(i) Ein Element a € R heift Nullteiler, falls a # 0 und ab = 0 oder ba = 0 fiir ein
b#0.

(ii) R ist ein Integritdtsbereich, wenn es kommutativ ist, 1 # 0 hat und keine
Nullteiler hat, d.h. wenn ab = 0, dann a = 0 oder b = 0.

Bemerkung. In einem Integritéitsbereich gilt die Kiirzungsregel: aus ab = ac und
a # 0 folgt b= c.

Beispiele. (i) Z x Z ist kein Integritatsbereich, weil (1,0) - (0,1) = (0,0). Zg ist
kein Integritétsbereich, weil 2 -3 = 6 = 0.

(ii) Jeder Korper ist ein Integrititsbereich, denn wenn ab = 0 und a # 0, dann gilt

b=1-b=(ata)b=a""(ab) =a"'-0=0.

(iii) Jeder Teilring eines Integritétsbereichs (also auch eines Korpers) ist ein Inte-
gritatsbereich.

(iv) Jeder endliche Integritatsbereich ist ein Korper: Die Multiplikation mit a # 0
ist ein injektive Homomorphismus additiver Gruppen R — R. Da R endlich ist,
muss sie surjektiv sein, also gibt es b € R mit ab = 1.

(v) Sei K ein Teilring von R, das ein Korper ist, und nehmen wir an, dass R als K-
Vektorraum endlichdimensional ist. Wenn R ein Integralbereich ist, dann ist es ein
Koérper. Die Multiplikation mit a # 0 ist ein injektive lineare Abbildung R — R,
also ein Isomorphismus.

Lemma. Sei R ein Integrititsbereich. Dann ist R[X] auch einen Integrititsbe-
reich, und fir f(X),g(X) € R[X]| nicht Null gilt Grad(f(X)g(X)) = Grad f(X)+
Grad g(X), und und Leitkoeffizient von f(X)g(X) ist das Produkt der Leitkoeffizi-
enten von f(X) und g(X).

Beweis. Seien f(X) = a9+ aX + -+ a, X" und g(X) = by + -+ + b, X" mit
Gy, by # 0. Es gilt

F(X)g(X) = agby + (aghy + arbg) X + -+ + a,by, X",
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Da R ein Integritétsbereich ist, ist a,b,, # 0. Also ist Grad(fg) = n + m =
Grad f + Grad g, und der Leitkoeffizient von f(X)g(X) ist a,,by,. O

Bemerkungen. (1) Wenn R ein Integritdtsbereich ist, gilt (R[X])* = R*. Also
ist R[X] kein Korper.

(2) wenn R ein Integrititsbereich ist, dann auch so ist jeder Polynomring R[ X7, ..., X,].
(Induktion mit R[X,..., X,] = (R[X1,..., Xn1])[X0].)

Definition. Sei R ein kommutative Ring. Sei I < R ein Ideal.

(i) I heift maximal, falls / # R und fiir jedes Ideal J < R mit I C J C R gilt
J =1 oder J=R.

(ii) I heifst prim, wenn / # R und aus ab € [ folgt a € I oder b € I.
Proposition. Sei R ein kommutative Ring.

(i) Ein Ideal I < R ist maximal genau dann, wenn R/1 ein Korper ist.

(ii) Fin Ideal I < R ist prim genau dann, wenn R/I ein Integrititsbereich ist.

Insbesondere st jedes maximal Ideal ein Primideal.

Beweis. (i) Nach dem zweiten Isomorphiesatz ist I genau dann maximal, wenn
R/I genau zwei Ideale hat, {0} = I/I und R/I. Nach §3.2 Beispiel (4) fir Ideale
ist es dquivalent, dass R/I ein Korper ist.

(ii) Sei I <R ein Primideal, und ab = 0 in R/I. Dann gilt ab € I, also a € I oder b
I. Es folgt, dass entweder a = 0 oder b = 0 ist, und R/ ist ein Integritdtsbereich.

Sei nun R/ ein Integritétsbereich, und a,b € R mit ab € I. Dann gilt ab =0 in
R/I, also a = 0 oder b = 0. Es folgt, dass entweder a € I oder b € I, und I ist ein
Primideal.

Da jeder Korper einen Integritédtsbereich ist, ist jedes maximal Ideal ein Primideal.
O

Beispiel. Die maximale Ideale in Z sind Zp fiir eine Primzahl p. Die Primideale
in Z sind Zp fiir eine Primzahl p und {0} = Z0.

Satz. Sei R ein Integrititsbereich. Es gibt einen Korper Quot(R), der R als Teil-
ring enthdlt. Er hat die Figenschaft, dass fiir jeden injektiven Homomorphismus
0: R — K mit K einem Korper, gibt es eine eindeutige Erweiterung von 6 zu
einem Homomorphismus 0 : Quot(R) — K.
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Wir nennen Quot(R) den Quotientenkdrper von R.

Beweis. Sehen Sie LA 1I, §8.1. Sei X = {(a,b) : a,b € R,b # 0} und sei ~ die
Relation auf X, definiert durch

(a,b) ~ (¢,d) < ad = be.

Es ist leicht zu zeigen, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Wir definieren Quot(R)
als die Menge der Aquivalenzklassen und bezeichnen die Aquivalenzklasse [(a,b)]~
mit a/b. Dann hat Quot(R) Verkniipfungen

a/b+c/d = (ad+bc)/(bd), (a/b)(c/d) = (ac)/(bd).

Es ist leicht zu zeigen, dass diese wohldefiniert sind und dass Quot(R) zu einem
Ring mit Null 0/1 und Eins 1/1 wird. Wir identifizieren R als Teilring von Quot(R)
unter Verwendung des injektiven Homomorphismus R — Quot(R), a — a/1.

Nehmen wir nun an, dass  : R — K ein Ringhomomorphismus und K ein Korper
ist. Wir definieren 6 durch 6(a/b) = 6(a)f(b)~*. Dies ist ein Ringhomomorphismus,
der 6 erweitert. Wenn umgekehrt ¢ ein Ringhomomorphismus ist, der 6 erweitert,
dann ist

$a/b) = ¢(ab™") = ¢(a)p(b) " = O(a)0(b) ",
also ¢ = 6. O
Beispiele. (1) Quot(Z) = {a/b:a,b € Z,b# 0} = Q. (Sehen Sie LA I, §1.3).
(2) Wenn K ein Korper ist, dann heift Quot(K[Xy,..., K,]) der Korper ra-

tionaler Funktionen in X;,..., X, mit Koeffizienten in K. Er wird mit
K(Xi,...,X,) bezeichnet.

4.2 Hauptidealbereiche

Definition. Ein Hauptidealbereich ist ein Integritatsbereich, in dem jedes Ideal
ein Hauptideal ist.

z.B. Z ist ein Hauptidealbereich.

Definition. Ein Integritdtsbereich R heilt Euklidischen Ring falls eine Bewer-
tungsfunktion

o:R\{0} - N={0,1,2,...}

mit folgender Eigenschaft existiert: Fiir jedes a,b € R mit b # 0 gibt es ¢, € R,
so dass a = ¢gb + r und entweder r = 0 oder o(r) < o(b).
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Bemerkung. (1) Z ist ein euklidischer Ring mit o(d) = |d|, wobei ¢ und r durch
Division mit Rest gegeben sind.

(2) Wenn K ein Korper ist, dann ist K[X] ein euklidischer Ring mit o(p(X)) =
Grad p(X), wobei ¢ und r durch Polynomdivision gegeben sind.

(3) Jeder Korper ist ein euklidischer Ring mit o(a) = 0 fiir alle a.

Proposition. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealbereich. Insbesondere wenn
K ein Korper ist, dann ist K[X] ein Hauptidealbereich.

Beweis. Dies ist dasselbe wie der Beweis, dass jede Untergruppe von Z die Form

Zm hat, wobei o(a) anstelle von |d| verwendet wird.

Das Nullideal ist R0, also nehmen wir an, dass R ein Ideal ungleich Null ist. W&hlen
Sie 0 # b € I mit minimalem o(b). Wir behaupten, dass I = Rb. Es gilt Rb C I.

Angenommen, a € I. Wir kénnen ¢, € R mit a = qb+ r und entweder r = 0 oder
o(r) < o(b) finden. Jetzt ist r = a — gb € I. Also nach Minimalitdt » = 0. Somit
ist a = qb € Rb. Also I C Rb. O

Definition. Sei d € Z kein Quadrat. Wir betrachten
ZVd) = {z +yVd:z,y € Z} CC.
Fiir d = —1 ist dies der Ring der Gaufischen Zahlen Z]i].
Fiir a = x + yv/d € Z[/d] definieren wir die Norm von a als
N(a) = |2* — dy?|.

Das ist durch das niichste Lemma wohldefiniert. Wenn d < 0, dann ist N(a) = |a|?
als komplexe Zahl.

Lemma. Wenn d € Z kein Quadrat ist, dann ist \/d irrational, also wenn a =
x4+ y\Vd € ZIVd), dann sind x,y € 7 eindeutig bestimmi.

Beweis. (Wenn d < 0 ist v/d ¢ R, also nicht rational.) Wenn v/d rational ist,
konnen wir vd = a/b mit a,b € Z teilerfremd und b > 0 schreiben. Dann ist
a®? = db* und ax + by = 1 mit x,y € Z. Dann

dv*z® = a®2® = (1 — by)? = 1 — 2by + b*y?
also ist 1 ein Vielfaches von b, also b = 1, also V/d = a, also d = a?. ]

92



Lemma. Seia € Z[Vd).

(i) N(a) ist eine nicht negative ganze Zahl.
(i) N(a) =0 < a = 0.

(111) N(ab) = N(a)N(b).

(i) a ist eine Einheit < N(a) = 1.

Beweis. (i) Klar.
(ii) Das letzte Lemma.
(iii) Berechnung.

(iv) Wenn a eine Einheit ist, dann ist 1 = N(1) = N(a ')N(a), also N(a) =
nach (i). Wenn ¢ = z + yv/d und N(a) = 1, dann ist a invertierbar, o~

+(z — y\/d).

Satz. Fiir d = —2,—1,2,3 ist der Ring Z[\/d] ein euklidischer Ring mit o(a)
N(a), also ein Hauptidealbereich.

Ol -

Beweis. Wir erweitern die Norm auf
QVd = {z +yVd:z,y e Q}
nach der gleichen Formel. Wir haben immer noch N(ab) = N(a)N(b).

Durch eine Einzelfallunterscheidung kénnen wir zeigen: fiir alle a € Q[v/d] gibt es
q € Z[V/d] mit N(a—q) < 1. z.B. fiir d = —2. Das Worst-Case-Element im Rechteck
0,1,14+/d,v/d ist 1/2 + 1/2v/d und seine Norm ist (1/4) 4+ 2(1/4) = 3/4 < 1.

Seien nun a,b € Z[v/d] mit b # 0. Dann
a  s+tVd  (s+tVd)(n—mVd)

e Q[Vd].

b n+mvd n? — dm?
Wiéhlen Sie ¢ mit N(a/b—q) < 1 und sei r = a—¢b. Dann N(r) = N((a/b—q)b) =
N(a/b—q)N(b) < N(b). O

Definition. Ein kommutativer Ring R heifst noetherisch, wenn jede aufsteigende
Folge von Idealen
LCLCI3C---

stationdr ist. Das heifst es gibt n, sodass I,, = I, fiir alle r > n.
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Das néchste Lemma zeigt, dass jede Hauptidealbereich noethersch ist.

Lemma. Sei R ein kommutativer Ring. Dann ist R genau dann noethersch, wenn
jedes ideale I < R endlich erzeugt ist, das heifst, es gibt ay,...,a, € I mit

I=(ay,...,an) = Ra; + -+ Ray,.
Beweis. Sei I; C I, C --- eine aufsteigende Folge von Idealen. Dann ist die Ver-

einigung I = |J, I, wieder ein Ideal, da fiir z,y € [ und @ € R gibt es m mit
x,y € I,,, und dadurch sind beide x 4+ y,ax € I,,, C I.

Wenn jedes Ideal endlich erzeugt wird, dann ist I = (ay, ..., a,). Dann gibt es ein
n mit ay,...,a, € [,. Dannist I C [, Cl alsol =1, =1,.1=....

Nehmen wir umgekehrt an, dass I nicht endlich erzeugt ist. Wahlen Sie a; € I.
Dann ist (a;) # I, also kénnen wir ag € I\ (a;) wéihlen. Dann ist (a1, a2) # I, also
konnen wir ag € I\ (a1, az) usw. wihlen. Dann

(a1) C (a1,0a2) C (a1,as,a3) C ...

ist eine aufsteigende Folge, die nicht stationar ist. O

4.3 Factorizierung

Definition. Sei R ein Integritatsbereich.

Ein Element a € R wird als Teiler von b € R bezeichnet, geschrieben als a|b, wenn
b= ra fiir ein r € R.

Sei ~ die Relation auf R, definiert durch a ~ b < a = ub mit u € R*. Sie ist eine
Aquivalenzrelation. Elemente a,b € R heiffen assoziiert zueinander, wenn a ~ b.

Ein Element a € R heiftt irreduzibel, falls a # 0, a ¢ R*, und aus a = bc folgt
be R* oder c € R*.

Ein Element a € R heift prim, falls a # 0, a ¢ R* und aus a|bc folgt a|b oder alc.

Lemma. Fir Elemente in einem Integrititsbereich R gilt:
(i) bla < Ra C Rb
(11) a und b sind assoziiert < alb und bla < Ra = Rb.

(i1i) Wenn a = be und ¢ ¢ R*, dann ist Ra C Rb eine strikte Inklusion.
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(iv) Ra ist ein Primideal < a ist prim oder a = 0.

(v) Jedes Primelement a ist irreduzibel.

Beweis. (i) Klar.

(ii) Nach (i) sind die letzten beiden Bedingungen dquivalent. Wenn a ~ b, dann
gelten diese Bedingungen eindeutig. Nehmen wir umgekehrt an, dass a|b und ba.
Also @ = xb und b = ya mit z,y € R. Dann ist (1 — xy)a = 0. Also a = 0 oder
1 — 2y = 0. Im ersten Fall, ist b = 0, also a ~ b. Im zweiten Fall ist z € R*, also
a~b.

(iii) Wenn Ra = Rb, ist a = bu mit u € R*. Durch die Kiirzungsregel ist ¢ = u €
R*.

(iv) Folgt aus der Definition.
(v) Sei a prim und a = be. Also albe. Also alb oder alc.
Wenn a|b gilt, haben wir ebenfalls bja. Also Ra = Rb, also ¢ € R* nach (iii).

Wenn a|c gilt, dann ist b € R*. O

Beispiele. (1) Die Einheiten in Z sind £1, also sind a und b genau dann assoziiert,
wenn a = +b. Die irreduziblen Elemente sind +p, wobei p eine Primzahl ist. Die
Primelemente sind gleich.

(2) Die Einheiten in Z[i] sind +1, 3.
2 ist nicht irreduzibel, weil 2 = (1 +)(1 —q).

1 + 4 ist irreduzibel, weil N(1 4 i) = 2 eine Primzahl ist. Wenn 1 + i = ab mit a, b
kein Einheiten sind N(a), N(b) > 1 und N(1 +1i) =2 = N(a)N(b). Unméglich.

3 ist irreduzibel, weil wenn 3 = ab, mit a,b nicht Einheiten, dann ist N(a) =
N(b) = 3. Aber es gibt keine Loesung zu 2% + y* = 3 mit x,y € Z.

5 ist nicht irreduzibel, weil 5 =1 + 2% = (1 + 2¢)(1 — 2i).

1+ 2¢ ist irreduzibel, ...

(3) Die Einheiten in Z[v/—3| sind +1, fiir N(z + yv/—3) = 1 genau dann, wenn
22+ 3y? =1 gdw. (z,y) = (£1,0).

2 ist irreduzibel in Z[v/—3|, denn wenn 2 = ab mit a,b keine Einheiten, dann ist
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N(2) =4, also N(a)N(b) =4, also N(a) = N(b) = 2. Aber es gibt keine Elemente
in Z[v/—3] der Norm 2, da die Gleichung z? + 3y = 2 keine Losungen mit z,y € Z
hat.

Ebenso ist 1 + /—3 irreduzibel in Z[v/—3].

(1+v-3)(1—+v/—3)=4=2-2 also 2|(1++/—3)(1 —+v/—3). Aber 2 ist kein Teiler
von 1++/—3, denn wenn 1 ++/—3 = 2(x + y/—3), dann ist 1 = 2z, Widerspruch.
Somit ist 2 kein Primelement in Z[v/—3].

Definition. Sei R ein Integritédtsbereich. Dann heifst R faktoriell (englisch: unique
factorisation domain) falls

(1) Jedes a € R nicht Null ldsst sich als ein Produkt von irreduziblen Elemente und
einem Einheit darstellen, also a = up; - - - p, mit u € R* und pq, ..., p, irreduzibel.

(2) Diese Darstellung ist, bis auf Einheiten und die Reihenfolge der Faktoren,
eindeutig: Wenn

upluu.p,r:vql.--qs

mit u, v € R* und p;, g; irreduzible Elemente, dann ist = s und, nach Umordnung,
sind p; und ¢; assozierte Elemente fiir alle 1 <7 < r.

Aufgrund des néchsten Ergebnisses konnen wir a = up; - - - p, die Primfaktorzer-
legung von a nennen.

Lemma. Wenn R faktoriell ist, dann ist jedes irreduzible Element prim.

Beweis. Sei a irreduzibel, und a|bc. Dann existiert d mit bc = ad. Wir zerlegen nun
b,c,d als Produkte von irreduziblen Elemente. Dann bekommen wir zwei solche
Zerlegungen fiir bc = ad, und die Eindeutigkeit sagt, dass (bis auf Einheit) a als
Faktor von b oder ¢ vorkommt. Also a|b oder alc. Also a ist prim. O

Beispiele. (i) Z ist faktoriell. Jede ganze Zahl m # 0 kann in Primfaktoren zerlegt
werden, also m = £p]*---p' mit r > 0, p; verscheidene Primzahlen, und n; > 1.
Weiterhin ist diese Zerlegung bis auf die Reihenfolge der Primzahlen eindeutig
bestimmt. Wir wollen jetzt untersuchen, in welchen Ringe solche Zerlegungen exis-
tieren.

(ii) Z[v/—3] ist nicht faktoriell, weil 2 kein Primelement in Z[/—3] ist.

Bemerkung. Sei R faktoriell. Es seien p; (i € I) Reprisentanten der Aquivalenz-
klassen irreduzibler Elemente unter der Aquivalenzrelation ~. Dann kann jedes von
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Null verschiedene Element a € R eindeutig in der Form geschrieben werden
a=u H i
iel

wobei n; > 0, fast alles Null und u eine Einheit ist. Dariiber hinaus sind die Teiler
von a die Elemente der Form
b=wv H J

iel

mit m; < n; fir alle 7.
Satz. Jeder Hauptidealbereich R ist faktoriell. Wenn R kein Korper ist, gilt:
- Die maximalen Ideale sind die Hauptideale Ra mit a irreduzibel.

- Die Primideale sind die mazimalen Ideale und {0}.

Beweis. Ein Korper ist eindeutig faktoriell, ohne irreduzible Elemente, daher kon-
nen wir annehmen, dass R kein Korper ist.

Angenommen, es gibt ein Element a € R mit a # 0, a ¢ R* und so, dass a nicht
als Produkt irreduzibler Elemente geschrieben werden kann. Wir werden eine Folge
von Elementen aq, as, ... mit denselben Eigenschaften und konstruieren, so dass

Ra; C Ray C ...

ist eine aufsteigende Folge von Idealen, die nicht stationér ist. Dies widerspricht
der Tatsache, dass R noethersch ist. Wir beginnen mit a; = a. Angenommen, wir
haben a,, konstruiert. Dann ist a, nicht irreduzibel, also a, = bc, wobei b und ¢
keine Einheiten sind, und da a, nicht als Produkt von Irreduziblen geschrieben
werden kann, mindestens eines von b und ¢ hat diese Eigenschaft, sagen wir b.
Dann ist Ra,, C Rb, und das ist streng, da sonst a,, = ub, mit u eine Einheit, also
durch Kurzung ¢ = u € R*. Somit konnen wir a,,.1 = b nehmen.

R ist kein Korper, daher gibt es ein Ideal, das sich von {0} und R unterscheidet.
Wenn also Ra maximal ist, dann ist @ # 0. Auch a ¢ R*, und dann ist a nach (iii)
des ersten Lemmas irreduzibel.

Wenn umgekehrt a irreduzibel ist, dann ist Ra maximal, denn wenn Rb ein Ideal
genau zwischen Ra und R ist, dann ist b keine Einheit und a = bec wobei ¢ keine
Einheit ist.

Nun ist jedes maximale Ideal ein Primideal, also ist jedes irreduzible Element prim.
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Fiir die Eindeutigkeit der Zerlegung betrachten wir up; - - - p, = vqy - - - ¢s mit u, v
Einheiten und p;, g; irreduzible Elemente.

Da p; prim ist und p; ein Teiler von wvq - - - g5 ist, folgt daraus, dass p|g; fiir ein
1. Nach der Umordnung kénnen wir davon ausgehen, dass ¢ = 1. Da ¢, irreduzibel
ist, folgt daraus, dass p; und ¢, assoziiert sind, sagen wir ¢; = wp; mit w einer
Einheit. Dann

ups...py = (VW)gz - . . gs.
Induktion iiber r+ s zeigt, dass r = s und (nach Umordnung) die Elemente p; und
q; assoziierte Elemente fiir alle j sind.

Schlieklich ist ein Primideal ungleich Null ein Hauptideal, also durch ein Prim-
element gegeben. Aber jedes Primelement ist irreduzibel, also ist das Ideal maxi-
mal. O

Definition. Sei R ein Integritétsbereich und a,b € R.
Wir sagen, dass ggT(a,b) existiert, falls es ¢ € R gibt mit gla und g|b und aus

d|la und d|b folgt d|g. Wenn ¢ existiert, dann ist es bis auf Einheiten eindeutig
bestimmt, und wir setzen ggT(a,b) = g.

Wir sagen, dass kgV(a,b) existiert, falls es k& € R gibt mit a|k und b|k und aus
alf und b|f folgt k|f. Wenn k existiert, dann ist es bis auf Einheiten eindeutig
bestimmt, und wir setzen kgV(a,b) = k.

Bemerkungen. (1) ggT(a,0) = a, kgV(a,0) = 0.
(2) Wir erweitern diese Definition zu endlich viele Elemente, z.B. ggT(a,b,c) =
ggT(a, ggT(b, c)).
(3) Fiir einen Hauptidealbereich R, gilt
Ra+ Rb = RggT(a,b), Ran Rb= RkgV(a,b)

Der Beweis ist derselbe wie fiir Z in §1.6

(4) Fiir einen euklidischen Ring R koénnen wir ggT(a,b) mit dem Algorithmus von
Euklid berechnen. Daher der Name!

Lemma. Sei R faktoriell. Fir zwei Elemente a,b € R existieren beide g = ggT(a, b)
und k = kgV(a,b). Weiterhin gilt ab ~ gk.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass a,b # 0. Wahlen Sie Vertreter p; (i € I) der
Aquivalenzklassen irreduzibler Elemente. Dann konnen wir schreiben

a:qu;”, b:va;"i.

iel el
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Dann sind
ggT(a, b) —w Hp;nin(ni,mi)’ kgV(Cl, b) = - Hp?ax(ni,mi)

fiir beliebige w, z € R*. n

4.4 Polynome iiber faktorielle Ringe

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass wenn R faktoriell ist, ist R[X] auch
faktoriell. Insbesondere sind Z[X, ..., X,]|, und K[Xj,...,X,] fir einen Korper
K, immer faktoriell.

Definition. Sei R ein faktorieller Ring und f(X) = ag+a1 X +---+a,X™ € R[X].
Der Inhalt (englisch: content) von f(X) ist

Inhalt f(X) = ggT(ag, a1, ..., a,).

Denken Sie daran, dass dies bis zur Multiplikation mit einer Einheit in R wohlde-
finiert ist. Wir sagen: f(X) ist primitiv, wenn Inhalt f(X) eine Einheit ist.

Bemerkung. Seien R faktoriell und p € R ein irreduzibles Element. Es gibt ei-
nen Ringhomomorphismus R — R/Rp, a — a, also einen Ringhomomorphisms
RIX] — (R/Rp)[X],

fX)=a+aX 4+ +aX" = f(X) =ag+a X+ +an X"

Wir nennen f(X) die Reduktion von f(X) modulo p.

Nach dem zweiten Lemma von §4.3 ist das Element p prim, also nach dem ersten
Lemma ist das Hauptideal Rp ein Primideal. Also nach §4.1 Proposition ist der
Faktorring R/Rp ein Integritatsbereich. Also ist (R/Rp)[X] ein Interitétsbereich.

Lemma (Gauss). Sei R faktoriell. Sind die Polynome f(X),g(X) € R[X] primi-
tiv, so ist auch ihr Produkt f(X)g(X).

Beweis. Angenommen, dass f(X)g(X) nicht primitiv ist. Also hat Inhalt(f(X)g(X))
einen irreduziblen Teiler p € R. Die Reduktion von f(X)g(X) modulo p ist dann

f(X)g(X)=0. Also ist f(X)-g(X)=0.Also f(X) =0 oder g(X) = 0. Also und
p| Inhalt f(X) oder p|Inhalt g(X). Also ist mindestens eins von f(X) und g(X)

nicht primitiv. Widerspruch. [
S

Lemma. Sei R faktoriell, mit Quotientenkérper K. Jedes Polynom 0 # g(X)
K[X] kann als g(X) = A(X) geschrieben sein, mit A € K* and h(X) € R[X]
primativ.
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Beweis. Sei d ein gemeinsamer Nenner fiir die Koeffizienten in g(X). Dann gilt
g(X) = d7'k(X) mit k&(X) € R[X]. Jetzt sei ¢ = Inhalt k(X), sodass k(X) =
ch(X) mit h(X) € R[X] primitiv. Nun gilt g(X) = (¢/d)h(X) wie gewiinscht. [

Satz. Sei R faktoriell mit Quotientenkorper K.

(1) Wenn f(X) € R[X] und Grad f(X) > 0, dann ist f(X) genau dann irreduzibel
in R[X], wenn f(X) primitiv und f(X) irreduzibel in K[X] ist.

(i1) Die irreduzible Elemente in R|X| sind:
- die wrreduzible Elemente aus R, und

- die Polynome f(X) € R[X], so dass Grad f(X) > 0, f(X) primitiv und f(X)
irreduzibel in K[X] ist.

(111) Der Polynomring R[X]| ist faktoriell.

Beweis. Erinnerung: (R[X])* = R*.

(i) Angenommen, f(X) ist irreduzibel in K[X] und primitiv. Wenn es eine Zer-
legung f(X) = g(X)h(X) mit g(X),h(X) € R[X] gibt, dann impliziert die ers-
te Bedingung, dass eine von g(X),h(X), ist ein konstantes Polynom, sagen wir
g9(X) = a. Dann ist a ein Teiler von Inhalt f(X), also impliziert die zweite Bedin-
gung, dass a eine Einheit ist. Somit ist f(X) in R[X] irreduzibel.

Nehmen wir nun an, dass f(X) in R[X] irreduzibel ist. Wir kénnen f(X) = ah(X)
mit @ = Inhalt f(X) und h(X) primitiv schreiben, also ist a aufgrund der Irredu-
zibilitét eine Einheit, also ist f(X) primitiv.

Angenommen, f(X) = g;(X)g2(X) fiir nicht konstante Polynome ¢;(X), go(X) €
K[X]. Nach dem Lemma ist ¢;(X) = \hi(X) fir \; € K ungleich Null und
primitive Polynome h;(X) € R[X]. Schreiben Sie A\ = My = a/b mit a,b €
R ungleich Null. Dann ist bf(X) = ahi(X)ha(X). Dann ist b ein Teiler von
Inhalt(ahq (X)ho( X)), aber hy(X)ho(X) ist primitiv, also ist b ein Teiler von a.
Also A € R. Somit ist f(X) = Ay (X)he(X). Widerspruch.

(ii) Folgt von (i).

(iii) Ein von Null verschiedenes Polynom f(X) € R[X] kann als f(X) = ah(X)
mit a = Inhalt f(X) € R und h(X) primitiv geschrieben werden. Jetzt kann a als
Produkt einer Einheit in R und irreduziblen Elementen von R geschrieben werden.
Durch Induktion tiber den Grad kann A(X) als Produkt primitiver irreduzibler
Polynome in R[X] geschrieben werden. Somit kann f(X) als Produkt einer Einheit
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und irreduzibler Elemente in R[X] geschrieben werden.

Seien jetzt agy (X) - -+ g-(X) = bhy(X) - - - hs(X) zwei Zerlegungen mit a,b € R\{0},
und ¢;(X), h;(X) € R[X] primitiv und irreduzibel in K[X]. Da K[X] faktoriell ist
wissen wir, dass r = s und, nach Umordnung, existieren p; € K* mit h;(X) =
wigi(X) fiir alle 1 < ¢ < r. Schreiben Sie u; = ¢;/d; mit ¢;,d; € R. Dann gilt
d;hi(X) = ¢;9;(X) in R[X], und da ¢;(X), h;(X) primitiv sind, gibt es Einheiten
u; € R* mit ¢; = w;d; fiir alle 4. Insbesondere ist p; = u; € R*. Letztendlich haben
wir agy(X) -+ gp(X) = bhi(X) -+ hp(X) = ubgy(X) - g, (X) fiir w = wy---u, €
R*. Da R[X] ein Integritétsbereich ist, gilt nun @ = ub, und das Ergebnis folgt aus
der Eindeutigkeit der Zerlegung fiir a € R. O]

Bemerkungen. (i) Wie bereits erwihnt, folgt daraus, dass, wenn R ein faktorieller
Ring ist, R[X7, ..., X,] fir alle n faktoriell ist.

(ii) Normalerweise sind diese Ringe keine Hauptidealbereiche. Zum Beispiel die
Ideale (2, X) <Z[X] und (X,Y) < K[X,Y] sind nicht Hauptideale.

(iii) Die Primzahlen sind Reprisentanten der Aquivalenzklassen irreduzibler Ele-
mente in Z. Ahnlich: Wenn K ein Korper ist, dann sind die normierten irreduziblen
Polynome Représentanten der irreduziblen Polynome in K[X].

Proposition. Sei K ein Kéorper. Dann in K[X] gibt es unendlich viele normierte

wrreduzible Polynome.

Beweis. Wenn es nur endlich viele wire, sagen wir f1(X),..., f,(X), dann muss
f1(X) -+ fn(X)—1 von irgendein f;(X) teilbar sein. Aber aus f1(X) - f(X)—1=
fi(X)g(X) folgt 1 = fi(X) - fu(X) — fi(X)g(X) € R[X]fi(X), aber f;(X) ist
keine Einheit. Widerspruch. 0

Zusammenfassung:

R euklidischer Ring = R Hauptidealbereich = R faktoriell = R[X] faktoriell

7, 7[i], K[X] Z[H19) K[X1,..., X, Z[X1, ..., X,]

Der Ring Z[**~] ist Hauptidealbereich, aber kein euklidischen Ring. Ein Beweis
findet man hier:
https://webspace.maths.qgmul.ac.uk/r.a.wilson/MTH5100/PIDnotED. pdf
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4.5 Irreduzible Polynome

Sei K ein Korper. Ein Polynom f(X) € K[X] ist irreduzibel, wenn Grad f(X) > 0
und fiir jede Faktorisierung f(X) = g(X)h(X), Grad g(X) = 0 oder Grad h(X) =
0.

Lemma. (i) Die irreduziblen Polynome in C[X] sind die linearen Polynome a X +b.

(i1) Die irreduziblen Polynome in R[X]| sind die linearen Polynome aX +b und die
quadratischen Polynome aX? 4+ bX + ¢ ohne reelle Nullstellen.

Beweis. (i) Uber C hat jedes nicht konstante Polynom f(X) eine Nullstelle a.
Dann ist f(X) = (X —a)g(X), und wenn f(X) irreduzibel ist, dann ist g(X) ein
konstantes Polynom.

(ii) Sei f(X) irreduzibel in R[X] vom Grad > 1. Es muss eine Nullstelle a = u+vi €
C mit v # 0 haben. Dann ist @ = u — vi auch eine Nullstelle, also ist f(X) durch

g X)=X—-a) (X —a) = (z —u—vi)(z —ut+vi) = (x —u)?® +0° € RIX]

teilbar. Dann ist f(X) = ¢g(X)h(X) fir ein h(X) € C[X]. Jetzt kann man h(X)
durch Polynomdivision berechnen, also h(X) € R[X]. Somit ist A(X) aufgrund der
Irreduzibilitét ein konstantes Polynom, also ist f(X) quadratisch. O

Lemma. Hat f(X) € K[X] Grad 2 oder 3, dann ist f(X) irreduzibel genau dann,
wenn es keine Nullstellen in K hat.

Beweis. Ist f(X) = g(X)h(X) eine echte Zerlegung, dann muss eins von g(X), h(X)
Grad 1 haben. Also hat f(X) einen Teiler der Form X —a, und a ist eine Nullstelle
von f(X) in K. O

Beispiele. (1) f(X) = X3+ X?+2 € Z3[X] hat keine Nullstelle in Z3, da f(0) = 2,
f(1) =1 und f(2) = 2. Somit ist f(X) irreduzibel.

(2) Sei f(X) = X*+ X?+ 1 in Z,[X]. Dann hat f(X) keine Nullstellen: f(0) =

f(1) = 1, also keine Faktorisierung f(X) = ¢g(X)h(X) mit Gradg(X) = 1 und
Grad h(X) = 3. Angenommen

f(X) = (X*+aX+b)(X*+cX+d) = X' +(a+c) X?+(ac+b+d) X*+(ad+bc) X +bd.

Koeffizient von X°: bd =1, also b =d = 1.
Koeffizient von X!: ad + bc =a+ ¢ = 0.
Koeffizient von X3: a + ¢ = 1. Widerspruch.

Also ist f(X) irreduzibel.
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Satz (rationaler Nullstellentest). Sei R faktoriell, K = Quot(R), und f(X) =
ap+ a1 X + -+ -+ a, X™ ein Polynom in R[X|. Ist a € K eine Nullstelle von f(X),
dann ist a =r/s mit r,s € R, r|ag und s|a,.

Insbesondere, fir f(X) normiert, d.h. a, = 1, gilt: ist a € K eine Nullstelle von
f, dann ist a € R und alay.

Beweis. Wir schreiben a = r/s mit 7, s € R und ggT(r, s) eine Einheit. Dann gilt
= §"f(r/s) = aps" + ayrs""t 4+ -+ a,r".
Also ags™ = —r(a;s"t + -+ + a,r" ). Also r|ags”, also r|ag. Ahnlich s|a,,.

Wenn f(X) normiert ist, dann ist s € R* eine Einheit, und @ = rs~! liegt in R. [

Beispiel. Jede rationale Nullstelle des Polynoms 2X? + X + 9 € Z[X] muss die
Form r/s mit 7|9 und s|2 haben. Also r = £+1,43,4+9 und s = £1,+2. Somit
hat jede rationale Nullstelle die Form +1, +3, +9, :l:%, :l:%, :l:%. Durch Versuch und
Irrtum ist keiner eine Nullstelle. Somit ist 2X? + X + 9 irreduzibel in Q[X]. Da es
primitiv ist, ist es auch in Z[X] irreduzibel.

Definition. (verschoben) Sei S ein Integritédtsbereich und R ein Teilring. Wir
sagen, dass s € S ganz iiber R ist, wenn es ein normiertes Polynom p(X) € R[X]
mit p(s) = 0 gibt. Wir sagen, dass R ganz abgeschlossen in S ist, wenn s € S
ganz iiber R = s € R.

Korollar. (verschoben) Wenn R ein faktorieller Ring ist, ist R ganz abgeschlossen
in seinem Quotientenkorper.

zB. w = /3 = (-1 4 /=3) € C ist ganz iiber Z, weil w® — 1 = 0, oder
w?+w-+1 = 0. Also ist Z[v/3] in seinem Quotientenkérper nicht ganz abgeschlossen.

Lemma. Sei R faktoriell mit Quotientenkorper K und sei f(X) € R[X] ein nicht-
konstantes Polynom. Wenn f(X) nicht als Produkt zweier nicht konstanter Poly-
nome in R[X]| faktorisiert werden kann, dann ist f(X) in K[X] irreduzibel. Wenn
f(X) auch primitiv ist, ist es auch in R[X] irredizibel.

Beweis. Der Fall, dass f(X) primitiv ist, ist Teil von §4.4 Satz (i). Der dortige
Beweis funktioniert auch fiir den Fall, dass f(X) nicht primitiv ist. O

Lemma. Sei R faktoriell mit Quotientenkorper K und sei f(X) € R[X]| ein nicht-
konstantes Polynom. Sei p ein irreduzibles Element von R, dass kein Teiler des
Leitkoeffizienten von f(X) ist. Wenn die Reduktion f(X) von f(X) modulo p ir-
reduzibel in (R/Rp)[X] ist, dann ist f(X) irreduzibel in K[X]. Wenn f(X) auch
primitiv ist, ist es auch in R[X] irredizibel.
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Beweis. Angenommen f(X) = g(X)h(X) mit g(X), h(X) € R[X] nicht konstante
Polynome. Seien @ und b die Leitkoeffizienten von ¢(X) und h(X). Dann ist ab
der Leitkoeflizient von f(X). Nach Annahme p { ab, also p { a und p { b. Somit
ist Grad g(X) = Grad g(X) > 0 und Grad h(X) = Grad h(X) > 0. Aber f(X) =
g(X) - h(X). Dies widerspricht der Tatsache, dass f(X) irreduzibel ist. Somit ist
f(X) irreduzibel in K[X]. O

Beispiele. (1) Sei f(X) = X*+15X® 4+ 7 € Z[X]. Wir betrachten die Reduktion
modulo p = 2. Dann ist

FX) =X+ X3 +1 € Zy[X]

was irreduzibel ist. Also ist f(X) irreducibel in Q[X|. Weiterhin ist f(X) primitiv,
also ist es irreduzibel in Z[X].

(2) (verschoben) Sei f(X) = X*+44X3+5X? + 1 € Z[X]. Dann gilt
fX) =X+ X2 +1=(X?+ X +1)? € Zy[X]

und
fX) =X+ X3 42X+ 1= (X +1)(X®+2X +1) € Z3[X].

Nun sind beide X? + X + 1 € Z[X] und X3 + 2X + 1 € Z3[X] irreduzibel
(keine Nullstellen). Ist f(X) = g(X)h(X) eine echte Zerlegung in Z[X], dann
muss Grad g(X) = Grad h(X) = 2 (Reduktion modulo 2) und Grad g(X) = 3,
Grad h(X) = 1 (Reduktion modulo 3), einen Widerspruch. Es folgt, dass f(X) €
Z[X] irreduzibel ist.

Satz (Eisensteinkriterium). Sei R faktoriell und K = Quot(R). Sei

fX)=a+au X+ - +a,X" € RIX].
Ist p € R irreduzibel mit pla; fir 0 < i <mn, aber pta, und p*1{ ag, dann ist f(X)
irreduzibel in K[X]. Wenn f(X) auch primitiv ist, ist f(X) irreducibel in R[X].

Beweis. Sei f(X) = g(X)h(X) eine Zerlegung mit g(X), h(X) nicht konstante
Polynome. Sei

g X)=by+ b X+, h(X)=co+aX+---.

Dann ist

90%) - A(X) = FX) = @, X" 0.
Ist by # 0 in R/Rp, und i minimal mit & # 0, dann gilt
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einen Widerspruch da by¢; # 0 und i < Grad h(X) < n. Es folgt, dass by = 0, also
p | by. Das gleiche Argument zeigt auch, dass p | ¢y, und damit muss p? ein Teiler
von ag = bgcg sein. O

Beispiele. (1) 2X5 — 3X? + 12 ist irreduzibel in Q[X] nach Eisenstein mit p = 3.

(2) Wenn p eine Primzahl ist und n > 1, dann ist f(X) = X" — p nach Eisenstein
irreduzibel in Q[X]. Somit hat f(X) keine Nullstelle in Q. Somit ist {/p irrational.

(3) Sei p eine Primzahl. Dann ist ®,(X) =1+ X + -+ XP~! irreduzibel in Q[X].
Wir haben ©,(X)(X —1) = X? — 1. Sei f(X) = ®,(X + 1). Dann

FX)X = (X+1)P—1:—1+2i: <i)X",

also

F(X) = Ep: (i)X”‘l.

n=1

Das Leitkoeffizient ist (g) =1.Firl<n<pist

= <Z) nl(p —n)!

Es gilt p|p! und p 1 nl(p — n)!, also p[(ﬁ) Weiterhin ist (’1’) = p nicht durch p?
teilbar.

Somit ist f(X) nach Eisenstein irreduzibel. Daraus folgt, dass ®,(X) irreduzibel
ist.
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5 Korper

5.1 Teilkorper und Korpererweiterungen

Definition. Sei L ein Korper. Ein Teilkorper ist ein Teilring K C L, der selbst
einen Korper ist. Aquivalent ist: K ist ein Teilring von L und o' € K fiir alle
a € K ungleich Null.

In diesem Fall sagen wir, dass L/K eine Kérpererweiterung ist. Verwechseln Sie
dies nicht mit einem Faktorring.

Sei L ein Kérper, und F; C L (i € I) eine Familie von Teilkérper. Dann ist der
Schnitt (), £; einen Teilkérper von L.

Daraus folgt, dass es ein eindeutiger kleinster Teilkorper von L gibt (der Schnitt
aller Teilkorper). Es wird der Primkorper von L genannt.

Die Charakteristik Char R eines Rings R ist die kleinste positive ganze Zahl n, so
dass nlgy = 0 oder 0, wenn es kein solches n gibt. Somit ist die Charakteristik die
ganze Zahl n > 0, so dass der eindeutige Ringhomomorphismus Z — R den Kern
Zn hat.

Proposition. Die Charakteristik eines Korpers L ist entweder eine Primzahl p
oder 0. Entsprechend, ist die Primkorper von L isomorph zu Z, oder Q.

Beweis. Das Bild des Ringhomomorphismus Z — L ist ein Integritatsbereich, da-
her ist der Kern ein Primideal, also Zp oder Z0. Im ersten Fall ist Bild(0) = Z/Zp
ein Korper, also der Primkorper. Im zweiten Fall ist 6 ein injektiver Ringhomo-
morphismus, also induziert es einen Homomorphismus Q = Quot(Z) — L, und
das Bild ist der Primkérper. O

Lemma. Jeder Ringhomomorphismus von einem Korper zu einem Ring ungleich
Null ist injektiv.

Beweis. Sei 0 : K — R. Da 0(1x) = 1 # 0, ist Kerf # R. Aber ein Korper hat
nur zwei Ideale, also Ker§ = {0}. O

Definition. Fiir eine Kérpererweiterung L/K und Elemente ay, . .., a,, € L konnen
wir den kleinsten Teilkorper K (ay, ..., a,) betrachten, das KU{ay, ..., a,} enthélt.
Dieser Teilkorper heiftt den von K und ay,...,a, erzeugte Teilkorper. Mit
anderen Worten, er wird aus K durch Adjunktion von aq,...,a, erhalten.
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Beispiele. (1) Q(7) C Q(a), wobei a = /7 + 1, weil 7 = a? — 1 € Q(«).
(2) Q(V2) = Q(V/4) weil ¥4 = (¥/2)? € Q(¥/2) und V2 = 2/V/4 € Q(V4).

(3) Q(v2,1) = Q(v2+1). Wir haben 8 = v2+i € Q(v/2,1), also Q(8) € Q(v/2,1).
Nun (8 —i)? = 2, also 3% — 2if —1 = 2. Also i = (8* — 3)/(28) € Q(8). Dann
V3=f—icQ(f). Ao Q(v2i)C Q(f)

Erinnerung. Sei L/K eine Korpererweiterung und sei ai,...,a, € L. Dann ist
Klay,...,a,) = Bild(#), wobei 0 : K[zy,...,x,] — L der Homomorphismus ist,
der p(x1,...,x,) zu p(as,...,a,) schickt. Somit ist K[ay,...,a,] ein Teilring von

L, also ein Integritatsbereich.

Lemma. K(ay,...,a,) ist isomorph zu Quot(K|ay, ..., a,]).

Beweis. Offensichtlich ist Kay,...,a,] C K(aq,...,a,).

Die Inklusion 0 : Klaq,...,a,] — K(ai,...,a,) ist ein injektiver Ringhomomor-
phismus, und K (ay, ... ,ay,) ist ein Korper, also gibt es einen Homomorphismus
0 : Quot(Klay,...,a,)) = K(a,...,a,).

Nun ist 6 nach dem letzten Lemma injektiv, also ist Bild(6) = Quot(K[ay, . .., ax))
ein Teilkorper von K (ay, . ..,ay). Aber dann aufgrund der Minimalitidt bekommen
wir K(aq,...,a,) = Bild(9). O

Definition. Ist L/ K eine Korpererweiterung, dann ist L auf natiirlicherweise einen
K-Vektorraum. Wir schreiben [L : K] := dim L fiir die enstprechende Dimension,
und nennen sie auch den Grad der Kérpererweitung. Wir sagen, dass L/K eine
endliche Koérpererweiterungist ist, falls [L : K| endlich ist.

z.B. [C: R] = 2, also ist C/R endlich.

Satz (Gradsatz - Multiplikativitdt des Grades - Tower Law). Seien M /L/K Kor-
pererweiterungen. Dann ist M /K genau dann endlich, wenn beide M /L und L/ K

endlich sind, und
M : K|]=[M:L|[L:K].

Beweis. Angenommen, M /L und L/K sind endlich.

Sei (x1,...,x,) eine K-Basis fiir L und (yi,...,yn) eine L-Basis fiir M. Wir be-
haupten, dass (z;y;: 1 <i <n,1 <j <m) eine K-Basis fiir M ist.
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Lineare Unabhéngigkeit: Sei Z” Aijziy; = 0 in M, wobei )\;; € K. Setzen Sie
fj = >; Aiga; in L. Dann gilt > ; pi;y; = 0 in M, also p; = 0 fiir alle j. Es folgt,
dass \;; = 0 fiir alle (3, j).

Erzeugendensystem: Sei z € M. Dann gilt z = ) ; My mit g € L. Nun schreiben
Sie Hi = Zz )\UZL'Z mit )\ij € K. Es fOlgt, dass z = Zi,j )\Zjl’zy]

Also M/K ist endlich und [M : K| = [M : L][L : K].

Nehmen wir umgekehrt an, dass M /K endlich ist. Eine K-Basis von M ist ein Er-
zeugendensystem fiir M als Vektorraum iiber L, also ist M /L endlich. Als Vektor-
raum lber K ist jedes linear unabhéngige Tupel in L auch ein linear unabhéngige
Tupel in M, hat also hochstens [M : K] Elemente. Somit ist L/K endlich. O

5.2 Algebraische und transzendente Elemente

Definition. Sei L/K eine Korpererweiterung, und sei a € L. Wir sagen, dass a
algebraisch iiber K ist, falls es 0 # f(X) € K[X] gibt mit f(a) = 0. Ansonsten
heifst a transzendent iiber K.

Beispiele. (1) Jedes Element a € K ist algebraisch iiber K, da es eine Nullstelle
von X —a € K[X] ist.

(2) Fiir R/Q, {/2 ist algebraisch iiber Q, da es eine Nullstelle von X" — 2 € Q[X]

ist.
(3) Fiir C/Q, i ist algebraisch iiber Q, weil i2 + 1 = 0.

(4) Fir R/Q, nach dem Satz von Lindemann—Weierstraf, sind 7 und e transzendent
iiber Q.

https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Lindemann-Weierstrass

(5) Sei K ein Korper und K (T') der Korper rationaler Funktionen in 7" mit Koef-
fizienten in K. Dann ist jedes Element von a € K(T') \ K transzendent iiber K.
Sagen wir p(X) = ag + a1 X + -+ + a, X" € K[X] und p(a) = 0. Wir kénnen
annehmen, dass ag, a, # 0. Wir betrachten p(X) als Polynom in (K[T])[X]. Durch
den rationalen Nullstellentest kénnen wir a = r/s schreiben, wobei r,s € K[T],
r|ag und s|a,. Aber dann r,s € K, also a € K.

Proposition. Sei L/K eine Kérpererweiterung und nehmen Sie an, dass a € L
transzendental tiber K ist. Dann

(1) K|a] ist kein Teilkorper von L, also K[a] # K(a).
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(2) K(a) ist isomorph zu dem Kérper rationaler Funktionen K(X).

(3) K(a)/K ist eine unendliche Korpererweiterung.

Beweis. Der Ringhomomorphismus 6 : K[X] — L, p(X) — p(a) ist injektiv.
(1) Somit ist K[a] isomorph zu K[X], was kein Korper ist.
(2) Dann gilt K(a) = Quot(Kla]) = Quot(K[X]) = K(X).

(3) Wir haben [K(a) : K] = oo, weil (1,a,a?,...,a") linear unabhingig iiber K
fiir alle n ist. O

Definition. Sei L/K eine Koérpererweiterung und nehmen Sie an, dass a € L iber
K algebraisch ist. Somit gibt es ein Polynom ungleich Null f(X) € K[X] mit
f(a) = 0. Es gibt also ein normiertes Polynom kleinsten Grades m(X), so dass
m(a) = 0. Es ist eindeutig bestimmt, denn wenn m’(X) ein anderes normiertes
Polynom gleichen Grades mit a als Nullstelle ist, dann ist f(X) = m(X) — m/(X)
ein von Null verschiedenes Polynom kleineren Grades mit a als Nullstelle, und
daher gibt es ein normiertes Polynom kleineren Grades mit a als Nullstelle. Wir
nennen m(X) das minimale Polynom von a iiber K, bezeichnet mit mg/x (X).

Lemma. Sei L/K eine Kérpererweiterung und sei a € L algebraisch iiber K. Sei
f(X) ein normiertes Polynom in K[X]. Die folgenden sind dquivalent:

(i) f(X) ist das minimale Polynom mg k(X) von a tber K.

(11) f(X) ist irreduzibel in K[X] und f(a) = 0.

(111) Der Homomorphismus 6 : K[X] — L, (p(X)) = p(a) hat Ker§ = K[X]f(X).
Das heifit, wenn p(X) € K[X], dann ist p(a) = 0 genau dann, wenn f(X)|p(X).

Beweis. (1)=(ii) Wenn f(X) nicht irreduzibel ist, dann ist f(X) = ¢g(X)h(X) mit
g(X) und h(X) von kleinerem Grad als f(X). Aber g(a) = 0 oder h(a) = 0.

(ii)=(iii) K[X] ist ein Hauptidealbereich, also ist Ker 0 = K[X]g(X) fiir ein Poly-
nom ¢(X). Da a iiber K algebraisch ist, ist g(X) # 0. Also konnen wir annehmen,
dass es normiert ist. Jetzt ist f(a) = 0, also 0(f(X)) = 0, also ist f(X) durch g(X)
teilbar. Da f(X) irreduzibel ist, folgern wir, dass f(X) = g(X).

(iii)=(i) ist klar. O

Satz. Sei L/K eine Kdorpererweiterung, sei a € L algebraisch iber K, und sei
n = Grad mg x (X). Dann gilt:
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(1) K|a] ist ein Teilkérper von L, also K(a) = K]al;

(2) Jedes Element von K (a) kann eindeutig in der Form by + bya + - -+ + b,_1a"!
mit b; € K geschrieben werden. Mit anderen Worten, K(a) hat eine K-Basis
(1,a,a?,...,a"").

(3) K(a)/K ist eine endliche Kérpererweiterung, mit [K(a) : K| = n.

Beweis. Sei 0 : K[X] — L der Ringhomomorphisms p(X) — p(a).
Also Ker(0) = K[X]|mq/k(X).

(1) Weil mgk (X) irredizibel ist, ist K[X]mga k(X ) ein maximale Ideal in K[X].
Also ist K[a] = Bild(0) = K[X]/K[X]|ma/k(X) ein Kérper. Also K (a) = K]a.

(2) Nach der dritte Proposition von §3.3 kann die Elemente von K[ X/ K[X]m,/k(X)
eindeutig in der Form

bo+b: X + -+ b, X771

mit b; € K geschrieben werden. Somit kénnen die Elemente von K(a) = Kla] =
K[X]/K[X]m, k(X) eindeutig in der Form

bo + bla + -+ bnflCLnil.

geschrieben werden.
(3) Folgt. O

Beispiele. (1) m y5,0(X) = X" -2, weil {/2 eine Nullstelle ist, und nach Eisenstein
mit p = 2 ist das Polynom irreduzibel. Es gilt:

Q(V/2) = {by + by 2+ -+ b1 (V2)" L 1 b; € Q).

) Sei @ = V/+/7T—1. Dann ist (o + 1) = 7, also o’ + 2a%> — 6 = 0. Nach
Elsensteln mit p = 2 ist das Polynom X* + 2X? — 6 irreduzibel in Q[X]. Also ist
es das minimale Polynom von « iiber Q. Also [Q(«) : Q] = 4.

(3) Sei p eine Primzahl. Dann ist ¢ = exp(27i/p) € C eine Nullstelle von X? — 1,
also ist ¢ algebraisch tiber Q. Es gilt X? —1 = (X —1)(X?'+-- -+ X + 1), ( # 1,
und wir wissen schon, dass X?™' + .-+ X + 1 in Q[X] irreduzibel ist. Also ist
me(X)=XP"1+- 4+ X +1,und [Q): Q =p—1.
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(4) Sei B = /2 +1i. Jetzt ist (8 —i)? =2, also % — 2i3 — 1 = 2, also % — 3 = 2if3,
also (8% — 3)? = —4432, also 8* — 28% + 9 = 0. Somit ist 3 eine Nullstelle von
X4 —2X2 +9. Ist es das minimale Polynom?

Nach §5.1 Beispiel (3) wissen wir schon, dass Q(3) = Q(v/2,1). Sei K = Q(v/2) C
R. Dann ist Q(3) = Q(v/2,i) = K(i). Die Elemente von K sind reelle Zahlen,
also hat X? + 1 keine Nullstelle in K. Daher ist es in K[X] irreduzibel. Also
mix(X) = X?+ 1. Also

QB):Q=[K:Q] - [K(): K]=2-2=4.
Somit ist Grad mg,q(X) = 4. Also ist mgg(X) = X* —2X? +9.

Definition. Eine Kérpererweiterung L/K heift algebraisch, wenn jedes a € L
algebraisch tiber K ist.

Korollar. Sei L/K eine Korpererweiterung.
(i) Wenn L/K eine endliche Kérpererweiterung ist, dann ist sie algebraisch.
(ii) Wenn ay,...,a, € L algebraisch iber K sind, dann ist K(ay,...,a,)/K eine

endliche Erweiterung.

Beweis. (i) Sei a € L. Also haben wir Kérpererweiterungen L/ K (a)/K. Nach dem
Gradsatz ist K(a)/K endlich. Also ist a algebraisch iiber K.

(ii) Definieren Sie K; = K (ay,...,a;). Also,
K:KogKl g QKn:K(al,...,an).

Dann ist K; = K;_1(a;). Nun ist a; algebraisch iiber K, also auch iiber K; ;. Somit
ist K;/K;_; endlich. Dann ist

[K(ay,...,an): K| =[K;: Ko|-[Ky: Ky]-+--- (K : Knp_q] < o0

aufgrund der Multiplikativitat des Grades. [

5.3 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Beispiele. (i) Konstruieren Sie die Mittelsenkrechte einer Strecke AB.

Zeichnen Sie den Kreis mit Mittelpunkt A und Radius |AB|. Zeichnen Sie den
Kreis mit dem Mittelpunkt B und demselben Radius. Zeichnen Sie die Gerade C'D
durch die Schnittpunkte.
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(ii) Konstruieren Sie die Gerade durch einen Punkt P senkrecht zu einer Geraden
L.

Zeichnen Sie einen Kreis mit dem Mittelpunkt P und einem ausreichenden Radius,
um L bei A und B zu treffen. Konstruieren Sie dann die Mittelsenkrechte von AB.

(iii) Konstruieren Sie die Gerade durch einen Punkt P parallel zu einer Geraden
L.

Zeichnen Sie die Gerade L' durch P senkrecht zu L und dann die Gerade durch P
senkrecht zu L'.

Definition. Eine Zahl a € R ist konstruierbar, wenn man mit zwei markier-
ten Punkten in der Ebene im Einheitsabstand beginnt und es mit den folgenden
Operationen moglich ist, zwei markierte Punkte zu konstruieren, deren Abstand
zwischen ihnen ist |al.

(i) Zeichnen Sie die Gerade durch zwei markierte Punkte,

(ii) Zeichnen Sie einen Kreis mit einem markierten Punkt als Mittelpunkt und
einem Radius, der dem Abstand zwischen zwei markierten Punkten entspricht.

(iii) Markieren Sie einen beliebigen Schnittpunkt von Geraden und Kreisen.

Lemma. Die Menge S der konstruierbaren Zahlen ist ein Teilkérper von R und
wenn a > 0 in S ist, dann gilt /a € S.

Beweis. Wir wissen, dass 0,1 € S und S unter negativen Werten geschlossen sind.
Um zu zeigen, dass S ein Teilkorper ist, reicht es zu beweisen, dass, wenn a,b € S
positiv sind, a £ b,a/b € S.

Bei gegebenen Léngen a, b konnen wir einen Zirkel verwenden, um die Langen a, b
auf derselben Gerade zu ermitteln und somit a + b zu konstruieren.

Zeichnen Sie senkrechte Liniensegmente OA und OB mit den Léngen a und b. Sei
P ein Punkt auf der Geraden OB mit |OP| = 1. Die Linie parallel zu AB durch P
trifft die Linie OA an einem Punkt 7" mit |OT| = a/b, also a/b € S. Insbesondere
1/a € S. Dann ist ab = a/(1/b) € S.

Markieren Sie auf einer Gerade L die Punkte A, B, C mit |AB| = 1 und BC = a.
Zeichnen Sie den Kreis mit dem Durchmesser AC und lassen Sie ihn bei D auf die
Senkrechte zu L durch B treffen. Sei b = |DB|. Dann ist der Winkel ADC' gleich
7/2, also ist Winkel DC'B = Winkel AD B, also sind diese Dreiecke &hnlich. Somit
ist a/b=0/1. Also b = \/a. O
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Satz. Wenn a € R, dann ist a genau dann konstruierbar, wenn o € K, fiir eine

Folge von Kdrpern
Q:KOQKlggKngR7

(Moglicherweise \/A; € K;_1, zum Beispiel wenn )\; = 0, so dass K; = K;_1.)

Beweis. Wenn es eine Folge von Korpern gibt, ist o durch das Lemma konstruier-
bar.

Nehmen wir nun an, dass o konstruierbar ist. Beginnend mit markierten Punkten
P_y =(0,0), Py = (1,0) konstruieren wir Punkte P, = (z;,y;) fir i = 1,...,n mit
P, = (a,0). Wir definieren

Q=K CK,C---CK,

durch K; = K;_1(z;,y;). Es geniigt zu zeigen, dass K; = K;_1(v/\;) mit \; € K;_1,
A > 0.

P, = (x;,y;) ist ein Schnittpunkt von Geraden und Kreisen, der durch markierte
Punkte definiert wird, deren Koordinaten in K;_; liegen. Wir betrachten einen
Schnittpunkt zweier Kreise (die anderen Félle sind einfacher). Wenn ein Kreis den
Mittelpunkt P; und den Radius | P, P| hat, mit j, k, ¢ < i, dann hat er die Gleichung

(z— ;) + (y —y)° = (2 — 20)° + (v — ve)?
welches von der Form
24y +ar+by+c=0 (1)
ist, mit a,b,c € K;_1. Der andere Kreis hat eine Gleichung
4y +dr+by+d=0.  (2)
Dann ergibt (1)-(2).
(a—d)r+b-=0)y+(c—)=0. (3)

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass a # a’. Dann
1
(0=0)y+(c=c). (4)

a—a
Durch Einsetzen in (1) erhalten wir eine quadratische Gleichung fiir y

Ay + By +C =0. (5)

r = —

Wenn wir nach y und dann nach z auflésen, erhalten wir x;,y; € Ki(\/a), wobei

d=DB?—-4AC € K;_; und d > 0, also K; = K;_1(\/d). O
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Korollar. Wenn a konstruierbar ist, dann ist es algebraisch iber Q und Grad mq q(X)
st eine Potenz von 2.

Beweis. Wir haben [K; : K; 1] € {1,2}, abhiingig davon, ob v/A; € K;_; oder
nicht. Aufgrund der Multiplikativitdt des Grades ist [K,, : Q] eine Potenz von 2.
Dann ist [Q(a) : Q] ein Teiler von [K,, : Q], also es ist auch eine Potenz von 2. [

Korollar (Wantzel 1837). (i) (Verdoppelung des Wiirfels) </2 ist nicht konstru-
terbar. Daher gibt es keine Lineal- und Zirkelkonstruktion, die bei einer gegebenen
Strecke der Linge r eine Strecke der Linge /2r konstruiert, die Seite eines Wiirfels
mit dem doppelten Volumen.

(i1) (Quadratur des Kreises) /T ist nicht konstruierbar. Daher gibt es keine Lineal-
und Zirkelkonstruktion, die bei einer gegebemen Strecke der Ldnge r eine Strecke
der Linge \/7r konstruiert, die Seite eines Quadrats mit der gleichen Fldche wie
ein Kreis mit dem Radius r.

(111) (Dreiteilung des Winkels) cos(m/9) ist nicht konstruierbar. Daher gibt es kein
allgemeines Verfahren zur Dreiteilung von Winkeln.

(iv) Wenn ein requlires p-Eck konstruiert werden kann und p eine Primzahl ist,
dann ist p — 1 eine Potenz von 2, das heifit, p ist eine Fermat-Primzahl.

Beweis. (i) /2 hat minimales Polynom 2 — 2 vom Grad 3.

(ii) 7 ist nach einem Satz von Lindemann (1882) transzendent iiber QQ. Daraus
folgt, dass /7 tiber Q transzendent ist.

(iii) Es gilt cos30 = 4cos®d — 3cosf und cos(n/3) = 1/2, also ist a = cos(7w/9)
eine Nullstelle des Polynoms
8X° —6X — 1.

Dies ist durch den rationaler Nullstellentest irreduzibel in Q[X]. Somit gilt
Mayg(X) = X3 — 8X — L

Also ist a nicht konstruierbar. Es ist einfach, ein gleichseitiges Dreieck zu kon-
struieren, also den Winkel 7/3. Wenn es dreigeteilt werden konnte, kénnten wir a
konstruieren.

(iv) Wenn ein reguléres p-Eck konstruiert werden kann, dann ist a = cos(27/p) € S.
Also ist [Q(a) : Q] = 2". Sei ¢ = €*/P. Dann ist @ = (¢ +¢7') € Q(¢), also
Q(a) € Q(Q). Jetzt ist ¢* —2al +1 = 0 und ¢ ist nicht reell, also ist ¢ algebraisch
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iiber Q(a) mit minimalem Polynom X? —2aX + 1. Dannist p— 1= [Q(¢) : Q] =
[Q(a) : Q] - [Q(C) - Q(a)] = 2" - 2. O

Bemerkung. Jede Fermat-Primzahl muss die Form
F,=2"+1

haben, und Fy = 3, F} = 5, F, = 17, F3 = 257 und F; = 65537 sind Primzahlen.
Fermat vermutete, dass alle Zahlen F,, Primzahlen sind, aber Euler faktorisierte
F5, und tatséchlich sind keine anderen Fermat-Primzahlen bekannt.

Gaul (1798) hatte bewiesen: wenn p eine Fermat-Primzahl ist, das regulire p-Eck
konstruiert werden kann. Am besten lisst sich dieser Beweis anhand der Galois-
Theorie verstehen. (Die Kérpererweiterung Q(¢)/@Q ist Galois mit abelscher Galois-
Gruppe.)

5.4 Zerfallungskorper
Als néchstes wollen wir einen Korpererweiterung L/K konstruieren, in dem ein
gegebenes Polynom f(X) € K[X] alle seinen Nullstellen hat.

Lemma. Sei K ein Korper. Sei f(X) € K[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad
n. Dann ist L = K[X]/K[X]f(X) ein Korper. Der Ringhomomorphismus K — L
ist injektiv, daher konnen wir L als Erweiterungskorper von K identifizieren. Sei
a=K[X]|+ X € L. Dann sind f(a) =0 und (1,a,a?,...,a" ') eine K-Basis von
L. Somit ist L = K(a) und L/K ist eine endliche Kdorpererweiterung vom Grad
[L: K]=n.

Beweis. Da f(X) irreduzibel ist, ist K [X]f(X) nach §4.3 Satz ein maximales Ideal
in K[X].
Dann ist L ein Korper nach §4.1 Proposition.

Nach §3.3 dritter Proposition ist (1,a,...,a" ') eine K-Basis von L, und f(a) =
0. O

Satz (Kronecker). Sei K ein Kdrper und f(X) € K[X] ein nicht konstantes Po-
lynom. Dann gibt es eine Kérpererweiterung L/K mit

[L: K] < Grad f(X)

in dem f(X) eine Nullstelle hat.
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Beweis. Wenden Sie das Lemma auf einem irreduziblen Faktor von f(X) an. [

Definition. Sei f(X) € K|[X] ein Polynom ungleich Null. Ein Zerfallungskorper
von f(X) tiber K ist eine Korpererweiterung L/K, so dass:

(i) f(X) zerfallt vollstédndig in lineare Faktoren in L[X], d.h
fX)=cX —a1)...(X —ay)
mit ¢ € K der Leitkoeffizient von f(X) und a; € L.

(ii) f(X) zerfillt nicht in lineare Faktoren in E[X] fiir jeden echten Zwischen-
koérper F, dh. K C EC Lund F # L.

Lemma. Sei f(X) € K[X] ein Polynom ungleich Null und M/K eine Kdrperer-
weiterung, sodass f(X) zerfdllt in Linearfaktoren in M[X],

FX)=c(X —a)... (X —ay) € L[X].

Dann ist K(ay,...,a,) ein Zerfallungskorper von f(X).

Beweis. Sei L ein Korper mit K C L C M. Wenn ay, ..., a, € L, dann kann f(X)
als Produkt linearer Faktoren in L[X] geschrieben werden. Wenn umgekehrt f(X)
als Produkt linearer Faktoren ¢(X — by)...(X —b,) in L[X]| geschrieben werden
kann, dann durch die Eindeutigkeit der Zerlegung in M[X] sind die b; bis auf die
Reihenfolge die gleichen wie die a;. Somit sind a4,...,a, € L. m

Satz. Sei f(X) € K[X] ein Polynom ungleich Null. Dann existiert ein Zerfdl-
lungskérper L) K mit
[L: K] < (Grad f(X))!

Beweis. Nach dem Lemma geniigt es, eine Koérpererweiterung L/K zu finden, so
dass f(X) in lineare Faktoren in L[X] zerfallt.

Wir beweisen dies durch Induktion nach Grad f(X). Wenn Grad f(X) = 0, ist
dies klar, also nehmen wir an, Grad f(X) = n > 0. Nach dem Satz von Kronecker
gibt es eine Korpererweiterung L/K mit [L : K| < n, in der f(X) eine Nullstelle
a hat. Dann ist f(X) = (X —a)g(X) in L[X]. Durch die Induktion gibt es eine
Korpererweiterung M /L mit [M : L] < (n —1)!, sodass g(X) in linearen Faktoren
in M[X] zerfallt. Dann zerfallt auch f(X), und [M : K] = [M : L]-[L : K] <
(n—1)!-n=nl O

Wir werden spéter sehen, dass Zerfallungskorper bis auf Isomorphie eindeutig sind.
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Beispiel. (1) Wenn d € Q, dann ist Q(v/d)/Q ein Zerfillungskorper von X? — d.

(2) Wenn n eine positive ganze Zahl ist und ¢ = €?>™/", dann ist Q(¢)/Q ein
Zerfallungskorper von X™ — 1, da es Nullstellen 1,¢,¢2,...,¢" ! in C hat.

(3) a = /2 ist eine Nullstelle von X? — 2, und in Q(«)[X] koénnen wir schreiben
X3 —2=(X —a)(X*+ aX +a?),

aber wir kénnen den quadratischen Faktor nicht als Produkt iiber Q(«) schreiben,
also ist Q(a) kein Zerfillungskorper von X3 — 2.

In der Tat, wenn w = e2™/3 = %(—1 +1/=3), dann sind «,wa,w?a die Nullstellen
von X3 — 2 in C, also

X3 —2=(Xa)(X —wa)(X —wa).
Somit ist L = Q(«, wa, w?a) = Q(a,w) ein Zerfillungskorper von X3 — 2. Es gilt
L: Q] = [Q(a,w)) : Qa)] - [Q(a) : Q] = 2-3=6.

Hier ist mqq(X) = X? — 2, weil X* — 2 irreduzible nach Eisenstein ist. Und
M) (X) = X2+ X + 1, weil w? +w+ 1 und w ¢ Q(a) C R.

(4) Seien f(X) = X3 —2X —2 € Q[X] und u = v/27 — 3v/57 € R. Man kann
zeigen, dass
a=3+3 B=%+21 y=%+k

sind drei unterschiedliche Nullstellen von f(X) in C mit « € R und 3,y ¢ R. Der
Zerféallungskorper fir f(X) iiber Q ist also L = Q(«, ,7).

Die Formeln fiir «, £, v sind durch Radikale gegeben, aber dazu verwenden wir die
Elemente u,w und wir werden zeigen, dass u ¢ L.

Es gilt L = Q(«, ), denn wenn ein Teilkérper von alle bis auf eine Nullstelle von
f(X) enthélt, dann enthélt es durch Polynomdivision die letzte.

Wir haben mqo(X) = f(X), also [Q(«) : Q] = 3. Durch Polynomdivision in
Q(«)[X] finden wir

f(X)=(X—-a)g(X), gX)=X>+aX+a®-2

Das Polynom ¢(X) hat keine Nullstelle in Q(«), da 5,7 ¢ R sind. Somit ist
mg/o)(X) = X? 4+ aX + a? — 2. Also [Q(a, 8) : Q(a)] = 2. Daher ist

[L:Q] = [Q(e) : Q] - [Qe, ) : Q)] = 3-2 = 6.
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Es gilt [Q(u) : Q] < 6, weil (27 —u?)? = 957, also ist u eine Nullstelle von
X6 —54X3 + 272 — 9 57. Es gelten Q(a), Q(v/57) C Q(u) und [Q(a) : Q] = 3,
[Q(+/57) : Q] = 2, also ist [Q(u) : Q] durch 3 und 2 teilbar, also ist [Q(u) : Q] = 6.

Nun u ¢ L, sonst Q(u) C L, aber beide haben Grad 6 iiber Q, also Q(u) = L.
Aber Q(u) besteht aus reellen Zahlen und L nicht.

5.5 Endliche Korper

Lemma (1). Die Characteristik eines endlichen Korpers F muss eine Primzahl
p sein, daher ist der Primkorper von F gleich Z,. Dariber hinaus ist F/Z, eine
endliche Korpererweiterung und F hat ¢ = p™ Elemente, wobei n = [F : Z,).
Bewers. Klar. O
Lemma (2). (i) Sei R ein kommutativer Ring. Seien a,b € R und n > 0. Dann
qilt
(a+0b)" = i (n) a'b" "

: i

1=0
(ii) Sei R ein kommutativer Ring mit Char R = p eine Primzahl. Dann gilt

(a+b)P =a’ +b°

fiir a,b € R. Also ist die Abbildung Fr : R — R, Fr(a) = a? ein Ringhomomorphis-
mus, genannt der Frobeniusendomorphismus von R. Wenn g = p™ eine Potenz
von p ist, ist Fr'™ auch ein Ringhomomorphismus, mit Fr'(a) = af.

(i1i) Sei I eine Menge und seien 0; : R — S Ringhomomorphismen firi € I. Dann
151
T={reR:6;(r)=0;(r) Vi,jel}

ein Teilring von R. Wenn r € T eine Einheit in R ist, dann ist r—1 € T. Wenn
insbesondere R ein Kdrper ist, dann ist T ein Teilkérper von R.

Beweis. (i) Induktion auf n.

(i) Fir 0 < ¢ < n ist (’Z) ein Vielfaches von p, also Null in R. Es ist klar, dass
(ab)P = aPb? und 17 = 1.

(iii) Ubung. O
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Lemma (3). Wenn K ein Korper ist, dann ist jede endliche Untergruppe G von
K> zyklisch. Insbesondere wenn F ein endlicher Kdrper ist, dann ist F* zyklisch.

Beweis. Die Gruppe G ist abelsch, also nach §2.5 ist G =2 Z/Zqy X - - - X Z]Zq, fir
Primpotenzen ¢;. Nach dem chinesischen Restsatz reicht es zu zeigen, dass die ¢;
paarweise teilerfremd sind. Wenn nicht, dann ist d = kgV(q1,...,q) < ¢1...q¢¢ =
|G|. Es gilt dz = 0 fir alle x € Z/Zqy X - - - X Z/ Zqy, also, multiplikativ geschrieben,
g% =1 fiir alle ¢ € G. Aber das Polynom X¢ — 1 kann hochstens d Nullstellen in
K haben. 0

Satz. Sei p eine Primzahl. Fir jede Primpotenz q = p™ mit n > 1 existiert einen
Korper ¥, mit q Elemente. Der ist eindeutig bis auf Isomorphie, und kann als
Zerfillungskérper fir X1 — X dber Z, konstruiert werden.

Beweis. Existenz. Sei F/Z, ein Zerféllungskorper fiir das Polynom X9 — X iiber
L. Also
X'—X=(X—-a)...(X —ay)

fiir a; € F. Sie sind Nullstellen von X7 — X also a! = a;.

Beachten Sie, dass die a; verschieden sind, denn wenn a = a; = a; mit 7 # j, dann
ist (X — a)? ein Teiler von

XO— X =(X9—X)—(a?—a) = (X9 —a%) — (X —a) = (X —a)! — (X —a)

da nach Lemma (2)(ii) der Frobenius-Endomorphismus von Z,[X] ein Ringhomo-
morphismus ist. Dann ist (X — a)? ein Teiler von X — a, was Unsinn ist.

Nach Lemma (2)(iii) ist
L={acF:a'=a}={acF:Fr"(a)=1dp(a)}

ein Teilkorper von F. Aber X9 — X zerfallt tiber L, also gilt aufgrund der Minima-
litdt von Zerféllungskorper L = F.

Nun kann ein Polynom vom Grad d hochstens d Nullstellen in einem Koérper haben,
also |L| < q. Aber ay,...,a, € L, also ist F = L ein Korper mit ¢ Elementen.

Eindeutigkeit. Angenommen, F’ ist ein weiterer Kérper mit ¢ Elementen.
Nach Lemma (1) ist CharF' = p und F’ hat Primkorper Z,,.

Nach Lemma (3) ist die Gruppe (F')* zyklisch mit Ordnung g—1. Sei (5 ein Erzeuger
dieser Gruppe. Offensichtlich F' = Z, (). Auferdem ist 377! =1, also 87— 3 = 0.
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Somit ist das minimale Polynom m(X) von S iiber Z, ein Faktor von X? — X in
Zp| X].

Somit ist eines der a; eine Nullstelle von m(X) in F. Da m(X) irreduzibel ist,
ist es das Minimalpolynom von g¢; iiber Z,. Der Auswertungshomomorphismus
Zy X]| = F, f(X)+— f(a;). gibt einen Ringhomomorphismus

F' = Z,(8) = Z,|X]/Z,[X]m(X) > F.

Diese Abbildung ist injektiv und F und F’ haben beide ¢ Elemente, also ist dieser
Homomorphismus ein Isomorphismus. O

Bemerkung. Fiir eine Primzahl p gilt F, = Z,, aber F,» % Z,» fiir n > 1.

2.B. Fy = Fo[X]/Fo[X]( X2+ X +1) = {0,1,a,1 +a}, mit a = X. Also 1+ 1 =0,
at+a=0,a®>=a-+1.
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6 Galoistheorie

Die Galois-Theorie ist die Untersuchung von Polynomen anhand bestimmter Per-
mutationen ihrer Nullstellen oder &dquivalenter Symmetriegruppen ihrer Zerfal-
lungskorper.

Es wurde von Galois (1811-1832) erfunden, um diejenigen Polynome zu charakte-
risieren, die durch Radikale gelost werden kénnen.

Zum Beispiel, f(X) = X3 —2X — 2 in Q[X] hat eine Nullstelle & € R, wobei

Oz:§+— ﬁiru:327—3\/§.
U

Anderseits kann man keine Nullstelle von g(X) = X° — 4X + 2 € Q[X] durch
Radikale iiber Q darstellen.

In diesem Abschnitt untersuchen wir Symmetriegruppen fiir Kérpererweiterungen.
Im néchsten Abschnitt untersuchen wir die Losung von Polynomen durch Radikale.

6.1 Fortsetzung von Homomorphismen

Definition. Seien L, M Korper. Wir schreiben Alg(L, M) fiir die Menge aller Ring-
homomorphismen L — M. Sie miissen injektiv sein.

Sei L/K eine Korpererweiterung und j € Alg(K, M). Einschrankung definiert
eine Abbildung Alg(L, M) — Alg(K, M), 6 — 0|k. Ein Homomorphismus j €
Alg(L, M) ist eine Fortsetzung von j, falls j |x= j. Wir schreiben Alg, (L, M)
fiir die Menge aller Fortsetzungen von j. Dies héngt von j ab, aber j erscheint
nicht in der Notation.

Sei R ein Ring. Wir schreiben Aut(R) fiir die Gruppe aller Ringautomorphismen
von R, d.h. Ringisomorphismen R — R.

Die Galoisgruppe von einer Koérpererweiterung L/K ist die Gruppe
Gal(L/K) = {0 € Aut(L) : o(a) = « fiir alle « € K}.

Lemma. Ist L/K endlich, dann gilt Gal(L/K) = Algx (L, L), wobei j : K — L
die Inklusionsabbildung ist.

Beweis. Es ist klar, dass Gal(L/K) C Alg, (L, L).
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Sei 0 € Algy(L,L). Dann ist o eine injektive lineare Abbildung zwischen K-
Vektorrdume. Also gilt dimg Bild(o) = dimg L, und dadurch Bild(c) = L. Es
folgt, dass o ein Ringisomorphismus ist. O]

Lemma (Fortsetzungslemma). Sei j: K — M ein Homomorphismus, und L =
K(«) eine endliche Erweiterung von K. Ist

m(X) =ag+ a1 X + a; X* + -+ € K[X]
das Minimalpolynom von « iber K, dann bildet die Abbildung Alg, (L, M) — M,

J — j(a), eine Bijektion zwischen die Fortsetzungen von j und die Nullstellen in
M wvon dem Polynom

J(m(X)) = jlao) + j(a) X +j(az) X* + - € M[X].

Beweis. Wir haben L = K[X]/K[X]m(X), also stehen nach dem Homomor-
phiesatz die Elemente von Alg, (L, M) in Bijektion mit den Homomorphismen
0 : K[X] — M, die j erweitern und mit m(X) € Ker(0).

Nun gibt es fiir § € M den Homomorphismus evg : K[X] — M, > . a; X" —
>, j(a;)B". Dartiber hinaus hat nach Lemma (3) von §3.2 jeder Ringhomomorphis-
mus 0 : K[X] — M, der j erweitert, diese Form.

Nun ist m(X) € Ker(evg) genau dann, wenn /3 eine Nullstelle von j(m(X)) ist. O

Satz. Sei j: K — M ein Homomorphismus, und L/K eine endliche Erweiterung.
Dann gilt
Algge(L, M)| < [L: K],

Insbesondere ist |Gal(L/K)| < [L: K].

Beweis. Wir beweisen dies durch Induktion tiber n = [L : K|. Wenn n = 1 ist,
ist es trivial, also nehmen wir an, dass n > 1 ist. Sei @ € L\ K und setzen Sie

E = K(a).

Ein Element j € Alg, (L, M) ist ein Homomorphismus L — M, der j erweitert.
Durch Einschrankung ergibt sich ein Homomorphismus 7' : £ — M, und dann
kann j unter Verwendung von j" als Element von Alg, (L, M) betrachtet werden.

Laut dem Forsetzungslemma gibt es hochstens Grad mq/x(X) = [E : K] Fort-
setzungen von j zu j'. Nun ist [L : E] < [L : K], also nach der Induktion ist
| Algy (L, M)| < [L: B].

Also |Alg (L, M)| < [E: K]-[L: E] =L : K]. O
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Beispiel. (1) Betrachten Sie v/2 € C, mit Minimalpolynom m(X) = X2 — 2 ¢
Q[X]. Die Nullstellen sind £+v/2 und wir haben genau zwei Homomorphismen
Q(v/2) — C, namlich die Identitit und o mit o(v/2) = —v/2.

Beide Homomorphismen induzieren Automorphismen von Q(v/2). Es folgt, dass

Gal(Q(v2)/Q) = Z/2L.

(2) Sei w = exp(2mi/3) = (=1 + +/=3) € C. Das Minimalpolynom iiber Q ist
X%+ X + 1, mit Nullstellen w und w? = @. Es gibt also zwei Homomorphismen
Q(w) — C, namlich die Identitdt und die komplexe Konjugation w +— @.

Beide Homomorphismen induzieren Automorphismen von Q(w). Es folgt, dass

Gal(Q(w)/Q) = Z/2Z.

(3) Sei @ = /2 € R. Das Minimalpolynom iiber Q ist m(X) = X® — 2. Dann
ist o das einzige Nullstelle in R, also |[Alg(Q(«),R)| = 1. Andererseits gibt es
die drei Nullstellen a,wa,w?a in C, und wir bekommen drei Homomorphismen
0,: Qla) = C, 0.(a) =w'ey, fiir r =0,1,2.

Hier haben wir also, dass Gal(Q(«)/Q) = {id} und Alg(Q(«), C) = {60, 61, 62}.

(4) Sei B = v/2 € R, sodass 32 = /2, und betrachten Sie die Korpererweiterung
L/K/Q mit L = Q(B) und K = Q(8?%). Es gibt also zwei Homomorphismen
K— L, i \/§»—>\/§undj: V2 = —/2.

Das Minimalpolynom von §3 iiber K ist m(X) = X2 — /2 € K[X]. Es gibt nun
zwei Fortsetzungen von ¢ zu einem Homomorphismus L — L, ndmlich § — 43,
aber keine Fortsetzungen von j da j(X? —1/2) = X2 +1/2 keine reellen Nullstellen
hat.

Es folgt, dass Gal(L/Q) = Gal(L/K) = Z/27Z.
(5) Sei p eine Primzahl, ¢ = p”, und F = F,. Der Primkorper von F ist F,,.

Ich héatte in §5.5 klar sagen sollen, dass a? = a fiir alle a € F. Dies wurde im
dortigen Beweis des Satzes gezeigt. Aber der Beweis ist leicht: die Gruppe F* hat
die Ordnung ¢ — 1, also a?~! =1 fiir alle @ € F*, und daher ist a? = a.

Der Frobeniusendomorphismus Fr : F — F, a — a? ist injektiv, also ein Automor-
phismus. Fiir alle a € F,, gilt a = o = Fr(a). Daher ist Fr € Gal(F/F,).

Sei r die Ordnung des Frobeniusendomorphismus. Da a? = « fiir alle a € F folgt
es, dass Fr" = id, und daher is r ein Teiler von n. Umgekehrt gilt o = Fr"(a) = o?",
also ist jedes a € T eine Nullstelle von X?" — X. Es folgt, dass p" > |F| ist, also
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r > n. Also r = n.

Wir haben also gezeigt, dass der Frobeniusendomorphismus Fr € Gal(F/F,) die
Ordnung n hat. Da auch |Gal(F/F,)| < [F : F,] = n ist, folgt es, dass Gal(F/F,) =
Z/nZ zyKklisch ist, mit Fr als Erzeuger.

(6) Seien o = /2 und w = €*>*/3. Dann ist L = Q(c,w) ein Zerfillungskorper von
X3 — 2 iiber Q.

Sei K = Q(«). Also Q C K C L. Wir wissen, dass [K : Q] =3 und [L : K] = 2.
Also [L : Q] = 6.

Es gilt m,/o(X) = X? — 2. Die Nullstelle in C since «, wa, w?o. Alle sind in L,
gibt es also drei homomorphismen j; : K — L, ji(a) = wFa (k= 0,1,2).

Es gilt my,/k(X) = X?+ X + 1 und j(my, k(X)) = X?>+ X + 1. Die Nullstelle in
C sind w und w?. Beide sind in L, also gibt es zwei Fortsetzungen von jj. zu einem
Homomorphismus L = K(w) — L. Insgesamt gibt es 6 Elemente in Gal(L/Q):

a— o, wH—w, Id
a—a, we w7
A we, W w, o
a = wa, W w?, To?
a wla, w—w, o2

a— wia, ww?, 7O

Das erste ist die Identitét. Seien 7 und o die néchsten zwei Homomorphismen. Der
Rest sind dann Kompositionen von 7 und o, z.B.

T0?(a) = To(wa) = T(w-wa) = wa, T0%(W) = T(W) = W
Es gilt 72 = 02 = Id und 70 = 0?7, also

Gal(L/Q) = D3 = Sg.

6.2 Galoiserweiterungen

Sei L ein Kérper und G < Aut(L) eine Untergruppe. Wir definieren
LY ={a € L:o(a)=afiir alle 0 € G}.

Nach §5.5 Lemma (2)(iii) ist LE einen Teilkorper von L, der Fixkérper von G.
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Definition. Eine Galoiserweiterung ist eine endliche Korpererweiterung L/ K,
fiir die K = LEIL/K) oilt,

Satz (Lemma von Artin). Sei L ein Korper, G < Aut(L) eine endliche Gruppe,
und K = LY ihren Fizkérper. Dann gilt: L/K ist endlich, [L : K] = |G|, und
G = Gal(L/K). Insbesondere ist L/ K eine Galoiserweiterung.

Beweis. Sei G = {oy,...,0,} und seien xq, ..., x, € L linear Unabhéngig iiber K.
Wir definieren die Matrix M = (0;(z;)) € Myxn(L), und betrachten sie als eine
L-lineare Abbildung L™ — L™. Falls m < n ist, dann ist der Kern nicht trivial. Es
gibt also ein Element 0 # X = (A1,...,\,) € L™ mit

ZO’Z'(Z'j))\j =0 fir alle i.

Jj=1

Wir nehmen ein solches A mit maximale Anzahl von Nulleintrdge. Nach Umordnung
der z; und neu Skalierung, kénnen wir annehmen, dass A\, = 1. Sind jetzt alle
Aj € K, dann gilt 0;(3_; A\ja;) = 0, also 3 Ajz; = 0, einen Widerspruch. Nach
Umordnung der z; kénnen wir also weiter annehmen, dass \; ¢ K. Da LY = K
ist, gibt es nun 0 € G mit (A1) # A;. Wir wenden o auf die Gleichungen oben an,
und bekommen

Z(Um)(:rj)a(Aj) =0 fiir alle i.

Da G ={o0y,...,00,} gilt nun, dass
> oi(w;)o() =0 fiir alle i,
J
Durch Subtraktion der originalen Gleichungen bekommen wir
D o) (o(N) = A;) =0 fiir alle i.
J

Fir j =1 gilt o(A) — Ay # 0, also ist u == o(A) — A € L™ ungleich Null und liegt
im Kern. Ist A; = 0, dann ist u; = o()\;) — A\; = 0, also p hat mindestens genau so
viele Nulleintrége. Schlieflich fiir j = n gilt Ay = o(A\;) = 1, also p, = 0 und u hat
tatsaschlich mehrere Nulleintréige, einen Widerspruch.

Es folgt, dass m > n, also L/K ist endlich mit [L : K| < |G|. Nun ist es klar, dass
G < Gal(L/K) eine Untergruppe ist, und laut dem Satz in §6.1 ist |Gal(L : K)| <
[L : K]. Wir sehen also, dass [L : K| = |G| und G = Gal(L/K) sind. O
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Das néchste Korollar sagt, dass eine Galoiserweiterung ist eine mit der maximal
moglichen Anzahl von Symmetrien, oder dquivalent den kleinstmoglichen Fixkor-
per.

Korollar. Sei L/K eine endliche Kéorpererweiterung. Dann:

L/K ist eine Galoiserweiterung < | Gal(L/K)| = [L : K].

Beweis. Sei G = Gal(L/K). Nach §6.1 Satz ist |G| < [L: K].

Angenommen, L/K ist eine Galoiserweiterung. Dann ist K = LY. Dann gilt nach
dem Satz [L : K] = |G|.

Umgekehrt sei |G| = [L : K]. Fir o € L\ K ist Gal(L/K («)) eine Untergruppe von
Gal(L/K), und laut dem Satz in §6.1 hat sie Ordnung hochstens [L : K(a)] < [L :
K]. Es folgt, dass es 0 € Gal(L/K) gibt mit o ¢ Gal(L/K(«)). Es muss gelten, dass
o(a) # a,alsoist a ¢ LY. Also K = L. Also ist L/K eine Galoiserweiterung. [

Beispiel. (1) Q(v/2)/Q ist Galois, mit Galoisgruppe Z/27Z.
(2) Q(v/2,w)/Q ist Galois, mit Galoisgruppe Ss.
(3) Q(v/2)/Q ist nicht Galois.

(4) Ist ¢ = p" ein Primpotenz, dann ist F,/F, eine Galoiserweiterung, mit Galois-
gruppe Z/Zn.

Satz (Hauptsatz der Galoistheorie). Sei L/K eine Galoiserweiterung mit Galois-
gruppe G. Die Abbildungen H — L¥ und E — Gal(L/E) ergeben inverse Bijektio-
nen zwischen den Mengen der Untergruppen H von G und den Zwischenkdrpern
Emit KCFECL.

Beweis. Sei H < G eine Untergruppe, und E = LY ihre Fixkérper. Da G endlich
ist, ist auch H endlich, und nach dem Lemma von Artin ist L/E Galois und
Gal(L/FE) = H.

Umgekehrt sei E ein Zwischenkorper. Dann ist Alg, (E, L) eine G-Menge durch
Komposition, also 0 7 := o7 fiir 0 € Gund 7: E — L. Sei j € Algx(E, L) die
Inklusionsabbildung. Die Stabilisator von j ist Stabg(j) = Gal(L/FE). Nach der
Bahnformel in §2.1 gibt es eine Bijektion

G/ Stabg(j) — Gj, Jstabg(j) ]
zwischen der Menge von Linksnebenklassen und der Bahn von j. Also

(G : Gal(L/E)] = [G : Stabe(j)] = |G| < | Algy (E, L)].
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Also
[L: K] = |G| = [Gal(L/E)| - [G : Gal(L/E)] < |Gal(L/E)| - [Alg (E, L)|
<[L:E)-[E:K]=[L: K]
Es folgt, dass |Gal(L/E)| = [L : E]. Also ist L/E Galois. Also E = LG(E/E),
Bemerken Sie: Wir haben auch Gj = Alg,(E, L), und daher eine Bijektion
G/ Gal(L/FE) = G/Stabg(j) — Algk(E, L), oH — oj = o|g.
O]

Definition. Erinnerung (LA I, §1.3): Wenn S eine Menge ist, dann ist eine Relation
< auf S eine Halbordnung (englisch: partial order), wenn sie Folgendes erfiillt:

- < ist reflexiv, das heifst = < x fiir alle z € S,

- < ist transitiv, das heifst, z < y und y < z implizieren x < z

- < ist antisymmetrisch, das heifst, z < y und y < x implizieren z = y.

Eine halbgeordnete Menge ist eine Menge zusammen mit einer Halbordnung.

Eine halbgeordnete Menge ist ein Verband (Englisch: lattice), wenn:

- Bei zwei beliebigen Elementen a, b gibt es ein Element ¢ = aAb, der Durchschnitt
(englisch: meet), so dass ¢ < a,b und x < a,b = x < ¢. Also ist ¢ das eindeutige
grofstes Element mit ¢ < a, b.

- Bei zwei beliebigen Elementen a, b gibt es ein Element d = aVVb, die Vereinigung
(englisch: join), so a,b < dund a,b < x = d < x. Also ist d das eindeutiges kleinstes
Element mit a,b < d.

Beispiele. (i) Die Potenzmenge P(X) aller Teilmengen 7" einer Menge X ist ein
Verband unter C. Der Durchschnitt ist 77N 7T". Die Vereinigung ist T U T".

(ii) R ist ein Verband unter <. Der Durchschnitt ist min{a, b}. Die Vereinigung ist
max{a,b}.

Z x Z ist ein Verband unter (z,y) < (2/,y') < 2 <2’ und y <y'. Der Durch-
schnitt ist (z,y) A (2'y") = (min{z, 2'}, min{y,y'}). Die Vereinigung ist (z,y) V
(z'y') = (max{z, 2'}, max{y, y'}).

(iii) Die Menge der Untergruppe H von eine Gruppe G ist ein Verband unter <.
Der Durchschnitt ist H N H'. Die Vereinigung ist (H U H').
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(iv) Sei L/ K eine Korpererweiterung. Die Menge der Zwischenkorper E, d.h. K C
E C L, ist ein Verband unter C. Der Durchschnitt ist £ N E’. Die Vereinigung ist
das Koérperkompositum EFE’, der kleinste Teilkorper von L, der E U E’ enthélt.
z.B. K(ay,...,ap,)K(b1,...,bn) = K(ay,...,a,,b1,...,bp).

Satz (Galoiskorrespondenz). Sei L/K eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe
G. Dann gilt:

(1) Wenn H eine Untergruppe von G und E der entsprechende Zwischenkéorper
sind, dann ist L/E eine Galoiserweiterung mit der Galoisgruppe H, also |H| =
[L: E] und daher |G : H| = [E : K|. Es gibt eine Bijektion

G/H — Algy(E,L), oHw— o|g.

(2) Wenn Untergruppen H, H' Zwischenkorper E| E' entsprechen, dann
H<H & EDF.

Das heifit, die Galois-Korrespondenz ist eine inklusions-umkehrende Bijektion zwi-
schen halbgeorneten Mengen.

(3) Wenn Untergruppen H, H' Zwischenkérper E| E" entsprechen, dann entspricht
die Untergruppe HNH' dem Korperkompositum EE', und die Untergruppe (HUH')
entspricht dem Schnitt E N E'.

(4) Wenn H und E entsprechen, und o € G, dann entspricht die Untergruppe
oHo™ 1 dem Zwischenkdrper o(E).

(5) Wenn H und E entsprechen, dann ist die Erweiterung E /K Galois genau dann,
wenn H <G ein Normalteiler ist. In diesem Fall gilt Gal(F/K) = G/H.
Beweis. (1) Die Aussagen werden im Beweis vom Hauptsatz der Galoistheorie

gezeigt.

(2) Ist H < H' und a € E', dann gilt o(a) = « fir alle ¢ € H, also ist a € E.
Umgekehrt ist £/ C F und 0 € H, dann gilt o(o/) = o fiir alle o/ € E’, also ist
o€ Gal(L/E') = H'.

(3) Wegen (2) muss der Durchschnitt und die Vereinigung entsprechen.

(4) Der zu cHo ™! entsprechende Zwischenkorper ist

L7 —={a e L:oho " (a)=aV he H}
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={acL:oca)e Ly ={ac L :0"(a) € B} =0(E).

(5) Angenommen, H < G. Nach (4) gilt: Wenn o € G, dann ist o(F) = E. Somit
ist o|p € Algi(E, F) = Gal(E/K). Die Abbildung

G — Gal(E/K), owolp

ist ein Gruppenhomomorphismus und der Kern ist Gal(L/E) = H. Somit induziert
sie einen injektiven Homomorphismus 6 : G/H — Gal(E/K). Nach §6.1 Satz, gilt

|Gal(E/K)| < [E: K| = [L: K]/[L : E] = |G|/|H| = |G/H].

Wir miissen also Gleichheit haben, also ist E/K Galois geméfs der Korollar zu
Artins Lemma, und 6 ist ein Isomorphismus.

Umgekehrt sei F/K Galois. Wir haben eine injektive Abbildung Gal(E/K) —
Alg,(E, L), 7 — j7, wobei j : E — L die Inklusion ist. Beide Mengen haben die
Machtigkeit [E : K], also ist sie bijektiv, und jeder § : E — L hat das Bild E. Das
gilt insbesondere fiir jede o|g, wobei o € G ist. Also o(F) = F fiir alle 0 € G.
Nach (4) ist cHo~! = H, und dadurch ist H < G einen Normalteiler. O

Das folgende Bild stellt Teil (3) diese Korrespondenz dar. Wir zeichnen das Dia-
gramm der Untergruppen von G auf den Kopf.

{1d} L
| |
HnNH EFE -
~
/ H' Galois / £
H - / Korrespondenz E — /
(H,H') ENE
| |
G K

Beispiel (Der Zerfillungskérper von X3 — 2 iiber Q). Sei a = v/2 und w =
exp(27i/3). Die Nullstelle in C sind «, aw, aw?. Wir haben gesehen, dass der
Zerféallungskorper L = Q(o,w) ist, und [L : Q] = 6. Es gilt

Gal(L/Q) = (0,7 :0® = 1> =1d,70 = 0°7) = D3 = S,

wobel
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Also ist L/Q Galois.
Die Untergruppen von D3 sind Dj, (o), (1), (T0), (t0?), und {id}.
Die entsprechende Fixkorper sind Q, Q(w), Q(a), Q(w?a), Q(wa), und L.

L) ist eine Erweiterung von Q vom Grad [S3 : (0)] = 2 und enthilt w, also ist es

Q(w).

L™ ist eine Erweiterung von Q vom Grad [Ss : (7)] = 3 und enthilt a, also ist es

Q(av).
L) ist eine Erweiterung von Q vom Grad 3 und enthilt wa, also ist es Q(wa).
L{7*) ist eine Erweiterung von Q vom Grad 3 und enthélt w2a, also ist es Q(w2a).

Die Galoiskorrespondenz ist also

o2) Ga101s

{1d} L
A N
Qo) Q(wa) Q(wa)

/ // =L

Wir merken, dass (o) einen Normalteiler von Dj ist, und Q(w)/Q ist Galois.

Beispiel (Der Zerfillungskorper von X* — 2 iiber Q). Sei = v/2. Die Nullstellen
von X? — 2 in C sind +f,+i83. Also ist der Zerfillungskorper L = Q(3,4) und

[L:Q]=8.

Da [Q(, B) : Q(i)] = 4 ist, ist das Minimalpolynom von  tiber Q(¢) immer noch
X4 -2

Sei j : Q(i) — L die Inklusion und ¢ € Gal(Q(¢)/Q) komplexe Konjugation. Es gilt
J(X*—=2) = je(X*—2) = X* —2 und dieses Polynom hat Nullstellen +43, +if in L.
Das Fortsetzungslemma gibt also, dass Beide j und jc haben vier Erweiterungen
in Algg;)(L, L). Das gibt 8 Elemente von Gal(L/Q),

i— +i, B x6,Ei0.
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Nach §6.1 Satz gilt | Gal(L/Q)| < [L : Q] = 8. Daher besteht Gal(L/Q) aus diesen
8 Elementen und L/Q ist eine Galoiserweiterung. Jedes Element von Gal(L/Q)
ergibt eine Symmetrie des Quadrats

also 0* =72 =1d und 70 = o~ !7.

Die Untergruppen von D, sind D, selbst, die Drehgruppe (o), die Untergruppen
(1,70%), (10, 703), die von zwei Spiegelungen mit senkrechte Achsen erzeugt sind,
die Untergruppen (7), (02), (t0), (t0?), die von einer Spiegelung erzeugt sind, die
Untergruppe (0?), die von eine Drehung durch 7 erzeugt ist, und {Id}.

Die Korrespondenz ist:

{Id} Q(B,1)

RN I

To?) (1) (o) (1o} (707 QA QB QG,v2) Q1) Qi)
\< | >/ |

/ N \Q/

T,TO (o) (10,70%) Calois Q(v2) Q)

NP —

D, Q

{

Hier v = (1 +14)/p.

L) ist eine Erweiterung von Q vom Grad 2 und enthilt 4, also ist es Q(4).
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L) ist eine Erweiterung von Q vom Grad 2 und enthilt v/2 = 2, also ist es

Q(v2).

L{79%) st eine Erweiterung von Q vom Grad 2 und enthélt iv/2. Das Minimal-
polynom ist X2 + 2, also ist is Q(iv/2).

L{™*) ist eine Erweiterung von Q vom Grad 4 und enthilt i3. Das minimale Poly-
nom von i3 ist X* — 2, also ist es Q(i8) = Q(B¢?).

L™ ist eine Erweiterung von Q vom Grad 4 und enthilt 3, also ist es Q(f3).

L") ist eine Erweiterung von Q vom Grad 4 und enthélt ¢ und /2, also ist es

Q(i, v2).

L") ist eine Erweiterung von Q vom Grad 4 und enthélt v, das Minimalpolynom
iiber Q ist X* + 2, also ist es Q(7).

L{7) ist eine Erweiterung von Q vom Grad 4 und enthilt iy, das Minimalpolynom
ist X* + 2, also ist es Q(i).

Beispiel. Die Korpererweiterung F,»/F, ist Galois mit Galoisgruppe Z/Zn. Die
Untergruppen von Z/Zn sind (m), so dass m ein Teiler von n ist, und

(Fp)™ = {a € Fpo : Fr"™(a) = a} = {a € Fpu : a”" = a} = Fpm.

z.B.

{0} F

p20
> <170> ]Fp4 F
/ ‘ Galois /
Korrespondenz F, F,s
Fp

pl()

i
2

(2) (5)
N/

7.7.20
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6.3 Minimalpolynome fiir Elemente in Galoiserweiterungen

Lemma. Sei L/K eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G. Das Minimalpoly-
nom von o € L st

ma/(X) = [[ (X =5),

BeGa

wobei Ga = {o(a) : 0 € G} die Bahn von « ist.

Beweis. Sei m(X) = [[5cq,(X — B) € LIX]. Fiir 0 € G gilt {o(B) | B € Ga} =
Ga, und dadurch auch

o(m(X)) = [[(X = o(8)) = [[(X = ) = m(X).

B g

Es folgt, dass jede Koeffizient von m(X) in LY = K liegt, also m(X) € K[X]. Da «
eine Nullstelle von m(X) ist, muss nun m(X) von das Minimalpolynom m,/x (X)
teilbar sein. Umgekehrt, ist § € Ga, sagen wir = o(«) fiir ein ¢ € G, dann gilt

Mok (B) = Mayx(0(@)) = o(ma/x(a)) = 0,
also ist 8 eine Nullstelle von m, /kx(X), und Grad mg/x(X) > Gradm(X). Da
beide m(X) und mq/x(X) normiert sind, mussen sie jetzt gleich sind. O
Wir sehen, dass fiir eine Galoiserweiterung L/K und « € L, das Minimalpolynom

von « zerfallt in L mit keine mehrfachen Nullstellen.

Definition. Eine endliche Koérpererweiterung L/K ist normal, falls fiir jedes « €
L, das Minimalpolynom mx (X) zerfallt in L.

Aquivalent: Jedes irreduzible Polynom in K [X], das eine Nullstelle in L hat, zerfallt
in L.

Eine endliche Korpererweiterung L/K ist separabel, falls fiir jedes a@ € L, das
Minimalpolynom mx (X) hat keine mehrfachen Nullstellen in einem Zerfallungs-
korper.

Wir haben nun eine ,interne Charakterisierung von Galoiserweiterungen.

Satz. Eine Korpererweiterung L/ K ist galois genau dann, wenn sie endlich, se-
parabel und normal ist.
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Beweis. Ist L/K galois, dann ist sie endlich, und laut des vorherrigen Lemmas
auch normal und separabel.

Umgekehrt sei L/ K endlich, separabel und normal, mit Galoisgruppe G. Fiir jedes
a € L\ K finden wir 0 € G mit o(a) # a. Das zeigt, dass L = K ist, also ist
L/K galois.

2

Da L/K normal ist, zerféllt das Minimalpolynom mg/x (X). Da Grad mq g (X) >
/
#«

ist und m,/x(X) keine mehrfachen Nullstellen hat, muss es eine Nullstelle o
in L geben.

Nach dem Fortsetzungslemma, bekommen wir also einen Ringhomomorphismus
j: K(a) = L mit j(«) = ¢ und j|x = id.

Sei E ein Zwischenkorper, der K («) enthélt, wobei [E : K] so grof wie moglich
ist, so dass es einen Homomorphismus o : £ — L gibt, der j erweitert.

Angenommen, £ # L. Sei f € L\ E. Nun ist mg/p(X) ein Teiler von mg,x(X)
in E[X], also ist o(mg/p(X)) ein Teiler von o(mg k(X)) = mg/k(X). Da L/K
normal ist, zerféllt mg/ k(X ), sodass o(mg/p(X)) eine Nullstelle 5 € L hat.

Nach dem Fortsetzungslemma bekommen wir einen Ringhomomorphismus ¢ :
E(B) — L mit 6(8) = /' und G|p = o. Somit ist &|kw) = j. Aber [E(f) :
K] > [E : K], ein Widerspruch.

Also E = L. Also 0 € Gal(L/K) und o(a) = o' # a. O

Wir untersuchen als néchstes die Eigenschaften normal und separabel genauer.

6.4 Normale Erweiterungen
In §5.4 sahen wir, dass ein Zerfallungskorper L fiir f(X) € K[X] tiber K existiert.
Wir zeigen jetzt, dass zwei solche Zerfallungskorper isomorph sein muss.

Proposition. Sei j: K — K’ ein Isomorphismus und f(X) € K[X]. Ist L ein
Zerfallungskorper fir f(X) dber K, und L' ein Zerfallungskorper fir j(f(X)) dber
K', dann gibt es einen Isomorphismus j: L — L' mit j|x = j.

Beweis. Induktion iiber n = [L : K]. Wenn n = 1, dann zerféllt f(X) in K[X],
also zerfallt j(f(X)) in K, also L' = K', also j ist ein Isomorphismus L — L'
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Nehmen wir also n > 1 an. Somit hat f(X) eine Nullstelle « € L \ K. Dann ist
M,k (X) ein Teiler von f(X), also ist j(ma k(X)) ein Teiler von j(f(X)). Somit
gibt es eine Nullstelle o’ von j(mq k(X)) in L. Nach dem Fortsetzungslemma gibt
es also einen Homomorphismus j' : K(a) — K'(/) mit j'(a) = o/ und j'|x = j.
Offensichtlich ist 7’ ein Isomorphismus.

Nun ist L einen Zerfallungskorper von f(X) tiber K (), und L’ einen Zerfallungs-
korper von j'(f(X)) = j(f(X)) iiber K'(¢/). Da [L : K(a)] < [L : K] ist, gibt es
durch Induktion einen Isomorphismus j: L — L’ mit j|x@) = j', also jlx = j. O

Wir haben nun den iiberraschenden Satz, dass jeder Zerfallungskorper normal ist.

Satz. Sei L/K eine endliche Erweiterung. Dann ist L/K normal genau dann,
wenn L ein Zerfillungskorper eines Polynoms tiber K ist.

Beweis. Sei L/K endlich und normal und sei L = K(oy,...,q,) (zum Beispiel

sei aq,...,q, eine K-Basis von L). Dann ist L auch ein Zerfillungskorper von
F(X) =TI, Mas/x(X) iiber K.

Umgekehrt sei L ein Zerféllungskorper von f(X) tiber K und sei o € L\ K.

Sei (3 eine Nullstelle von m,/x (X) in einem Zerféllungskorper M von m, k(X)) {iber
L. Nach dem Fortsetzungslemma gibt es einen Homomorphismus j : K(«) — K ()
mit j(a) = f und j|x die Inklusion von K in K (). Also j ein Isomorphismus.

L ist ein Zerfallungskorper von f(X) iiber K («), weil L ein Zerfallungskorper von
f(X) iiber K und « € L sind.

L(p) ist ein Zerfallungskorper von f(X) = j(f(X)) iber K(f), weil f(X) iiber
L(B) zerfallt, und falls f(X) tiber L' zerfillt, wobei K(f) C L' C L(f3), dann muss
L C L also L' =L(B).

Nach der Proposition, gibt es einen Isomorphismus 7 : L — L(5) mit j|xw) = J-
Es folgt, dass [L : K| = [L(B) : K], also L() = L, also 8 € L. Also zerfillt das
Minimalpolynom mq,x (X) in L. O

Definition. Sei L/K endlich. Eine normale Hiille von L/K ist eine Erweiterung
M/L, sodass M /K normal ist, und minimal beziiglich diese Eigenschaften: L C
M’ C M und M’/K normal impliziert M' = M.

Proposition. Jede endliche Erweiterung L/ K hat eine normale Hiille. Insbeson-
dere, wenn L = K(aq,...,q,), dann ist der Zerfillungskorper M von f(X) =
[17 ) ma, k(X)) dber L eine normale Hiille von LK.
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Beweis. f(X) zerfillt iiber M, und wenn es iiber F zerfillt, mit K C E C M,
dann ist jedes o; € E, also L C F, also F = M nach der Minimalitdt von M.
Somit ist M ein Zerfallungskorper von f(X) iiber K. Somit ist M/K nach dem
Satz normal.

Angenommen, L C M’ C M und M'/K ist normal. Da jedes a; € M’ liegt, zerfallt
f(X) tiber M'. Nach der Minimalitét von M ist M’ = M. O

6.5 Separable Erweiterungen

Sei R ein kommutativer Ring. Die (formale) Ableitung eines Polynoms f(X) =
ap + a1 X + ap X%+ -+ a, X" € R[X] ist

(X)) =a; +2aX + - +na, X",
Sie erfiillt die iiblichen Regeln

(Af + 1) (X) = Af(X) + pg'(X),  (f9)'(X) = f(X)g(X) + f(X)g'(X)
fir alle A, u € R und f(X),g(X) € R[X].

Sei nun K ein Korper. Ein Polynom f(X) € K[X] heifit separabel, falls es keine
mehfachen Nullstellen in einem Zerfallungskorper hat.

Proposition. Sei K ein Korper und f(X) € K[X] irreduzibel. Die Folgenden sind
aquivalent:

(1) f(X) ist nicht separabel.

(2) f(X) und f'(X) sind nicht teilerfremd.

(3) f'(X) = 0.

(4) Char K = p > 0 und f(X) = g(XP) fir ein Polynom g(X) € K[X].
Insbesondere wenn Char K = 0, dann st jedes irreduzible Polynom separabel.
Beweis. (1)=(2). Falls f(X) und f'(X) teilerfremd sind, gibt es p(X),q(X) €
K[X], so dass p(X)f(X) + ¢(X)f(X) = 1. Sei L/K ein Zerfillungskérper von
f(X) und « € L eine mehrfache Nullstelle von f(X). Also f(X) = (X — a)?g(X)

in L[X]. Dann ist o auch eine Nullstelle von f/(X) = 2(X —a)g(X)+(X —a)?¢'(X),
also eine Nullstelle von 1. Widerspruch.
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(2)=(3). Das Polynom g(X) = ggT(f(X), f'(X)) ist nicht konstant und teilt f(X).
Da f(X) irreduzibel ist, ist f(X) = ag(X) mit « € R*. Dann ist f(X) ein Teiler
von f'(X). Aber Grad(f'(X)) < Grad f(X), also muss f'(X) = 0 sein.

(3)=(4). Schreiben Sie f(X) = ap + a1 X + -+ + a,X™ Dann ist 0 = f/(X) =
ar + 2a:X + -+ 4+ na, X" !, also ia; = 0 fiir alle 7. Ist Char K = 0, dann ist
a; = 0 fir alle ¢ > 0, also ist f(X) = ao konstant, ein Widerspruch. Also muss
Char K = p > 0 sein, und f(X) = ag + a,X? + a9, X* + --- = g(XP), wobei
g(X) =ap+ apX +ay,X*+....

(4)=(1). Sei L/K ein Zerfallungskorper von f(X), und o € L eine Nullstelle von
f(X). Dann gilt g(a®) = f(a) = 0, also ist a? eine Nullstelle von ¢g(X). Schreiben
Sie g(X) = (X —a?)h(X) in L[X]. Dann gilt

f(X) = g(XP) = (X = a”)h(XP) = (X — )’ h(X7)
in L[X]. Also ist a eine mehrfache Nullstelle von f(X). O
Per Definition ist eine endliche Korpererweiterung L/K genau dann separierbar,

wenn mq, i (X) fiir alle @ € L separabel ist. Nach der Proposition ist jede endliche
Korpererweiterung L/ K separierbar, wenn Char K = 0.

Satz. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Die Folgenden sind dquivalent.
(1) L/K ist separabel.
(2) L = K(ay,..., o), wobei jedes mq,/x(X) separabel ist.

(3) |Algx (L, M)| = [L : K] fir jede Erweiterung M/L, so dass M /K normal ist.

Beweis. (1)=(2). Klar, z.B. ay, ..., a, eine K-Basis von L.

(2)=(3). Angenommen, |Alg, (E,M)| = [E : K], wobei F = K(ay,...,q;-1). Sei
J € Algg(E, M). Nun ist ma,/5(X) ein Teiler von mg, /x(X), also ist j(ma,/5(X))
ein Teiler von j(ma, k(X)) = ma/x(X). Somit zerféllt j(ma,/s(X)) in M oh-
ne mehrfachen Nullstellen. Nach dem Fortsetzungslemma gibt es Grad mq,;g(X)
Fortsetzungen von j in Alg, (F(«;), M). Daher gilt

| Algge (K (e, . .- i), M)| = | Algge(E(ai), M)| = [ Algg (E, M)| - Grad ma,/e(X)

=[E:K| - [Ela): El=[FEa): K|]=[K(a,...,q0;) : KJ.
Durch Induktion gilt dies fiir ¢ = n.
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(3)=(1). Sei M/L eine normale Hiille von L/K und a € L. Ist mq/x(X) nicht
separabel, dann hat es weniger als [K(«) : K] verschiedene Nullstellen in M, also
gilt |[Algy (K (), M)| < [K(«), K]. Fiir jeden Homomorphismus j : K(a) — M
gibt es hochstens [L : K(«)] Fortsetzungen zu einem Homomorphismus L — M,
also gilt

[Alg (L, M)| < [L: K()] - [K(e) - K] = [L: K],

]

Korollar. Eine Kdrpererweiterung L/ K ist genau dann galois, wenn sie der Zer-
fallungskorper eines Produkts separabler irreduzibler Polynome tiber K ist.

Beweis. Nach §6.4 Satz kdnnen wir annehmen, dass L der Zerfallungskorper eines
Polynoms f(X) ist. Also ist L = K(ay,...,a,), wobei die «; die Nullstellen von
f(X) sind. Die irreduziblen Faktoren von f(X) sind die Minimalpolynome von den
o, also sind sie nach dem Satz genau dann separabel, wenn L/K separabel ist. [

Lemma (1). Sei L/K der Zerfallungskorper eines Polynoms f(X) € K[X].

(1) Gal(L/K) operiert auf der Menge {c,...,a,} von Nullstellen von f(X) mit
entsprechendem Gruppenhomomorphismus p : G — Sy, 0(0;) = Qpo)(a)-

(i1) die Aktion ist treu, d.h. p ist injektive, und
(117) Falls f(X) irreduzibel und separabel ist, ist die Aktion transitiv, d.h. fir jede
i,j gibt es 0 € G mit o(o;) = «j, also p(o)(i) = j.

Beweis. (1) Wenn o € Gal(L/K), gilt

flo(e)) = o(f(ew)) = o(0) =0
also o(a;) = a; fiir ein j.

(i) Ist p(o) = Id, dann gilt o(a;) = a; fir alle i. Nach §5.5 Lemma (2)(iii) ist
{a € L :0(a) = a} ein Teilkérper von L und enthdlt K U{ay,...,a,} also ist alles
von L, also o = Id.

(iii) Bis auf einen Skalar ist f(X) das Minimalpolynom von «;, und nach §6.3
Lemma ist die Menge der Nullstellen von f(X) genau die Bahn Ga;. ]

Proposition. Sei p eine Primzahl und f(X) € Q[X] irreduzibel der Grad p. Seien
L/Q der Zerfillungskérper von f(X) und G die Galoisgruppe. Hat f(X) genau
zwet nicht reele Nullstellen, dann ist p: G = S, ein Isomorphismus.
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zB.p=>5und f(X)=X°—6X +3.

Beweis. Weil Char Q = 0, ist f(X) separabel, also hat es p Nullstellen in L. Also
p: G — S,. Die Aktion von G auf der Menge von Nullstellen ist transitiv, also
gibt die Bahnformel

p = |Gay| =[G : Stabg(ay)],

also ist p ein Teiler von |G|. Nach dem Satz von Cauchy enthélt G also ein Element
der Ordnung p, also muss p(o) ein p-Zyklus sein.

Komplexe Konjugation liefert ein Element 7 € G, sodass p(7) eine Transposition
ist.

Wenn wir die Nullstellen umbenennen und eine Potenz des p-Zyklus beriicksichti-
gen, konnen wir annehmen, dass (12 ... p), (1 2) € Bild(p). Dann ist p nach dem
néchsten Lemma ein Isomorphismus. O]

Lemma (2). S, = (12 ... n),(12)).

Beweis. Seien c= (12 ... n),t=(12)und H = (¢, t). Fir 1 <i <n gilt
(ii41)=c"1e "D e H,
und fir 1 <17 < j <n gilt
(Gj)=(@Gi+1)...(0—2j-)—-15)0—-2j—-1)...(0i+1) € H

Dann gilt H = §,,, weil jede Permutation ein Produkt von Transpositionen ist. [

6.6 Auflosbarkeit von Gleichungen durch Radikale

In diesem Abschnitt ist Char K = 0, also endliche Erweiterungen sind separabel
und endliche normale Erweiterungen sind galois.

Definition. Eine Korpererweiterung L/K ist radikal, wenn L = K(ay,...,qy),
al € K(aq,...,a;—q) fir alle ¢, und n; > 0.

Lemma. Wenn L/K radikal ist, dann gibt es eine normale Hiille M /L mit M /K
radikal.
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Beweis. Der Zerfallungskérper M von [ [, mq,/x(X) tiber L ist eine normale Hiille
von L/K. Seien f;; die Nullstellen von my, /x (X). Dann ist £; = K(8;; : j) ein Zer-
fallungskorper von mq, /x (X) iiber K, also ist F;/ K galois. Nach §6.5 Lemma/(1)(iii)
gibt es 7; € Gal(E;/K) mit 7,;(a;) = ;. Nach der Galois-Korrespondenz erwei-
tern sich die 7;; auf Elemente o,; € Gal(M/K). Es gilt
M = K(Bij :i,j) = K(oij(i) 1 i,7) = K(oi(ax) = 4,5, k)
und
oij(e)™ = oij(ag’) € oy (K(an, ..., ar1)) = K(oij(an), .., 0i5 (k1))

also ist M /K radikal. O

Satz. Wenn L/K normal und radikal ist, dann ist Gal(L/K) aufidsbar (Sehen Sie
Aufgabe 5.4.)

Beweis. Bei der Definition einer radikale Erweiterung konnen wir davon ausgehen,
dass die n; Primzahlen sind und o; ¢ E; := K(«;"). Da L/K galois ist, ist L/E;
galois. Weil o; ¢ E;, hat das Polynom m,,/g,(X) den Grad > 1, also hat es eine
andere Nullstelle o in L. Dann ist (o)™ = o, da mq, /g, (X) ein Teiler von
X — o) ist. Also ist €; = o/ /cy; eine primitive n; Einheitswurzel.

Sei K; = K (die ersten ¢ der Elemente €7, v, €3, ag, . . ., €5, @,). Dann
K=KyCK C---C Ky =1L,
also
Gal(L/K) = Gal(L/Ky) > Gal(L/K,) > --- > Gal(L/Ks,) = {1d}.
Wir behaupten, dass K;/K;_; Galois ist, also Gal(L/K;) < Gal(L/K;_1), und
Gal(L/K;_1)/ Gal(L/K;) = Gal(K;/K;_1),
und wir behaupten, dass diese Gruppe abelsch ist. Somit ist Gal(L/K) auflosbar.

Wenn ¢ ungerade ist, sagen wir ¢ = 2j — 1, dann ist K; = K;_1(¢;). Es ist ein
Zerfallungskorper von X™ — 1 = ZZ)I(X — eé“) iiber K; 1, also ist K;/K;
galois. Jedes Element von Gal(K;/K;_1) hat die Form oy(e;) = € fiir ein k, und

oro(€) = efk', also ist Gal(K;/K;_1) abelsch.

Wenn 7 gerade ist, sagen wir ¢ = 2j, dann ist ¢; € K;_; und K; = K;_1(a;). Es ist

ein Zerféllungskorper von X" — o)’ = ZLBI(X —€é¥ay;) iiber K;_;. Jedes Element
von Gal(K;/K; 1) hat die Form oy(c;) = €fa; fiir ein k, und opop (o) = e§+k/ozj,
also ist Gal(K;/K;_1) abelsch. O
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Korollar. Das Polynom f(X) = X° — 6X + 3 ist durch Radikale nicht lisbar.
Das heifit, es gibt keine radikale Erweiterung L/Q, die eine Nullstelle von f(X)
enthdlt.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass L/Q normal ist, und da es dann eine Null-
stelle von f(X) enthélt, enthélt es einen Zerfallugskorper £ von f(X). Dann ist
Gal(E/Q) ein Quotient von Gal(L/Q), also auflésbar. Die Gruppe As ist einfach
und nichtabelsch, also nicht auflésbar, und As ist eine Untergruppe von Ss, also
ist S5 nicht auflosbar. Aber Gal(E/Q) = S;5. Widerspruch. O

Daraus folgt, dass es keine Formel fiir die Nullstellen eines allgemeinen Polynoms
vom Grad 5 in Form von Radikalen gibt, dhnlich der Formel fiir ein quadratisches
Polynom.

Mit mehr Arbeit kann man auch zeigen, dass, wenn die Galoisgruppe des Zerfél-
lungskorpers eines Polynoms auflosbar ist, die Nullstellen in Form von Radikalen
geschrieben werden konnen. Insbesondere ist der Zerfallungskorper des Polynoms
art + bx3 + cx? + dx + e iiber Q(a, b, ¢, d, ¢) isomorph zu einer Untergruppe von Sy,
also auflosbar (weil {Id} <V <A, <S,), also gibt es eine Formel fiir die Nullstellen
eines allgemeinen Polynoms vom Grad 4. Sehen Sie, z.B.

https://de.wikipedia.org/wiki/Quartische_Gleichung
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