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Aufgabe 7.1. (2+2) (i) Angenommen, die Matrix eines Endomorphismus f € End(V)
beziiglich einer Basis (vy,vs,...,v,) von V oberes Dreieck ist. Zeigen Sie, dass die Matrix
von f beziiglich (v, ..., ve,v1) unteres Dreieck ist.

(ii) Zeigen Sie direkt, dass die obere Dreiecksmatrix

ailz aig - Aip
0 ax --- ag
A=
0 0 - an,
der unteren Dreiecksmatrix

pn, -+ 0 0

azp -+ a0

A1p - Q12 411

ahnlich ist.

Aufgabe 7.2. (4) Sei V ein Vektorraum iiber K und sei U ein Unterraum von V. Wenn
(ug,...,u,) eine Basis von U und (U + vq,...,U + v,) eine Basis von V/U sind, zeigen Sie,
dass (uq,..., Uy, v1,...,0s) eine Basis von V ist. [Dies ist Lemma 3 in §9.1. Natiirlich hétte
es in LA I in §5.3 sein sollen.]

Aufgabe 7.3. (1+1+41+1) Das Ezponential einer nilpotenten Matrix A € M,,(C) ist

[Sie kénnen den Binomialsatz (A+ B)" = Y7 (7)A’B"~" fiir Matrizen A, B mit AB = BA
ohne Beweis verwenden. Die gleiche Definition des Exponentials kann fiir nicht nilpotente
Matrizen verwendet werden, aber dann ist Analysis erforderlich.]

Mehr...



Aufgabe 7.4. (242) Sei V' endlichdimensional. Ein Endomorphismus f € End(V) heifit
halbeinfach, wenn jeder f-invariante Unterraum U von V ein f-invariantes Komplement hat.
Beweisen Sie:

(i) f diagonalisierbar = f halbeinfach.
(ii) f halbeinfach und y;(X) zerfillt in lineare Faktoren = f diagonalisierbar.

[Hinweis: Ein Komplement zu U in V ist ein Unterraum C von V mit V = U & C, sehen Sie
LA 1, §4.4. Moglicherweise bendtigen Sie Folgendes: Sei B = (vy,...,v,) eine Basis von V.
Jedes linear unabhéngige Tupel (ug,...,u,) von Vektoren in V' kann mit Vektoren in B auf
eine Basis (uy, ..., U, v;, ..., v;,) erweitert werden. Dies wurde im zweiten Satz in LA T §4.3
bewiesen, aber nicht vollstandig erklért.|



